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Entwickiung von FEM-Programmpaketen im Staatlichen
Forschungsinstitut fiir Maschinenbau (SVUSS) Praha

S. Ptak

1. Einflihrung

Im Staatlichen institut fir Maschinenbau, Bé&chovice
(SVUSS), wird seit dem Jahre 1968 systematisch auf dem
Gebiet der Entwicklung und Anwendung der Methode der
finiten Elemente (FE} gearbeitet. Nach zehnjahriger prakti-
scher Erfahrung wurde im Jahre 1978 mit dem Aufbau des
universellen Programmsystems PMD (Package for Ma-
chine Design) begonnen.

Die problemorientierten Programmsysteme des PMD wa-
ren die ersten FE-Programme, die den Benutzem zum
eigenen Bedarf zur Verfligung gestelit wurden. Bei ihrem
Entwurf wurde die primére Aufmerksamkeit allgemeinen
3D-Aufgaben und deren Bearbeitungsstrategie gewidmet.
Fir die Ldsung der physikalisch analogen 2D-Aufgaben
wurde dann diese Strategie (ibernommen. Diese Auffas-
sung erlaubte es dann, u. a. universelle und kompakte Mo-
dularprogrammsysteme (hierarchisch) zu entwickeln. Die
PMD-Programme beinhalten lediglich das sogenannte
FE-Processing. Sie werden an die in der CSFR zugangli-
chen oder entwickelten interaktiven Pre- und Postprozes-
soren angeschiossen.

Eine schneile Verbreitung der 16-Bit-PC-Typen AT/XT in
den letzten Jahren hat sinen groBen Bedarf an Program-
men zur Folge, die die gegenwdrtigen Berechnungs-
methoden beinhalten und routinemaBig in Konstruktions-
bliros eingesetzt werden kdnnen. Zu diesem Zwecke hat
das SVUSS kurzfristig das integrierte ADAM-Programm-
system entwickelt. Es bietet den Benutzern eine Unterstit-
zung in der Entwurfphase sowie bei der Ubsrnahme der
Geometrie des betreffenden Kérpers, bei der Generierung
des kompletten Berechnungsmodells, der Bearbeitung der
2D-FE-Grundaufgaben und der Bewertung und Auswer-
tung der Ergebnisse vom Standpunkt der Grenzzustande
an.

In absehbarer Zeit wird das ADAM-System allgemeine
Temperaiur- und lineare elastostatische Analysen von
kombinierten dick- und diinnwandigen 2D-Objekten durch-
fuhren kénnen.

Der Schwerpunkt des vorliegenden Beitrages liegt jedoch
auf der Darstellung der gegenwartigen Anwendungsmdg-
lichkeiten und einiger aktueller Entwicklungen des Pro-
grammsystems PMD. Zum System ADAM ist zu einem
spéteren Zeitpunkt ein gesonderter Beitrag in der Zeit-
schrift Technische Mechanik geplant; die wichtigsten Infor-
mationen zu diesem System sind [28] zu entnehmen.

2. Das PMD-Paket
2.1. Charakteristik des PMD-Pakets

Das Seit 1978 entwickelte PMD-Pakst (Package for Ma-
chine Design) stelit vor allem sine Bibliothek von Quellen-
texten (Subroutinen und Programme) dar, die zur Lésung
von Problemen der Kontinuumsmechanik (Analyse der
Temperatur-, Verformungs- und Spannungsfelder) die-
nen. Das Mittel der numerischen Diskretisation ist die
Methode der finiten Elemente.

Zur effektiven Bewaltigung der oft vorkommenden Pro-
bleme wurden einige der PMD-Programme zu problem-
orientierten Programmsystemen (z. B. [1], [2]) vereinigt
und den Benutzern (insgesamt etwa 30 Installationen in
der CSFR und eine im VEB SM Pirna, DDR) Gibergeben.
Das Paket wurde als ,offen” bezliglich der Aufgabentypen,
mathematischen Methoden und Diskretisationsmittel auf-
gefaBt. Es wurde mit dem Ziel der Universaianwendung
(Korperformen, Aufgabentyp und Randbedingungen) zur
L&sung sowohi der praktischen als auch der wissenschaft-
lich-technischen Probleme entwickeit. Die Informationen
zwischen sinzelnen Programmen und einigen Subroutinen
werden durch standardisierte Diskdateien (ibergeben.

Die Bibliothek der PMD Quelientexte enthalt einige Modifi-
kationen entsprechend der Hardware (ICL, ESER/IBM,
SMEP/PDP) und zur Zeit erfolgt eine Implementation der
Programme auf IBM AT Personalrechner. Das kompletie
System beinhaltet etwa 90000 Fortran-Instruktionen.

Die PMD-Programmsysteme sind an sich heute nicht mehr
~volisténdig”, denn sie sichern im Grunde lediglich den
FEM-ProzeB. Auf dem Gebiet des sogenannten Pre- und
Pasiprocessings sind sie deshalb auf die auBerhalb des
engen Autorenkolelktivs entwickeiten Programmsysteme
angewiesen. Bei uns sind es besonders die interaktiven
Programmsysteme GENEL [3], POST3D [4], STATES 5]
und [6], die direkt an dis standardisierten Datenschnittstel-
len des PMD anschlieBen. Dieser Aufbau von universellen
Programmsystemen ist Gberall in der Welt Ublich. Er er-
mdbglicht eine Paralielarbsit von mahreren Kollektiven so-
wie eine zweckméBigs Arbsitsteilung. Die meisten der hier
gezeigten Bilder der FE-Vernetzungen wurden mit dem
GENEL-System gestaltet.

Das PMD-Paket kann man heute zur Lésung von 2D- so-
wie 3D-Problemen anwenden, die nach der geometri-
schen Diskretisierung durch folgende Systeme der alge-
braischen und Differentialgleichungen dargestellt sind:
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keit Warmeleitung, Warmekapazitat, Masse, Spannung,
Démpfung und Tangentialsteifigkeitsmatrix des elasto-pla-
stischen Korpers; 9, g, p, f, ¢ und 0 bedeuten die Spalten-
vektoren der veraligemeinerten Knotenkomponenten der
Verschiebungen, Temperaturen, Krifte, Warmefllisse,
Eigenvektoren und den sogenannten Nullvektor; die Ska-
lare t, w, 6 und h bezeichnen Zeit, Eigenfrequenz, Multipli-
kationskonstante und Parameter, durch den die
Geschichte des Belastungsprozesses beschrieben wird,
und schlieBlich bezeichnet das Symbol A den nichtinfinite-
simalen Zuwachs der nachfolgenden GréBe. & und 3 be-
zeichnen den Spaltenvektor der veraligemeinerten Kno-
tengeschwindigkeiten und Knotenbeschieunigungn.

Gleichung (1) stellt die lineare Elastostatik mit der Mdglich-
keit der Bestimmung der charakteristischen GréBen der li-
nearen Bruchmechanik der [7], [8];

Gleichung (2) ist die aligemeine Warmeleitungsgleichung
in festen Stoffen, geldst durch Einschritt-©-Verfahren, das
auch die Beriicksichtigung eventueller Ubergangswider-
stande (contact thermal resistence) ermdglicht [9];

(3) ist das Eigenwertproblem, das durch die inverse, simul-
tane Vektoriteration mit einer Projektion in einem Unter-
raum (Subspace iteration) [10], [11] geldst wird;

(4) beschreibt die Bewegung eines linear nachgiebigen
Korpers bei aligemeiner Kraft- und Wegerregung mit einer
der Geschwindigkeit proportionalen Dampfung, das mit
der Newmark-Methode oder mit der Methode der Modalsu-
perposition geldst wird;

(5) bezeichnet die Stabilitdtsanalyse, die mit den inversen
lterationen [12] geldst wird;

(6) beschreibt die Kontaktanalyse, die gegenwartig nur fur
linear-elastische Kérper [13], [14] mdglich ist, und

(7) charakterisiert die quasistatische elasto-plastische
Analyse [15], die gegenwartig auf 2D-kompakte (d. h. nicht
dinnwandige) Objekte beschrankt ist.

In den genannten Aufgaben kdnnen samtliche Gbliche Ty-
pen der Randbedingungen vorgeschrieben werden, wie
z. B. die Bedingungen der Symmetrie, Antimetrie, Rota-
tionsperiodizitat, elastischen Bettung, Strahlungswérme-
(ibergang mit der Umgebung usw. Jede physikalische
GroBe darf gleichzeitig von bis zu vier unabhangigen Ver-
anderlichen abhangig sein, wobei diese unabh&ngigen
Veranderlichen die kartesischen Koordinaten x, y, z, die
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Temperatur ©, die Zeit t, die Intensitat der plastischen De-
formation & oder die spezifische plastische Arbeit W" sein
kdnnen.

Die Anzahl der Elemente, Knoten, Materialtypen, Bela-
stungswirkungen und Belastungsvektoren ist lediglich
durch die Hardware beschrankt.

Bei der Bildung der Berechnungsmodelle kann man finite
Elemente gem&B Bild 1 und 2 anwenden.

Die mit x bezeichneten Knoten sind wéhibar und verleihen
unter anderem den Elementkanten eine Krimmungsmaég-
lichkeit.

Diein Bild 1 als - /x/ A /O /© bezeichneten Knoten haben
3/3/3/5/6 Parameter in Deformationsaufgaben (d. h.
Statik, Dynamik, Stabilitdt usw.)~oder 1/1/2/2/3 Para-
meter in Temperaturaufgaben. Fir 2D-Aufgaben (siehe
Bild 2) gilt in &hnlicher Weise, daB die mit - / x/ A / < be-
zeichneten Knoten entweder 2/2 /3 / 3 Parameter in De-
formationsaufgaben —oder 1/1/2/1 Parameter bei Ana-
lysen von Temperaturfeldemn aufweisen.

Die Elemente in Bild 1a und 2a sind bei der Modellierung
von kompakten bzw. dickwandigen Teilen anwendbar. Fir
die Diskretisierung von diinnwandigen Teilen benutzt man
Elemente gemas Bild 1b und 2b. Bei Deformtionsaufgaben
sind die im Bild 1b dargesteliten Elemente die sogenann-
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Elementkatalog der 3D finiten Elemente, der von entsprechenden
problemorientierten PMD-Programmsystemen benutzt wird



Bild 2
Elementkatalog der 2D finiten Elemente

ten semi-Loof-Elemente; entsprechende Elemente gibt es
fur die Analyse von Temperaturfeldern in diinnwandigen
Konstruktionen [16]. Bei Deformationsaufgaben haben
sich auch unsere urspringlichen Modifikationen der semi-
Loof-Elemente mit zentrischen und exzentrischen Verstei-
fungen an den Eilementenkanten [17] bzw. mit linienf&rmi-
gen Versteifungen in den Mittelflachen dieser Elemente als
hochst effektiv erwiesen (siehe Bild 1b). Beide genannten
Typen der linienfdrmigen Versteifungen werden nicht mit
besonderen finiten Elementen modelliert, sondern durch
eine Modifikation der Steifigkeitscharakteristiken ihrer ,,El-
ternschalenelemente” beriicksichtigt.

Die ,Elemente”, die schematisch im Bild 1c und 2c einge-
zeichnet sind, stellen Superelemente [13] dar, die aus
einer oder mehreren Substrukturen durch die statische
Kondensation des entsprechenden Gleichungssystems
entstanden sind. Einzelne Substrukturen kdnnen aus ver-
schiedenen FE-Typen nach Bild 1a, b, d und e oder Bild 2a
und b bestehen. Die ,Knoten”, die dort als O bezeichnet
sind, kann man kanstlich durch Vereinigung einzelner Su-
perelementenparameter bilden, unter anderem zwecks
kurzer Beschreibung oder Zusammensetzung mit anderen
Teilen des Berechnungsmodells. Es wurden auch Hilfsmit-
tel aufgebaut, die eine Transformation der Superelemen-
tenmatrizen einschlieBlich deren rechter Seiten in ver-
schiedene Koordinatensysteme ermdglichen. So kann
man erreichen, dafl jedem Superelementknoten sein eige-
nes Koordinatensystem gehéort.

Eine der bedeutsamen Eigenschaften aller PMD-Pro-
gramme ist, daB sie es ermdglichen, in einem Berech-
nungsmodell auch Elementtypen zu benutzen, die an sich
selbst miteinander nicht gekoppelt werden kénnen. Die op-
limale Kopplung solcher Paare wird automatisch mit soge-
nannten fiktiven Kopplungselementen [18], [19] vorge-
nommen. Die Kopplung besteht darin, daB die komplizier-
ten, im Prinzip kinematischen, Bedingungen mit der
Penalty-Methode in dem resultierenden Gleichungssy-
stem erzwungen werden. Die benutzten Penalty-Zahlen
werden jedem gekoppelten Elementenpaar angepaBt. Die
gegebenen Mdglichkeiten sind in Bild 1d dargestelit. Eine
derartige Ausstattung der Programme erméglicht eine
wirksame statische, dynamische, Stabilitats- und Tempe-
raturanalyse auch bei sehr komplizierten Maschinen- und
Kérperteilen durchzufGhren (z. B. radiale Laufrider von
Turbinen, Kompressoren und Pumpen sowie GuBteile).
Zur Berechnung der eindimensionalen Teile steht das Bal-
kenelement nach Bild 1e zur Verfligung; es gibt jedoch bis-
her keine Moglichkeit seiner Kopplung mit anderen Ele-
menttypen des PMD-Elementkataloges.

2.2. Beispiele der praktischen Anwendung

Aufgrund der folgenden Bilder von Vemnstzungsmodellen
kann man sich nur kurz und vollstdndig mit einigen geld-
sten Aufgaben bekanntmachen.

Das Bild 3 stellt die fir die Spannungsanalyse einer Kur-
belwelle benutzte Vernetzung dar. Es wurden mehrere Va-
rianten der Abrundung des Ubergangsteiles von der Welle
zum Zapfen untersucht. Das Netzmodell beinhaltet 722
Elemente und fihrt auf 10095 Unbekannte bei maximaler
Frontbreite 1050.

Wenn man die Mittelkantenknoten der Elemente (auf Bild
1a durch x bezeichnet) in einigen weniger interessanten
Gebieten weglaBt, kann der Aufwand fir die L&sung einer
Aufgabe bedeutend erniedrigt werden. Wenn man z. B. die
Mittelkantenknoten nur auf der Oberfiiche des Bauteiles
ZulaBt, erreicht die maximale Frontbreite lediglich den Wert
483.

Das Bild 4 stellt ein Achtel des abgeschliossenen Rahmens
des Walzstdnders ,KVATRO" dar, der das Gesamtge-
wicht von ca. 360 Tonnen hat. Die modeme Konstruktion
dieses Walzsténders benutzt eine hydraulische Walzen-
stellung, was eine Emiedrigung der Steifigkeit und des Ge-
wichtes des Stdnders erlaubt; es ergibt sich jedoch die
Notwendigkeit, seine Festigkeit zu beurteilen. Die Vemet-
zung besteht aus 544 Elementen und fithrt auf 8583 Unbe-
kannte.

Die Netze auf den Bildem 5 und 6 beziehen sich auf die
Festigkeits- und Stabilitatsberechnung eines umfangrei-
chen aerodynamischen Tunnels. Es geht um verzweigte
und unverzweigte Schalenkonstruktionen, die mit semi-
Loof-Elementen diskretisiert wurden. Das Modell in Bild 6
beinhaltet beispielsweise 820 Elemente mit insgesamt
10257 Unbekannten bei einer maximalen Frontbreite von
275. Bei der Netzgenerierung durch das GENEL-System
wurde die Mdglichkeit der numerischen Bestimmung von
Linien ausgenutzt, die bei der Durchdringung von geome-
trischen Objekten elementarer Formen entstehen (hier
konkret fir die Durchdringung einer Rotations- und einer
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Nichtrotations-Zylinderflache mit Ebenen). Die erforderii-
chen Berechnungszeiten fiir einzelne Schritte der auf
einem  ICL2958-Rechner unter Betriebssystem
GEORGE 3 durchgefuhrten Analyse sind:

Zusammensetzung der Steifigkeitsmatrizen und der rech-

ten Seiten einzeiner Elemente . . . . . . 31 min. CPU,
Losung des Gleichungssystems

(siehe(1)) . . .. ... ... ....... 87 min. CPU,
Festlegung der Spannungs-

matrizenG . .. ............. 30 min. CPU,

Berechnung des ersten Eigen-

paares (siehe(5)) . . . ... ... .. .. 4 min. CPU.
Die Beispiele zeigen, daB die Berechnungsmodelle der
von der Praxis diktierten Aufgaben nicht selten kompli-
zZierte Formen aufweisen. Vom Standpunkt der Generie-
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Vernetzungsmodell einer Kur-

belwelle
———
N'h\
1]
sy
N
ma
L |
&/}\
q
'j N
N
N\
L L
N
/P‘H\\
Bild 4
Vernetzungsmodell eines
= Achtels eines abgeschlosse-
nen Rahmens eines Walz-

standers

rung stellen die kompakten Kdrper mit einer komplizierten
Oberflache die htchsten Anspriiche.

2.3. Zu einigen ausgewdhliten Problemen

Nachfolgend wird Gber die L&sung einiger ausgewahiter
Probleme im Rahmen des Programmsystems PMD be-
richtet.

2.3.1. Quasi-statische,
Probleme

physikalisch nichtlineare

Der Losung von Aufgaben mit nichtlinearen Materialeigen-
schaften wird in der letzten Zeit erhdhte Aufmerksamkeit
gewidmet. Es handelt sict. um numerische Analysen, die
im Vergleich mit den Berechnungen auf dem linearen Ge-
biet viel kostspieliger sind und wesentlich héhere Anspri-
che an die Qualifikation des Nutzers (Berechnungsinge-



Bild §

Vernetzungsmodell eines Teiles einer umfangreichen Schalen-

konstruktion

Bild 6

Vernetzungsmodell eines Teiles einer umfangreichen Schalen-

konstruktion

2.10° ifPa

¥ -
[ Vo= 0,3
= 350 WP
AR G =% 400 MPa
x,u
0 ]
o
o
7
% 100 mn

a)

&
-p & 0,015 0.02

Bild7

Die fir eine elasto-plastische Analyse benutzte Probe

a) Form und Materialeigenschaften der Probe

b) Abhdngigkeit der statischen FlieBgrenze (Zug) oy, von der In-
tensitat der plastischen Deformation € und vier Arten von
Funktionen B bis B,

nieur) in bezug auf die Formulierung des Berechnungsmo-
dells und die Auswertung der Ergebnisse erfordem. Als
Beispiel fiihren wir die dafiir typischen Probleme bei der
Beschreibung

- des zeitlich veranderlichen nichtisothermen Bela-
stungsprozesses,

- der erforderlichen FlieB- und Verfestigungsbedingun-
gen und des Deformationsgesetzes,

— der Geschichte des Verformungsprozesses und nicht
zuletzt

- die Probleme bei der Festlegung einer geeigneten Be-
rechnungsstrategie

an.

Verschiedenartiges Verhalten der Stoffe auf dem nichtli-
nearen Gebiet verlangt gegeniiber den linearen Aufgaben
viel aligemeiner aufgefaBBte Programme, deren vemnnftige
Anwendung ohne das erforderliche ,Geflinl fir die Sache”
nicht méglich ist.

Um unsere Bemihungen auf diesem Gebiet klarzuma-
chen, fihren wir die Berechnung einer prismatischen
Probe nach Bild 7a an. Die Probe wird unter isothermen
Bedingungen durch eine quasistatische, einachsige Kraft
belastet, die sich zyklisch zwischen den Werten — 400 und
+400 MPa &ndert (sogenannte ,weiche” Belastung). Flr
die Probe gelte der ebene Spannungszustand. Die Abhan-
gigkeit der statischen FlieBgrenze (Zug) o, von der Inten-
sitat der plastischen Deformation &P sei linear gemé&B Bild
7b. Verfolgen wir nun numerisch die Entwicklung der Hy-

199



steresisschleifen fir diese Probe in Abhangigkeit von den
Funktionen B,, B,, Ba und B4 (siehe Bild 7b), die den Bau-
schingerschen Effekt beschreiben. Unter Anwendung die-
ser Funktionen kann die FlieBgrenze (Druck) oyq durch

ovy(8?) = B(e®) — on(e™®)

ausgedriickt werden.

B, = 0 bedeutet die isotrope Verfestigung, die, wie be-
kannt, fur beliebigen Wert €° oyqy = oy, gilt, und wo es,
wie sich auch aus Bild 8a ergibt, zu keiner Bildung einer
Hysteresisschleife kommt.

B2(e®) = oy — oy(0) stellt die kinematische Verfesti-
gung dar, wo flr alle Werte €° oyq = oy — 20y,(0) gilt.
Die kinernatische Verfestigung hat bei der oben beschrie-
benen Belastungsart die Wiederholung derseiben (stabi-
len) Hysteresisschleifen gemaB Bild 8b zur Folge.

Die Funktionen B; und B4 modellieren eine kombinierte
isotrop-kinematische Verfestigung. Wahrend B; auf
Bild 7b das zyklisch verfestigende Material beschreibt, ent-
spricht B, einem zyklisch entfestigenden Material. Nach
Erreichung einer bestimmten Intensitdt der plastischen
Deformation &P (oder einer anderen geeigneten GroBe, die
die Geschichte des Verformungsprozesses messen kann)
soll fir beide Falle die kinematische Verfestigung geiten
(siehe Bild 7b). Bei der Spezifikation derartiger kombinier-

Ag[m]

¢ 00 1 400
294(0) = 350 +——~

ter Verfestigungen ist noch vorzuschreiben, wie groB der
Teil der Verfestigung fir die kinematische Verschiebung
der FlieBbedingungsflache und fOr die isotrope Verfesti-
gung sein soll. Wir flhren deshalb den Parameter g so ein,
daB von der Gesamtverfestigung H der Teil Hq auf den ki-
nematischen und der Teil H (1 — q) auf den isotropen Ver-
festigungsmechanismus entfallt.

im Falle B;(eP) wurde “q = 0.9 gewahlt, im Falle
B4(€P) schrieben wir q = 1.1 vor. Die Entwickiung der
Hysteresisschieifen ist im Bild 8c und 8d dargestellt. Nach
Erreichen der gew&hliten Intensitat der plastischen Defor-
mation € = 0.015 werden die beiden untersuchten Mo-
delle pldtzlich kinematisch — siehe Bild 7b —, und ihre zykii-
schen Kurven séttigen sich unverziglich.

Bei der Berechnung wurde die Skalarinterpretation des
Tensors ausgenatzt, der im Falle der kinematischen Verfe-
stigung die Verschiebungszunahmen der FlieBbedin-
gungsflache beschreibt [15]. Einer solchen SkalargroBe
kann man namlich (wie bei isotroper Verfestigung) die ent-
sprechende physikalische GrdBe (Zuwachsintensitat der
plastischen Deformation, Zuwachs der spzifischen plasti-
schen Arbeit) zuordnen, welche die Geschichte des Bela-
stungsprozesses modelliert. So kann man bei allen ge-
nannten Verfestigungsarten den Begriff der Skalarge-
schichte einflihren und diesen Vorteil bei Lésung der kom-
plizierten physikalisch nichtlinearen Aufgaben anwenden.

G 4 (0)= 350

u[m]

§
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= === 400 [MPe]
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Bild 8

Entwicklung der Hysteresisschieifen

a) Isotrope Verfestigung

b) Kinematische Verfestigung

c) Isotrop-kinematische Verfestigung;
Zyklisch verfestigendes Material

d) Isotrop-kinematische Verfestigung;
zyklisch entfestigendes Material

- 400 { MPa ]



Die Belastung wahrend der Verfolgung der einzeinen Hy-
steresisschieifen wurde in einem Schritt realisiert; fOr die
Losung des nichtlinearen Gleichungssystems wurde die
BFGS-Methode eingesetzt [20]. Diese Methode scheint
besonders in den Falien, wo es zu pidtzlichen Anderungen
in der Konstruktionssteifigkeit kommt, veriaBlicher und ef-
fektiver zu sein als die Newton-Raphson-Methode.

2.3.2. Die Multigrid-Methode mit adaptiver Netzverfeine-
rung fir die Lésung von Aufgaben der linearen Ela-
stostatik

Der Erfolg des Diskretisierungsverfahrens hingt oft ent-
scheidend von der Ldsung der Systeme der algebraischen
Gleichungen ab. Nachdem zunachst geeignete Strategien
auf der Grundlage der direkten Methoden entwickelt wur-
den (z. B. sky-line, frontal), richtet sichin der letzten Zeit die
Aufmerksamkeit starker auf Iterationsverfahren. Im Mittel-
punkt stehen dabei besonders Multigrid-Techniken und
Methoden auf der Grundlage der konjugierten Gradienten.
Die Entwickiung ist heutzutage zu dem Stadium gekom-
men, daB sie in manchen durch FEM gelsten Methoden
(nicht zu sprechen von Methoden der finiten Differenzen)
wirksamer als die klassischen finiten Vorgange seien kdn-
nen. Die Fahigkeiten der neuen Rechentechnik (Parallel-
und Vectorrechner) stellen diese Art Algorithmen in ein
noch glnstigeres Licht. Die folgenden Absitze deuten die
Art und Weise der Implementierung des Multigridaigorith-
mus im PMD-Paket an.

Das Ziel bestand darin, fir den Fall der linearen elastostati-
schen Analyse ein adaptives Programmsystem aufzu-
bauen, das unter Anwendung einer aposteriori Abschat-
zung des (lokalen) Lésungsfehlers eine fortschreitende
drtliche Netzverfeinerung automatisch so lange durch-
fuhrt, bis ein zulassiger Fehler erreicht ist. Die Netzverfei-
nerung wird durch eine Erhdhung der Elementanzahl
(h-Konzeption) so vorgenommen, daB die neu entstehen-
den Elemente topologisch und beziglich ihrer Formfunk-
tionen den Elementen entsprechen, durch deren Teilung
sie entstanden. Aus Effektivitatsgriinden wird dabei ver-
langt, daB3 die mit der Lésung auf dem feineren Netz ver-
bundenen numerischen Operationen nach Mdglichkeit mit
Hilfe und unter Nutzung der Lésungen auf dem nachstgro-
beren Netz durchgefiihrt werden. Es geht also nicht um
eine L&sung der heute lblichen Routinenaufgaben mit an-
deren numerischen Verfahren, sondermn um das Erreichen
einer neuen Qualitat. Betrachten wir jetzt auf dem Gebiet Q
eine durch die Laméschen Gleichungen beschriebenen
Aufgabe der linearen Elastostatik mit gemischten Randbe-
dingungen. Wir beschrénken uns auf den Fall einer ebe-
nen Verformung und bezeichnen die mit der FEM errech-
neten Verschiebungen mit 0; (i = 1,2). Die approximierte
Losung U; unterscheidet sich von der exakten u; durch den
Fehler e; = u; — ;. Die exakte L8sung ist gewohnlich
nicht bekannt; das Ziel besteht jedoch darin, den Fehler mit
Hilfe der bekannten GréBen zu schétzen.

Unter der Norm des Fehlers e auf dem Element Q, verste-
hen wir die Energie des Fehlers, d. h.
1 1
r * * 2
k 2 Qk

A, u sind die Laméschen Koeffizienten. Es gibt eine ganze
Reihe von Schétzungen des Diskretisationsfehlers, z. B.
[21], [22], [23]. Als glinstigste und genaueste erscheint uns
eine Modifikation der unter [22] abgeleiteten Methode, wo
|lel] Q, Mit der Formel

1§23

1
S 2+ 2)40)?,

E(Qu) = [ —r—
24(X + 20 p S

geschétzt wird.

3%y,

=M+ u) +/J'Aai_fi

0x; axj

sind die Residuen der Laméschen Gleichung. | Q| bedeu-
tet die Fldche des Elementes, X, {i sind die Durchschnitts-
werte der Laméschen Koeffizienten auf Q und p ist der Po-
lynomgrad in den Formfunktionen des Elementes.

In der Praxis interessiert uns vor allem der (lokale) ,rela-
tive” Fehler, der mit folgendem Ausdruck geschatzt wird:

E2(Q,,u) 1
R(Q,0) = [ Q= g

— 8)
Il @12,

Hierist ||u||3 das Quadrat der energetischen Norm der
approximierten Ldsung auf dem ganzen Gebiet Q und
| Q| stelit die Gebietsflache dar. Die Werte R(Q,, U) wer-
den besonders zur Einschatzung der Qualitat der Nahe-
rung 0 auf den einzeinen Elementen benutzt. Der Indikator
(8) ist bei der Anwendung von isoparametrischen Elemen-
ten mit quadratischer Formfunktion sehr gut fir derartige
Beurteilungen geeignet und braucht nicht um weitere Krite-
rien erganzt zu werden, die die Unstetigkeiten der berech-
neten Spannungen an den Grenzlinien zwischen den Ele-:
menten in Betracht zieht. Mit den Eigenschaften der Feh-
lerabschétzungen und deren Implementierung im PMD-
Paket befaBt sich ausfihriich die Arbeit [24].

Die Iterationsmethode der Lésung auf sinem kombinierten
Netz erldutern wir der Einfachheit halber an einem Zweigit-
teralgorithmus (bigrid). Wir benutzen eine von uns entwik-
kelte Modifikation der Methode ,Local defect Correction”.
Die Anregung dazu gab uns die Beschreibung der LDC-
Methode in [25], obwonhl sie dort falsch beziehungsweise
nicht vollstandig beschrieben ist.

Es sei ein FE-Netz G gegeben. Verfeinern wir nun einige
der Elemente, bekommen wir ein zusammengesetztes
Netz mit der Bezeichnung g. Wir benutzen femer die Be-
zeichnungen, wie sie sich aus dem Bild 9 ergeben.

L soll einen diskretisierten Operator auf dem grobem Netz
G darstellen, U die Lésung und F = (F¢ ,F,, Fg)T die die-
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GC' D)GI- ., GF“O

9 =0, Or- .)gF=0
G = GcuGru Gy

9 =9cV9r V3

Grobes und sogenanntes kombiniertes, feines Netz fiir die LDC-
Multigridmethode

sem Netz entsprechende rechte Seite. Auf analoge Weise
wirddurchL-U = F + B ein diskretisiertes Problem auf
dem feinen Netz g, U g¢ beschreiben, das fiir die weiteren
Betrachtungen mit Submatrizen geschrieben wird:

= + . (9)

Das Symbol B, bezeichnet die unbekannten veraligemei-
nerten Reaktionskréfte, die den EinfluB des ,Restkbrpers”
berlicksichtigen. Femer stelit P einen Erweiterungsopera-
tor (gegeben durch die Formfunktion der Elemente) von
Ge U G) — gf U g, Rr einen Einschrinkungsoperator
von

gr — Gr und R, einen Einschrénkungsoperator von
g1 — G, dar. Nun wird die erste Annaherung berechnet:

U=PU =PL'F.

Ein Multigridschritt der LDC-Methode wird dann durch die

nachfolgenden Schritte 1 bis 7 definiert:

1) Berlcksichtigung der vorgeschriebenen Lésungswerte
U, auf dem Netz g;:

Fe: = Fe=Lg- U,
2) glattende Schritte:
Ue: = S(Ler, Ur, Fg)

3) Defektberechnung auf dem feinen Netz:
D: = Fe—Lee- Ue
Di = Fi—Ly-U—Lg-Ue. D, = —B,

4) Defektberechnung auf dem groben Netz (L, ist aus den
im Gebiet G, — G¢ befindlichen Elementen gebildet):
De: = Re-Df
Di: = R:Di+ {Fi—Lc-Uc-Lii-Up)

5) Berechnung des Zuwachses auf dem Netz G:

L-AU =D

6) Korrektur der Ldsung auf dem Netz G und deren Erwei-
terung auf das feine Netz g, U g¢:
U: = U+ AU
U:=U+P-AU

202

7) Emmittiung der auf g definierten Gesamtidsung und Be-
rechnung des Indikators far die Ldsungsgenauigkeit.

Eine andere Iterationsmethode zur Ldsung dieser Aufga-
ben, deren Eigenschaften jetzt getestet worden sind, ist die
Fast Adaptive Composit grid method (FAC), die in [26] und
[27] beschrieben ist. Ihre Grundidee besteht in einer expli-
ziten Zusammensetzung des Operators fir das kombi-
nierte Netz. _

Das auf einem Multigridzutritt aufgebaute Programmsy-
stem besteht aus vier nacheinander folgenden Program-
men, die sich durch auf dem Extemspeicher befindliche
Dateien Informationen Ubergeben. Nach der Zusammen-
setzung der Steifigkeitsmatrizen und der rechten Seite auf
dem ursprlnglichen Netz erfolgt die Losung des Systemes
durch die Frontalmethode und die Berechnung der Feh-
lerindikatoren in den einzelnen Elementen. Wenn der rela-
tive Fehler auf einigen Elementen den vorgeschriebenen
Waert (z. B. 1 %) Gberschreitet, werden diese Elemente ver-
feinert. Es wird sowohl die lokale Numerierung des Fein-
netzes g, U gr als auch die globale Numerierung des
Gesamtnetzes g gebildet. Femer werden die Erweite-
rungsmatrix zusammengesetzt und die Indizes der Veran-
derlichen berechnet, die die Lésungswerte vom Grobnetz
als Randbedingungen fir die Feinnetzl&sung Gbertragen.
Nach der Zusammensetzung der Steifigkeitsmatrizen der
Elemente wird mit Hilfe der frontalschen Methode die Sy-
stemsteifigkeitsmatrix aufgebaut. Die Nichtnuliglieder des
rechten oberen Dreiecks werden in zwei Dateien gespei-
chert. In der ersten befinden sich die Submatrizen L, und
Lir der Matrix des Systemes (9), in der zweiten die Lg¢-
Matrix. Die vorgeschriebenen Veranderlichen (z. B. aus
Randbedingungen) werden durch Modifikation der ent-
sprechenden rechten Seite bericksichtigt, so daB das Pro-
blem mit der Matrix, die symmetrisch und positiv definit ist,
geldst werden kann. Die Glattung wird mit der Gauss-Sei-
delschen Iterationsmethode durchgefiihrt. Flr die Berech-
nung der L&sung auf dem grdbsten Netz wird der schnelle
Racklauf der frontalschen Methode eingesetzt.

3. Zusammenfassung

Der vorliegende Beitrag gibt einen Uberblick Gber den ge-
genwartigen Stand der Entwicklung des Finite-Element-
Programmsystems PMD des SVUSS Prag und informiert
ber einige aktuelle Entwicklungen im Rahmen dieses Sy-
stems. Als ein erster Schwerpunkt wird die L8sung von
Problemen mit elastisch-plastischem Materialverhalten
dargestelit. Ein zweiter Schwerpunkt ist dem Problem der
automatischen adaptiven Netzverfeinerung gewidmet. Es
wird ein geeigneter Fehlerindikator angegeben und eine
Multigridstrategie beschrieben., die eine effektive Lésung
des entstehenden Gleichungssystems ermdglicht. An
Hand einiger ausgewdhiter praktischer Berechnungsbei-
spiele werden die gegenwartigen Anwendungsmdglichkei-
ten des PMD-Systems verdeutlicht; auf eine Darstellung
der Ergebnisse in Form von Farbbildern muBte aus Repro-
duktionsgrinden verzichtet werden. Als Beispiele wurden
Standardfélle ausgewahlit, die fir die Anwendung typisch
sind; in seltenen Fallen wurden wesentlich umfang-
reichere Aufgaben geldst (z. B. die Berechnung der Mikro-



spannungen in einem Kompositmaterial, das mit ca. 80000
Unbekannten modelliert wurde).

Die Entwicklung und die Anwendungsmdglichkeiten der
FEM- und BEM-Programme sind durch folgende Tenden-
zen gekennzeichnet:

A) Gut getestete und bewahrte Systeme fir die Losung
von Standardaufgaben werden einem breiten Kreis
von Nutzem zuganglich gemacht.

B) Es werden neue Methoden einschlieBlich der erforder-
lichen Software entwickelt, die
a) die Lasung bisher ungeldster Aufgabenklassen er-
moglichen und
b) die die Ldsung von Standardaufgaben auf wesent-
lich effektivere Weise ermdglichen.

In der heutigen Zeit der breiten Anwendung moderner Be-
rechnungsmethoden liegt der Schwerpunkt sicher auf A;
die bisherigen Erfahrungen zeigen jedoch, daB die heute
Ublichen Programmkonzepte, die durch eine modulare und
gut durchdachte logische Struktur gekennzeichnet sind,
einen geeigneten Ausgangspunkt auch fir die beiden un-
ter B genannten Entwicklungsrichtungen darstellen.
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