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1. Einflihrung

Konstruktionen, die dynamischen Belastungen ausgesetzt
sind, werden u. a. nach ihrer F&higkeit, Vibrationsenergie
abzubauen, beurteilt. Konstruktionselemente wie Balken,
Platten und Schalen werden daher mit speziellen viskoela-
stischen, vibrationsdampfenden Schichten projektiert. Die
aligemeinen Probleme der Vibrationsddmpfung sind in
ausreichender Weise in der Monografie [1] dargelegt. Eine
Ubersicht der klassischen Arbeiten zur Vibrationsdamp-
fung enthéit [2], wobei auch einige jiingere Arbeiten zur Fi-
nite-Element-Modellierung der Dampfung bei Schichtkon-
struktionen enthalten sind.

Zwei Modellierungsniveaus sind zu unterscheiden: Model-
lierung einfacher Konstruktionselemente (Balken, Platten,
Schalen) und Modellierung realer Konstruktionen. Im letz-
teren Fall treten neben Verlusten im Werkstoff der ddmp-
fenden, viskoelastischen Schichten auch konstruktive Ver-
luste in den Verbindungselementen, Lagem usw. auf.
Diese konstruktiven Verluste lassen sich nur schwer ge-
nau auf der Basis einer mathematischen Modellierung be-
rechnen, daher wird in der Methode der Finiten Elemente
bei der Berechnung realer Konstruktionen die proportio-
nale Rayleighsche Dampfung verwendet. Fiir diesen Fall
ist die Dampfungsmatrix C der Massenmatrix M und der
Steifigkeitsmatrix K der Konstruktion proportional:

C=a(w)M+ () K (1)
a, p— experimentell zu ermitteinde Koeffizienten, die von
der Frequenz abhangen kdnnen.

Die Dampfungsmatrix C wird in der Finite-Element-Bewe-
gungsgleichung fir die Konstruktion verwendet

Mq-+Cq +Kq=F(t) (2).

q, F(t) — Vektor der Knotenverschiebungen und -krifte.

Das erste Modellierungsniveau fiir einfache Konstruk-
tionselemente geht von genaueren mathematischen Mo-
dellen aus. Es dient zur Ermittiung der optimalen Schicht-
anordnung sowie der Auswahl optimaler Parameter fir die
dampfenden Schichten. Bei der Untersuchung harmoni-
scher Vibrationen ist es besonders giinstig, den komple-
xen Elastizitdtsmodul E* und den komplexen Schubmodul
G* zu verwenden. Beispielsweise gilt fiir isotropes Material
mit elastischer Volumendeformation

E*=E(1 + nei)
G*=G(1 + 1ei)

3)

E, G - Elastizitats- und Schubmodul, n— Verlustkoeffizient.
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Der frequenzabhdngige Verlustkoeffizient ng = ng(w)
kann experimentell bestimmt werden. Er hangt mit den
Kemen der .integralen Viskoelastizititsbeziehungen zu-
sammen [3]. Fir anisotrope Materialien ist der Verlustkoef-
fizient eine tensorielle GréBe.

Im Falle der komplexen Darstellung der Steifigkeit des Ma-
terials (3) ergibt sich eine komplexe Bewegungsgleichung
far die Konstruktion

Mg+ K*q=F() (4)

K* - komplexe Steifigkeitsmatrix der Konstruktion.
Dabei gilt

K=K+ iK (5)

K - Realanteil der Steifigkeitsmatrix der Konstruktion,
der unter Verwendung der elastischen Kennwerte
E, G bestimmt wird,

K' - Imaginaranteil der Steifigkeitsmatrix, der unter Ver-
wendung der imaginéren Anteile der komplexen
Kennwerte E' = ngE, G' = 1¢G ermittelt wird.

Bei freien Schwingungen F(t) = 0 |48t sich die Lésung der
Gl. (4) in folgender Form angeben

t
q=qee" (6)
Damit erhdlt man ein veraligemeinertes Eigenwertproblem
mit einer Hermiteschen Bandmatrix K* und einer symme-
trischen Bandmatrix M

K*'Qqo-0.’Mq,=0 @)

Die L&sung dieser Gleichung ergibt ein Spektrum komple-
xer Frequenzen

0, =0+io (8)

Fir jede Frequenz w," wird ein modaler Verlustkoeffizient
ermittelt .

Nn =2 oo, 9)

Bei geringer Dampfung kann der Verlustkoeffizient einfa-
cher bestimmt werden. Dabei werden die elastischen
Eigenformen ®, verwendet, die ohne Beriicksichtigung
der Dampfung ermittelt werden. In diesem Fall wird der
modale Verlustkoeffizient nach folgender Gleichung be-
rechnet

Nn = 1/(27) AWW = (&, K'd,)/(®,K D) (10)



Dabei ist AW - die abgebaute Energie je Schwingungs-
zyklus und W — die elastische Schwingungsenergie der n-
ten Form. '

In dieser Arbeit wird unter Verwendung der komplexen
Darstellung der Steifigkeitsmatrix (5) der Verdustkoeffizient
der Konstruktion nach Gl. (10) ermittelt. Die elastischen
Frequenzen und Schwingungsformen wurden mit der Me-
thode der lterationen im Unterraum [4] bestimmt.

2. Ein Finites Element und ein Superele-
ment fiir einen Sandwichbalken

Zur FEM-Analyse von Schichtbalken mit weichen Schich-
ten werden 2 Modelle vorgeschlagen — das Timoshenko-
Modell fir das gesamte Schichtpaket und ein Superele-
ment fiir den Schichtaufbau, bei dem jede Schicht als
Timoshenko-Balken betrachtet und die Stetigkeit der Ver-
schiebungen zwischen den Schichten verwendet wird. Im
ersten Fall wird zur addquaten Modellierung der Quer-
schubsteifigkeit des Balkens der Koeffizient k verwendet.
Seine physikalische Interpretation ist jedoch nur fiir elasti-
sche Schichten klar. Im viskoelastischen Fall muB man da-
her das Superelementmodell einsetzen.

Es wird ein Finites Element 3. Ordnung fiir den Timo-
shenko-Balken (Schichtbalken oder homogener Balken)
betrachtet. Das Koordinatensystem und die veraligemei-
nerten Verschiebungen u, w, vy sind auf Bild 1 dargestellt.
Das Funktional far die Deformationsenergie und die kineti-
sche Energie lautet dann [5]:

1
u=1/2 f {<EA><au/ax)2 +2 <B>(dv, /0x)(du/dx)
0

+<D> (7, /0x)7 + k<GA>(y, + 8w/6x)2} dx (11)

1
T=1/2 [ {<p>(u'2+w'2)+2<pz>u"yy'
0

+ <p22>7y'2}L dx

Bild 1
Finites Element fiir den Timoshenko-Balken

Die effektiven Steifigkeiten und Massen werden wie folgt
ermittelt

(12)

<EA> = [EdA, <B> = [EzdA,<D> = [ Ez2dA,
A A A
<p> = [pdA,<pz> = [pzdA <pz®> = [pz’dA

A A A

o — Dichte des Werkstoffs.

Weiterhin wird die kubische Approximation fur alle Ver-
schiebungen u, w, y, verwendet. Damit ergeben sich Stei-
figkeitsmatrix K, und die M, flir das 4-Knoten-Element
(Bild 1) des Timoshenko-Balkens in der Ublichen Form.
Das Finite Element hat den Freiheitsgrad 12. Es wird daher
mit SI12 bezeichnet.

Nachfolgend wird ein dreischichtiger, nichtsymmetrischer
Sandwichbalken mit viskoelastischen Schichten betrach-
tet (Bild 2). Das Koordinatensystem wird mit dem Schwer-
punkt einer der &uBeren Schichten verbunden (Schicht-
nummer 1). Die Durchbiegung w ist in allen Schichten
gleich, die Verschiebungen u sind an den Schichtgrenzen
stetig. Die Querschubdeformation vy tritt in jeder Schicht
auf, jedoch aufgrund der Stetigkeit sind nur zwei unabhan-
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Bild 2
Superelement fiir einen Sandwichbalken
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Bild 3
Eigenfrequenzen fiir einen symmetrischen, dreischichtigen Bali-
ken: Vergleich von Theorie und Experiment

187



gig. Wenn man die Knoten der Mittelschicht ausschliet,
gibt es in den Schnittflachen in der ersten Schicht Knoten
mit dem Freiheitsgrad 3 (u,", w", v,"), wahrend in der
dritten Schicht die Knoten den Freiheitsgrad 2 haben (u;®,
y"). Die Steifigkeitsmatrix des Superelements ergibt sich
aus der Steifigkeitsmatrix des Finiten Elements SI12, wel-
ches die Verformung jeder Schicht beschreibt. Dieses Su-
perelement wird mit SI20 bezeichnet, da es einen Frei-
heitsgrad von 20 aufweist.

Die Untersuchung des vorgeschlagenen Finiten Elements
erfolgte fiir die Bestimmung des Eigenfrequenzspektrums
eines symmetrischen, dreischichtigen Balkens mit sehr
weicher Mittelschicht. Das Experiment wurde fiir einen
freien Balken durchgefiihrt [6]

=1,08m, H, =H; =2,15-10"2m, H, = 8,02 - 10~2m,
Ey=Ez=7,1-10*MPa, E, = 22 MPa,
G = 8,365 MPa, v, = 0,315, (13)
Gy =G3=2,7-10*MPa, v, = v5 = 0,315,
Q1 = 03 = 2700 kg/m®, @, = 40 kg/m®

Die Ergebnisse sind fiir eine Vemetzung von N = 16 Fini-
ten Elementen auf Bild 3 dargestellt. Die numerischen Er-
gebnisse fur die 1., 3., 5. und 7. Eigenfrequenz sind in Ta-
belle 1 enthalten. Der Querschubkoeffizient k wurde nach
der Reissnerschen Methodik [5] ermittelt. Aus Tabelle 1 ist
zu erkennen, daB eine Berechnung auf der Grundlage
eines Querschubkoeffizienten von k = 0.006 entspre-
chend der Timoshenko-Theorie und mit dem Superele-
ment-Modell dhnliche Resultate liefert. In der untersten
Zeile sind zum Vergleich experimentelle Werte nach [6] an-
gefiihrt. Die Timoshenko-Theorie mit k = 1 liefert falsche
Ergebnisse.

Tabelle 1
Eigenfrequenzen fiir einen dreischichtigen Balken

Finites Querschub- Eigenfrequenz, f“[Hﬂ

Element koeffizient k 1 3

SIl2 1 543 2107 3689 4987
SIl2 0.006 191 399 603 806
S120 - 190 400 612 830

Experiment [6] 124 357 580 869

Ungeachtet der Tatsache, daB das Finite Element fir den
einfachen Timoshenko-Balken S112 mit einer Querschub-
korrektur gut das Deformationsverhalten von Sandwich-
Balken wiedergibt, ist seine Anwendung bei Berechnun-
gen viskoelastischer Konstruktionen schwierig, da in die-
sem Fall unklar ist, wie der Querschubkorrekturfaktor zu
ermitteln ist.

Zur Berechnung viskoealstischer Balken wird daher das
Superelement SI20 eingesetzt. Zur lllustration werden die
Ergebnisse der Bestimmung des Verlustkoeffizienten fur
einen dreischichtigen, unsymmetrischen Balken mit einer
dampfenden Mittelschicht angefiihrt. Entsprechende Ver-
gleichsergebnisse sind in [7] enthalten. Zum besseren Ver-
gleich der Ergebnisse von [7] und den nach der hier vorge-
stellten Methodik ermittelten Ergebnisse werden folgende
dimensionslosen GrdBen (vgl. Bild 2) eingefihrt:

g = GoPP/(KHy), K = KyKa/(Ky + Ka), Ki = EiH; (14)

Hier ist G, der Schubmodul der ddmpfenden Schicht. Die
Berechnung erfolgte unter Verwendung des Finiten Ele-
ments S120 fir einen gelenkig gelagerten, nichtsymmetri-
schen Dreischichtbalken. Der Verlustkoeffizient fir die in-
nere dampfende Schicht betrug n, = ng, fur die AuBen-
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schichten wurde 1, = 13 = 0 angenommen. Entsprechend
Gl. (10) wurde der Verlustkoeffizient fur den Balken v, fur
die jeweilige n-te Frequenz ermittelt. Die Ergebnisse sind
fir die erste und dritte Eigenfrequenz logarithmisch auf
Bild 4 abgetragen. Die geometrischen Parameter lauten:
Ha/H, = 0,3; Ho/Hy = 1. Es ist zu sehen, daB die N&he-
rungsformel aus [7] zu groBe Werte fir den Verlustkoeffi-
Zienten liefert, jedoch der Ort der Maxima in Abhangigkeit
von der Querschubsteifigkeit richtig wiedergegeben wird.
Die Richtigkeit des betrachteten Dampfungsmodells kann
nur experimentell bestatigt werden. Zur Gegenliberstel-
lung von Modell und Experiment werden von den Autoren
weitere Publikationen vorbereitet.

3. Ein Finites Element und ein Superele-
ment fiir eine Sandwichplatte

Die Finiten Elemente fir die Platte werden in Analogie zum
Balken formuliert. Das Basiselement hat gleichfalls seinen
Ausgangspunkt im Timoshenko-Modell. Das Finite Drei-
eckselement 2. Ordnung (vgl. Bild 5) hat 6 Knoten mit dem
Freiheitsgrad 5 pro Knoten: u;, v;, w; und 2 Verdrehfrei-
heitsgrade ©,/, ©,, die das Querschubdeformationsver-
halten charakterisieren. Ausfiihrlich ist die Steifigkeitsma-
trix fr dieses Finite Element mit der Bezeichnung PLW30
in [5] abgeleitet.

In Analogie zum Dreischichtbalken wird ein Superelement
far die dreischichtige Platte auf der Basis des Elements
PLW30 formuliert. Dieses hat einen Freiheitsgrad von 54
und wird daher mit PLW54 bezeichnet.

Zur Austestung des Elements PLW30 wurden eine Reihe
von Aufgaben zum Vibrationsverhalten von Rechteckplat-
ten, die in der Arbeit [8] analysiert worden sind, betrachtet.
in Tabelle 2 sind die Ergebnisse zu den ersten 3 Eigenfre-
quenzen einer isotropen, allseitig eingespannten, quadra-
tischen Platte mit der Seitenlange a und der Dicke h bei
einem Verhdltnis von h/a = 0,1 dargestelit. Aufgrund der
Symmetrie der Randbedingungen wurde nur eine Viertel-

Bild 5
Finites Element fiir die Timoshenko-Platte

Tabelle 2

Normierte Eigenfrequenzen (A mn = \é(1 + v)pa¥E

fir eine dicke, eingespannte Quadratplatte

Schwingungs- eigene [&] [o] [10] L
form Ergebnisse

i11 1,5840 1,579 1,588 1,588 1,756
>‘12 2,9987 3,004 3,029 3,029 3,581

A22 4,1345 4,149 4,256 4,258 5,280

platte betrachtet, jedoch wurden fiir jede Schwingform die
Randbedingungen an den Symmetrieachsen geandert.
Die Ergebnisse der Tabelle 2 entsprechen einer gleichma-
Bigen Vernetzung bei 128 Dreieckselementen auf der Vier-
telplatte. Der Korrekturfaktor fir den Querschub betrug wie
in [8] k = n?/12 = 0,822. Zum Vergleich sind in Tabelle 2
auch die Ldsungen nach dem Ritzschen Verfahren unter

' Verwendung der Eulerschen Balkenfunktionen [8] und des

Timoshenko-Balkens [9] sowie nach der Finiten-Streifen-
Methode [10] und die L&sung nach der klassischen Plat—
tentheorie [11] angefihrt.

Das Finite Element wurde auch bei der Schwingungsbe-
rechnung von Schichtplatten aus Kompositen eingesetzt.
In [12] sind die Berechnungsergebnisse fiir dreischichtige
und funfschichtige, orthogonal armierte, gelenkig gela-
gerte Platten (Bild 6) dargestellt. Es sei angemerkt, daB in
den Randbedingungen die Verdrehungen um die Normale
entlang der Kontur eingeschrankt waren. Die entsprechen-
den Einzelschichten wurden aus in einer Richtung armier-
ten Kompositen gebildet. Die Gesamtdicke der Schichten
unter einem Winkel von 0° und 90° war fiir den dreischichti-
gen (k = 3) und den finfschichtigen (k = 5) Verbund gleich.
Die Einzelschichten haben folgende Eigenschaften

EL/ET = 10,40; GLT/ET =0,6; GT\’/ET =0,5;
Vit = vir = 0,25; o= 1 (15)

Dabei ist L die Faserrichtung und T die Querrichtung. Die
Werte fiir die 1. Eigenfrequenz sind in Tabelle 3 dargestelit
(a’/h =0,1).

Bei der Berechnung wurde eine Vernetzung mit 32 Finiten
Dreieckselementen fir eine Viertelplatte verwendet. Ent-
sprechend der Reissnerschen Methodik wurden die Kor-
rekturfaktoren fir den Querschub k3 und kz; in x- und y-
Richtung ermittelt. Aus Tabelle 3 ist jedoch zu erkennen,
daB die Anwendung der Reissnerschen Methodik zur Be-
rechnung des Querschubkorrekturfaktors in der Timos-
henko-Platte verminderte Frequenzwerte im Vergleich zur

Z,W
W-0 8,=0

N=4 W=0 0°

8,=0 €

90°

90°
00

Mehrschichtige Quadratplatte aus orthogonal-armiertem Kompo-
sitwe:kstoff
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Tabelle 3
Normierte erste Eigenfrequenz = w(gh?/Er)"? fiir eine ge-
lenkig gelagerte Quadratplatte aus Kompositwerkstoff

Anzahl der Quelle E /E;.
Schichten 10 10
PLW30 0,33206 0,43426
kyg7kyy=5/6 k)37ky3=5/6
0.31886 0,38122
k,4=0,824:k,,=0,296 k,;=0,827;k,;=0,0857
3 [12) 0,33364 0,43062
[13] 0,33087 0,43149
[14] 0,32841 0,43006
cpT [17]  0,41264 0,73196
PLW30 0,33953 0,45938
k) 4=k,4=5/6 K 4=k,,=5/6
0,30919 0,37099
k13=0,868;k,,=0,202 k, ;=0,872;k,,=0,0555
5 [12 0,34103 0,45380
3 0,33998 0,45917
[14 0,34089 0,45374
cpt [12 0,41264 0,73196

Elastizitatstheorie [14], zur verbesserten Plattentheorie mit
verdrehter Normalen [13] und zur Ldsung unter Verwen-
dung eines hybriden FEM-Berechnungsverfahrens unter
Verwendung von unabhéngigen Approximationen fiir die
Spannungen und die Verschiebungen in der Schichten
[12] liefert. Dies hangt damit zusammen, daB entspre-
chend der Reissnerschen Methodik die Schubspannun-
gen durch Integration der Gleichgewichtsbeziehungen der
Elastizitatstheorie unter Verwendung eines hybriden FEM-
Berechnungsverfahrens unter Verwendung von unabh&n-
gigen Approximationen fiir die Spannungen und die Ver-
schiebungen in den Schichten [12] liefert. Dies hangt damit
zusammen, daB entsprechend der Reissnerschen Metho-
dik die Schubspannungen durch Integration der Gleichge-
wichtsbeziehungen der Elastizitatstheorie unter Verwen-
dung von Normalspannungen in den Schichten, die nach
der Plattentheorie ermittelt werden, gewonnen werden.
Fir Schichten gleicher Dicke unterscheidet sich im Falle
von dicken Platten damit die ermittelte Verteilung der
Schubspannungen wesentlich von der genauen Vertei-
lung, die man aus der Lésung nach der Elastizitatstheorie
erhalt. Daher gibt der Kormekturfaktor keine vollistindig
richtige Korrektur. Aus Tabelle 3 ist zu sehen, daB man die
besten Ergebnisse erhélt, wenn man den gleichen Korrek-
turwert wie flr die homogene Platte ansetzt: ki3 = k3 =
5/6. Gleichzeitig kann man jedoch sehen, daB die Reiss-
nersche Methodik fiir den Sandwichbalken bei diinnen
AuBenschichten und weicher Flillschicht einen guten Kor-
rekturwert flir die Querschubsteifigkeit liefert.

In Tabelle 3 ist auch die L&sung nach der klassischen Plat-
tentheorie (CPT) angefiihrt. Diese liefert eindeutig zu
groBBe Werte.

Es sei noch angemerkt, daB fir alle Beispiele (Balken,
Platte) zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix die Deforma-
tionsenergie des Querschubs mit Hilfe der GauB-Integra-
tion verringerter Ordnung, d. h. mit Hilfe der verkiirzten In-
tegration, ermittelt wurde. Wenn dies nicht erfolgt, erhalt
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man fir diinne Balken sowie Platten mittlere Dicke eine
kanstlich vergrdBerte Steifigkeit. In dieser Arbeit wurde nur
konsistente Massenmatrizen verwendet. Vergleichsrech-
nungen 2eigten jedoch, daB auch die Verwendung diago-
naler Massenmatrizen hinreichend genaue Ergebnisse bei
den betrachteten Aufgaben liefert.
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