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Tensorielle Verallgemeinerung einachsiger Stoffgesetze

Josef Betten

1. Einleitung

Im isotropen Fall kann das Stoffverhalten allgemein durch
eine tensorwertige Funktion der Form

Yi = fi(X) = @odj + ¢1Xj + g X7 (1.1)

mit X = X; X, dargestellt werden. Die Darstellung (1.1)
beruht bekanntlich auf dem Hamilton-Cayleyschen Theo-
rem. Die Koeffizienten g,, @1, @2 in (1.1) sind im allgemei-
nen skalare Funkiionen der drei Invarianten des Argu-
menttensors X. Man kann die Invariantenfunktionen g,,
Q1, P2 durch dTé Hauptwerte Xy ooy Xppund Yy, ..., Yy aus-
driicken, indem man das lineare Gleichungssystem

Yi =qo+ @1 X + @2Xi
Yi = @o+ @1 Xy + @2XF (1.2)
Y = @o + @1 Xu + @2XF,

das aus (1.1) hervorgeht, nach der Cramerschen Regel
auflést:

Yo oEl WoXias ) Xiar 1) Ya (1.3a)
i

o = % wa[x(a+l)+ x(a+||)]Ya (1.3b)
"

vp = X WY (1.3c)
a=1

Darin sind zur Abkirzung die von den Funktionswerten Y,
unabhangigen Produkte w, gemaR :

11

W' = B“ 11Xy = Xﬁ) (1.4)
=1
B¥a

definiert.

Wegen (1.4) kdnnen die skalaren Funktionen ¢, @4, g, nur
bei unterschiedlichen Hauptwerten X, &= X, = X;; =+ X, in
der angegebenen Weise (1.3a, b, ¢) bestimmt werden. Im
folgenden wird gezeigt, wie man die skalaren Funktionen
bestimmen kann, wenn zwei Hauptwerte zusammenfallen.
Sind alle drei Hauptwerte gleich, X, = X, = X, = X, soist X
ein Kugeltensor. Dann vereinfacht sich die Tensorfunktion
(1 .1)ZU Yif = Yéij mtY=Y,=Y,=Yy.

Darlber hinaus soll im folgenden an Beispielen gezeigt
werden, daB man die skalaren Funktionen nicht durch die
Hauptwerte ausdriicken mufB3. Hingegen gelingt eine un-

mittelbare Besti'mmung der skalaren Funktionen aus
einem vorgegebenen einachsigen Stoffgesetz. Dann
braucht man in die fur @, 91, 2 gefundenen Formeln nur
die aus einachsigen Grundversuchen gefundenen experi-
mentelien Daten einzusetzen. Die Aufstellung solcher For-
meln soll Kernpunkt dieser Untersuchung sein.

2. Interpolationsmethode fiir Tensor-
funktionen

Eine andere Darstellung ais (1.1) ist durch
w2 -
= LIj Yo R.‘j%) (2.1)

gegeben mit den Tensorpolynomen
“Li;5= wa (X = X(a+l)6ik)(xki - X(u+||)5ki) (2.2)

und einem Restgliedtensor R, der aufgrund des Hamilton-
Cayleyschen Theorems verschwindet, wie in [1] gezeigt
wird. Die Darstellung (2.1) ist eine tensorielle Erweiterung
der Lagrangeschen Interpolationsformel [1], [2].
Bei dieser Betrachtungsweise werden die Hauptwerte
Xa a =1, 11,111, als , Stutzstellen” und die Y, als die vorge-
schriebenen ,Stitzwerte” aufgefaBt.

Eine sehr ahnliche Darstellung benutzt Sobotka in [3], die
auf dem Sylvesterschen Satz der Matrizenrechnung be-
ruht. '

Alternativ zu (2.1) wird in [1] auch die Newtonsche Interpo-
lationsformel tensoriell erweitert:

Yi =200 + a; (X — X, &) + 2.3)
+ a2 (Xik — X 8k )(Xy — Xy ).
Weitere Terme sind aufgrund des Hamilton-Cayleyschen

Theorems nicht méglich. Die Koeffizienten ergeben sich
zu:

8,= Y;8; = ¥ = Y X, - X\, (2.4ab)

ay =Yy = Y/UX, = X))
a, = : (2.4¢)

X” - Xm

1) Plenarvortrag auf der 6. Informationstagung , Theoretische
und experimentelle Baumechanik* vom 12. — 14, September
1989 in Dresden
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Die Funktion (2.3) fUhrt auf dieselbe Standardform (1.1)
wie (2.1), d. h. auf dieselbe isotrope Tensorfunktion (1.1)
mit den skalaren Koeffizienten

Po =80 — a1 X + XXy, (2.5a)

i =ay — ag(X| + X"), @2 = ap. (25b, C)

Grundsatzlich gilt, daB es zu vorgegebenen Stiitzstellen
und entsprechenden Stitzwerten nur ein Interpolations-
polynom niedrigsten Grades gibt. Die zahlreichen in der
numerischen Mathematik bekannten Interpolationsfor-
meln sind lediglich verschiedene Algorithmen oder Dar-
stellungen ein und derselben polynomialen Interpolations-
funktion (Minimalpolynom).

Die Interpolation tensorwertiger Funktionen kann auch bei
gleichen Hauptwerten (,konfluente Stiitzstellen”) durch-
gefihrt werden. Dazu bendtigt man bei zwei gleichen
Hauptwerten die erste Ableitung an der konfluenten Stiitz-
stelle. Die erste Ableitung der isotropen Tensorfunktion
(1.1) wird in [1] gem&B

fij =0Yip/0Xp = @1 & + 292X (2.6)

definiert, und fiir den Fall X, # X, = X, ermittelt manin [1]
die Koeffizienten

do = Y|, a; = (Y| == Y||)/(X| = X“), (2.73, b)

az=(a; — fi)/(X; — Xy), (2.7¢)

die zur Bestimmung der skalaren Funktionen (2.5a, b, c)
bendtigt werden.

3. Tensorielle Verallgemeinerung des
Norton-Baileyschen Kriechgesetzes

Das Norton-Baileysche Kriechgesetz

/€, = (0/0,)" bzw. £ = Ko", (38.1a, b)

das zur Beschreibung des sekundéaren Kriechbereichs bei
einachsiger Belastung (o) haufig benutzt wird, soll tenso-
riell erweitert werden. d. h., es wird eine isotrope Tensor-
funktion

& =1fj(0) = 0" 8 + @105 + @2* o (3.2)

gesucht, die das Werkstoffverhalten bei allgemeiner meh-
raxialer Belastung beschreibt. Dabei sollen die skalaren
Funktionen @,*, 1%, @,* als Funktionen der experimentel-
len Daten (K, n) ausgedriickt werden.

Alternativ kann die Stoffgleichung auch im Spannungsde-
viator ojj = 0j — 0kd;/3 angesetzt werden:

& =Tfi(0') = @odij + @ 0} + §20}@. (3.3)
Flr deninkompressiblen Sonderfall (¢, = 0) folgtdaraus:
390 + 92047 = 0> @o = — 22J3/3 (3.4)
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mit J; = 0jj 0}i/2, so daB sich (3.3) zu

&)= 910 + @2(0if?y’ (3.5)
vereinfacht. Darin sind die spurlosen Tensoren gemaf
0};=03J3/30; und (o}f?)’ = 3J3/30; (3.6a, b)

mit J3 = o}o}xow/3 definiert.

Der einachsige Vergleichszustand (Index V) ist durch die
Tensorvariablen

(Oij)v = diag {0,0,0} , (3.7a)
; i 2 1 1

(oij)v = dlag{ 50, - 50, — EO} , (3.7b)

€y = diag{ &, —vé, _ué} (3.7¢)

gekennzeichnet. Letztere gilt bei Isotropie mit der Quer-
zahlv.

Im folgenden werden die Diagonalelemente (Hauptwerte)
des Vergleichszustandes (3.7a, b, c) als , Stitzwerte” auf-
gefaBt und der in Ziffer 2 beschriebenen Interpolation zu-
grunde gelegt. Somit geht das einachsige Stoffgesetz, wie
beispielsweise (3.1a, b), unmittelbar in die Bestimmung
der gesuchten skalaren Funktionen g,, @1, ¢, der isotro-
pen Tensorfunktion (3.3) ein.

Es hat sich herausgestellt, daB die Darstellung (3.3) ge-
geniber (3.2) im Hinblick auf die Bestimmung der gesuch-
ten skalaren Koeffizienten Vorteile bietet, da im einachsi-
gen Vergleichszustand der Deviator (3.7b) zwei zusam-
menfallende Hauptwerte (,konfluente Stiitzstellen”) be-
sitzt, die von Null verschieden sind. Der Spannungstensor
selbst (3.7a) besitzt hingegen zwei zusammenfaliende
Hauptwerte, die verschwinden. Dies flhrt auf frormale
Schwierigkeiten bei der Ermittlung der Ableitung (2.6), die
in (2.7c) benétigt wird.

Der Deviatordarstellung (3.3) muB anstelle von (3.1a, b)
das einachsige Stoffgesetz

¢ = K(3/2)"(0")" (3.8)
mit der deviatorischen GréBe o’ = 20/3 zugrunde gelegt
werden.

Nach (2.7a) bestimmt man unter Beriicksichtigung von

(8.7b), d. h. Xy = Xy = — 0/3, und (3.8) den Koeffizienten
a, zu:

a, =Y, =K(3/2)"(¢')" = Ko" (3.9a)
Wegen Y, = — ve = — vKo" und unter Beriicksichtigung

von (3.7b) und (3.9a) ermittelt man den Koeffizienten a,
gemas (2.7b) zu:

ay=(1+v)Ke" ", (3.9b)



Die in (2.7c) auftretende Ableitung f;, an der konfluenten
Stutzstelle 11/1ll wird folgendermaBen ausgedriickt. Aus
(3.8) folgt:

f =dé/do’ = nK(3/2)"(0")" " = nélo’ (3.10a)
bzw.

fii = néy/oj. (3.10b)
Wegen (3.7b, c) gilt:

o'y = —0/3 und !.Eu = - Vé| = - Vé| = - ‘VKOn,

so daf3 (3.10b) durch

fi = 3vnKo"™! (3.10c)

ausgedriickt werden kann. Damit erhalt man wegen (3.7b)
und (3.9b) nach (2.7¢c) den Koeffizienten a, zu:

a,= (1 +v—3vn)Ko" 2. (3.9¢0)
Mit (3.9a, b, ¢) ermittelt man nach (2.5a, b, c) schlieBlich die

skalaren Funktionen g,, @4, ¢, der isotropen Tensorfunk-
tion (3.3) zu:

Qo = -;—(1 — 8v + 6vn) Ko" (3.11a)
1 3 —

q)1=5(1+v+§Vn)K0 (311b)

@2 = (1 +v—3vn)Ko" 2, (8.11c)

Zur Uberpriifung der Ergebnisse (3.11a, b, ¢) sollen im fol-
genden einige ,notwendige” Kontrollen durchgefiihrt wer-
den.

Fir den einachsigen Vergleichszustand (i = j = 1) geht
die Stoffgleichung (3.3) wegen (3.7b) in die Beziehung

€= @o+2¢,0/3 + 4¢,0%/9 (3.12)

Uber, die mit (3.11a, b, c) unmittelbar auf das Norton-Bai-
leysche Kriechgesetz (3.1b) flhrt.

Die isotrope Querkontraktionszah/
vi=— (égg/é”)v = - (ésg/én)v (313)
kann mit (3.3) durch

1 1 2 4
v=—(po— 3P0t 5@202)/(% +5 Pk 5@202)
(3.14)

ausgedrickt werden. Setzt man darin die Ergebnisse
(3.11a, b, c) ein, so erhilt man die Identitat v = v.

Der inkompressible Fall (3.4) fahrt mit (3.7b)und (3.11a, ¢)
auf

(1 —8v+ 6vn)Ko" = —2(1 + v —3vn)Ka",
J

woraus unmittelbar v = 1/2 folgt.

Die Volumendehnung erhalt man aus (3.3) durch Spurbil-
dung:

Ew = 3o + 92042 = 39, + 2¢2)5. (3.15a)

Im einachsigen Fall (3.7b) geht sie mit (3.11a, ¢) Uber in:

fa=(1—2v)Ko"= (1 — 2v)¢. (3.15b)

Das Ergebnis stih’nmt mit der Spur von (3.7c) Uberein.

Die Dissipationsieistung
D = Oijéji (316)

kann unter Beriicksichtigung der Stoffgleichung (3.3) in der
Form

D =Jyqo+ 2J3 @1 + (33 + 2J1J3/3) @2 (3.17)

ausgedriickt werden und gehtim einachsigen Fall (3.73a, b)
mit J; = 0, J; = 0%/3, J} = 20%/27 unter Beriicksichti-
gung der Ergebnisse (3.11a, b, ¢) in

D=Ko"' =0t (3.18)

tber. Mithin ist die Ldsung (3.11a, b, ¢) mit der Hypothese
von der Gleichheit der Dissipationsleistung im allgemeinen
Zustand und im Vergleichszustand,

D= OiiépEOé, (319)

vertrdglich. Aus (3.19) kann man auch eine Beziehung fir
die Vergleichsspannung o herleiten, wie weiter unten ge-
zeigt wird.

Im inkompressiblen Fall (3.4) vereinfacht sich (3.17) zu
D =2J3q, + 3J3¢> (3.20)

und enthalt nur Deviatorinvarianten. Fur den einachsigen
Fall (3.7b) folgt aus (3.20) mit (3.11b, ¢) und wegenv = 1/2
wieder (3.18).

Die lineare Theorie bei Inkompressibilitdt “ist durch
Po = @2 = 0 gekennzeichnet. Mit ¢, = 0 ist nach (2.5c) .
auch a, = 0, so daB sich (2.5b) zu @, = a, vereinfacht. Mit-
hin geht (3.3) in die lineare Form
£j= a,0j (3.21a)
Uber. Setzt man darin (3.9b) mit v = 1/2 ein, so folgt unmit-
telbar die Stoffgleichung
3

éij = —Ko""o{i, (321b)

die auch in [4] angegeben wird.

Setzt man in (3.3) den Deviator oj; = o; - ] J; 8;; mit sei-
nem Quadrat 8

ol = off) — gJ,o“ 5 %J?éi; (3.22)



ein, so erhélt man die Darstellung (3.2) mit den skalaren
Funktionen

B 1 1
Po=Qo— =J191 + =Jip,

23

3 9 (3.23a)
. 2

P =@ — 5J1CP2 (3.23b)

3 = Q. (3.23¢c)

Nach der Darstellungstheorie tensorwertiger Funktionen
sind die 1, @1, ¢, skalare Funktionen der Invarianten. Die-
ser EinfluB ist in (3.11a, b, c) durch die Vergleichsspan-
nung o gegeben. Um das zu zeigen, kann man von der Hy-
pothese (3.19) ausgehen und erhilt mit (3.1b), (3.3),
(38.11a, b, c) die kubische Gleichung

o®+Ac?+Bo+C=0. (3.24)

Darin sind zur Abklrzung gesetzt:

AE%U —8v + 6vn) J;, (3.25a)
B=- 2(1 +ar+ gvn) Jz, (3.25b)
C=—(1+v-3vn)(3J3+ §J,J2'). (3.25¢)

Mithin werden die @, @1, ¢2in (3.11a, b, c) von der Integri-
tatsbasis beeinfluBt und enthalten dariiber hinaus die
Werkstoffparameter K und n:

CPO = qu (Jh Jé, Jév K» n)v vy q)2 = (PZ(J11 Jél Jél Kv n)-

4. Tensorielle Verallgemeinerung der
Ramberg-Osgood-Beziehung

Nichtlinear elastisches Verhalten kann durch die Bezie-
hung

¢ = 0/E + k(o/E)" (4.1)

beschrieben werden, die auf Ramberg und Osgood zu-
ruckgeht [5]. .

Fur das Beispiel (4.1) ermittelt man analog (3.9a, b) mit

Y, = — ve die Koeffizienten a, und a, zu
a, = o/E + k(o/E)", (4.2a)
a;=(1+v)[1+k(c/E)""'J/E. (4.2b)

Wegen o = 30'/2 kann das Stoffgesetz (4.1) auch in der
Form

?. 9 + ( g
2E 2

£ =

k(2 ) 43
) (E ) (4.3)
dargestellt werden, so daB damit die Ableitung

’

| 3 o 3 n o' n
—[= =—+n(=) k(=) (4.4a)
do’ o 2 E 2 E

folgt. Darin kann man den zweiten Term in der eckigen
Klammer wegen (4.3) gemaB

’

ek (E a2 2 (4.3%)
2 E 2 E

ersetzen, so daB man erhalt:

f"=3(—n)/2E + ne/o’. (4.4b)

An der ,konfluenten Stiitzstelle” II folgt daraus wegen
o= —o/3 und g, = — ve die gesuchte Ableitung unter Be-
ricksichtigung von (4.1) zu:

| + ¥ [1+ k(g)nq]. (4.5)
E E E

e
1]
N W

Damit kann der Koeffizient (2.7c) analog (3.9¢c) bestimmt
werden:

Eo

1 { k(o n—1 3(1 n)
= -3V + = — A ] — .
a, (1+v—3vn)|1 E) | 5 }

(4.2¢)

Mit den Koeffizienten (4.2a, b, c) ermittelt man schlieBlich
die gesuchten skalaren Funktionen (2.5a, b, ¢) der isotro-
pen Tensorfunktion (3.3) zu:

Laom 2 Lica s e Zek ()
0= —(1=n)—+—(1-8v+6rn)| — el
Yo 3 E o E E
(4.6a)
1 ==n 2(1+v)/3+rn g n—1
¢ = + [1+k(=) | (4.6b)
2E E E
¢, = a, gemaB (4.2c), (4.6¢)

Zur Ermittlung der skalaren Funktionen @3, ¢}, @3 der Dar-
stellung (3.2) kdnnen wieder die Beziehungen (3.23a, b, c)
mit (4.6a, b, c) benutzt werden.

Weitere Beispiele lassen sich nach obigen Mustern routi-
nemaBig behandeln. Von groBem Interesse fiir die Inge-
nieurpraxis sind auch Stoffgleichungen, die den elastisch-
plastischen Ubergang bei mehraxialer Beanspruchung be-
schreiben. Man erhalt diese Stoffgleichungen wiederum
nach der tensoriellen Interpolationsmethode aus empiri-
schen einachsigen Stoffgesetzen, wie in [6] gezeigt.”
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