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1. Einleitung

lm isotropen Fall kann das Stoffverhalten allgemein durch

eine tensorwertige Funktion der Form

Yij = fijQS) = (1305i; + qJ1Xij + szxfi) (1.1)

mit XI?) E Xikaj dargestellt werden. Die Darstellung (1.1)

beruht bekanntlich auf dem Hamilton'Cayleyschen Theo-

rem. Die Koeffizienten (po, cp„ q); in (1.1) sind im allgemei-

nen skalare Funktionen der drei Invarianten des Argu-

menttensors X. Man kann die lnvariantenfunktionen (p0,

q)1, (p2 durch Hauptwerte X], . . . , XI” und Y], . . . , Ym aUS'

drücken, indem man das lineare Gleichungssystem

Yl = We + (P1X: + (szi

YII = (Po + cPixii + (szii (1.2)

Ylll = cPo + (Pixm + (szzl’u.

das aus (1.1) hervorgeht, nach der Cramerschen Regel

auflöst:

wo : 0E1 wax(a+')x(a
+ll) Ya

(1.3a)

III

“pi = of" wa[x(oz+l) + Xra+mIYa
(1.3b)

III

Q2 = Sn-I waYa.

a=|

Darin sind zur Abkürzung die von den Funktionswerten Y(x

unabhängigen Produkte mu gemäß

III

wa1= BI] i/(Xa— Xß) (1.4)

=I

(Ha

definiert.

Wegen (1.4) können die skalaren Funktionen cpo, cp1, cpz nur

bei unterschiedlichen Hauptwerten X. =t= X„ ä: X.„ ¢ X, in

der angegebenen Weise (1 .3a, b, c) bestimmt werden. Im

folgenden wird gezeigt. wie man die skalaren Funktionen

bestimmen kann, wenn zwei Hauptwerte zusammenfallen.

Sind alle drei Hauptwerte gleich, X, = X„ = X„‚ E X, so ist X

ein Kugeltensor. Dann vereinfacht sich die Tensorfunktion

(1.1)ZU Y}; : Yöü Y E Y| = Y” = Y|||.

Darüber hinaus soll im folgenden an Beispielen gezeigt

werden, daß man die skalaren Funktionen nicht durch die

Hauptwerte ausdrücken muß. Hingegen gelingt eine un-

mittelbare Bestimmung der skalaren Funktionen aus

einem vorgegebenen einachsigen Stoffgesetz. Dann

braucht man in die für cpo, cp‘, (p2 gefundenen Formeln nur

die aus einachsigen Grundversuchen gefundenen experi-

mentellen Daten einzusetzen. Die Aufstellung solcher For-

meln soll Kernpunkt dieser Untersuchung sein.

2. lnterpolationsmethode für Tensor-

funktionen

Eine andere Darstellung als (1.1) ist durch

_ i 0’

— L‚j Ya + RM) (2.1)
01 III

gegeben mit den Tensorpolynomen

“Lui: wu(Xik — X(a+i)Öik)(in — X(u+n)5kj) (2-2)

und einem Restgliedtensor der aufgrund des Hamilton-

Cayleyschen Theorems verschwindet, wie in [1] gezeigt

wird. Die Darstellung (2.1) ist eine tensorielle Erweiterung

der Lagrangeschen Interpolationsforme/ [1], [2].

Bei dieser Betrachtungsweise werden die Hauptwerte

X... a = l, lI, Ill, als „Stützstellen“ und die Ya als die vorge-

schriebenen „Stützwerte“ aufgefaßt.

Eine sehr ähnliche Darstellung benutzt Sobotka in [3], die

auf dem Sylvesterschen Satz der Matrizenrechnung be-

ruht. '

Alternativ zu (2.1) wird in [1] auch die Newtonsche Interpo-

lationsformel tensoriell ewveitert:

Yi} = ao Öij + 31 (xi; — XI Öij) + (2 3)"

+ a2 (Xik — XI Öik )(in — XII 5ij-

Weitere Terme sind aufgrund des Hamilton-Cayleyschen

Theorems nicht möglich. Die Koeffizienten ergeben sich

zu:
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1) Plenarvortrag auf der 6. lntormationstagung „Theoretische

und experimentelle Baumechanik“ vom 12. — 14. September

1989 in Dresden
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Die Funktion (2.3) führt auf dieselbe Standardform (1.1)

wie (2.1), d. h. auf dieselbe isotrope Tensorfunktion (1.1)

mit den skalaren Koeffizienten

(Po E ao " 31X: + alexu, (2.53)

(p. E a. — a2(X. + X"). q>2 E a2. (2.5b, c)

Grundsätzlich gilt, daß es zu vorgegebenen StützsteI/en

und entsprechenden Stützwerten nur ein Interpolations-

polynom niedrigsten Grades gibt. Die zahlreichen in der

numerischen Mathematik bekannten Interpolationsfor-

meln sind lediglich verschiedene Algorithmen oder Dar-

stellungen ein und derselben polynomialen lnterpolations-

funktion (Minimalpo/ynom).

Die lnterpolation tensorwertiger Funktionen kann auch bei

gleichen Hauptwerten („konfluente Stützstellen”) durch-

geführt werden. Dazu benötigt man bei zwei gleichen

Hauptwerten die erste Ableitung an der konfluenten Stütz—

stelle. Die erste Ableitung der isotropen Tensorfunktion

(1.1)wird in [1]gemäß

f5. EaYip/axpi = (Pi Öi. + 2(P2Xi. (2.6)

definiert, und für den Fall X. =i= X.. : X... ermittelt man in [1]

die Koeffizienten

30 = Y], 31 = (Y| _ Y")/(X| " X"), (2.78,

82 = (a1 — fiI)/(XI — XII). {2-70)

die zur Bestimmung der skalaren Funktionen (2.5a, b, c)

benötigt werden.

3. Tensorielle Verallgemeinerung des

Norton-Baileyschen Kriechgesetzes

Das Norton-Baileysche Kriechgesetz

é/iao = (0/00)" bzw. é = K0“, (3.1a, b)

das zur Beschreibung des sekundären Kriechbereichs bei

einachsiger Belastung (o) häufig benutzt wird, soll tenso-

riell erweitert werden. d. h.‚ es wird eine isotrope Tensor-

funktion

éi. = fi. (3) = (Po'Öij + (Pi'Oi. + W505) (3-2)

gesucht, die das Werkstoffverhalten bei allgemeiner meh-

raxialer Belastung beschreibt. Dabei sollen die skalaren

Funktionen cpo’, cp.*, (p2" als Funktionen der experimentel-

len Daten (K, n) ausgedrückt werden.

Alternativ kann die Stoffgleichung auch im Spannungsde-

viator 0}. = 0.. — okkö../3 angesetzt werden:

äi. = f..(g') = ‘PoÖij + cP10i'. + cchfim- (3-3)

Fürden inkompressiblen Sonderfall (äkk = 0) folgt daraus:

3% + cpzogtzt = o :> q), = — 2qang/3 (3.4)
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mit Jg —=— 0;. (ah/2. so daß sich (3.3) zu

Ei = $101+ ¢2(oi}2’)’ (3.5)

vereinfacht. Darin sind die spurlosen Tensoren gemäß

oz. 23.15/80. und («fly a 8J5/80.. (3.6a, b)

mit J5 a 0;]Oikq.’(./3 definiert.

Der einachsige Vergleichszustand (lndex V) ist durch die

Tensorvariablen

(0U)V = diag {0,0,0} , (3.7a)

, _ 2 1 1

(on)V — diag{ 50, — 50, — go}, (3.7b)

(e'ii)V = diag{ é, —vé, —V€'} (3.70)

gekennzeichnet. Letztere gilt bei lsotropie mit der Quer-

zahl v.

lm folgenden werden die Diagonalelemente (Hauptwerte)

des Vergleichszustandes (3.7a, b, c) als „Stützwerte“ auf-

gefaßt und der in Ziffer 2 beschriebenen lnterpolation zu-

grunde gelegt. Somit geht das einachsige Stoffgesetz, wie

beispielsweise (3.1a, b), unmittelbar in die Bestimmung

der gesuchten skalaren Funktionen cpo, cp., (pg der isotro-

pen Tensorfunktion (3.3) ein.

Es hat sich herausgestellt, daß die Darstellung (3.3) ge-

genüber (3.2) im Hinblick auf die Bestimmung dergesuch-

ten skalaren Koeffizienten Vorteile bietet, da im einachsi-

gen Vergleichszustand der Deviator (3.7b) zwei zusam-

menfallende Hauptwerte („konfluente Stützstellen”) be-

sitzt, die von Null verschieden sind. Der Spannungstensor

selbst (3.7a) besitzt hingegen zwei zusammenfallende

Hauptwerte, die verschwinden. Dies führt auf frormale

Schwierigkeiten bei der Ermittlung der Ableitung (2.6), die

in (2.7c) benötigt wird.

Der Deviatordarstellung (3.3) muß anstelle von (3.1a, b)

das einachsige Stoffgesetz

é: K(3/2)"(o’)" (3.8)

mit der deviatorischen Größe o' = 20/3 zugrunde gelegt

werden.

Nach (2.7a) bestimmt man unter Berücksichtigung von

(3.7b), d. h. X.. = X... E — 0/3, und (3.8) den Koeffizienten

aO zu:

ao = Y. E K(3/2)“(o')“ = K0" (3.9a)

Wegen Y.. = — vé = — vKo" und unter Berücksichtigung

von (3.7b) und (3.9a) ermittelt man den Koeffizienten a.

gemäß (2.7b) zu:

a. = (1 + v)Ko"". (3.9b)



Die in (2.7c) auftretende Ableitung f3. an der konfluenten

Stützstelle Il/lll wird folgendermaßen ausgedrückt. Aus

(3.8) folgt:

f’ s dé/do’ = nK(3/2)"(o’)"" = né/o’ (3.10a)

bzw.

fin = hält/oh. (3.10b)

Wegen (3.7b, c) gilt:

0’" = - 0/3 Ufld ii" = - Nit-5| E — Vél = — ‘VKOn,

so daß (3.10b) durch

fi) = 3vnKo'"1 (3.1OC)

ausgedrückt werden kann. Damit erhält man wegen (3.7b)

und (3.9b) nach (2.7c) den Koeffizienten a2 zu:

az = (1 + v - 3vn)Ko""2. (3.9c)

Mit (3.9a, b, c) ermittelt man nach (2.5a, b, c) schließlich die

skalaren Funktionen (po, (p1, (p; der isotropen Tenson‘unk-

tion (3.3) zu:

cpo=%(1—8v+6vn)Ko" (3.11a)

cp1=%(1+v+gvn)Ko"—1 (3.11b)

cpz = (1 + v — 3vn) Kan—2. (3.110)

Zur Überprüfung der Ergebnisse (3.11a, b. c) sollen im fol-

genden einige „notwendige" Kontrollen durchgeführt wer-

den.

Für den einachsigen Vergleichszustand (i = j = 1) geht

die Stoffgleichung (3.3) wegen (3.7b) in die Beziehung

é: cp°+ 2qa‘o/3+4q)202/9 (3.12)

über, die mit (3.11a, b, c) unmittelbar auf das Norton-Bai-

Ieysche Kriechgesetz (3.1 b) führt.

Die isotrope Ouerkontraktionszahl

V3: — (€22/€11)v = —(i533/f'311)v (3-13)

kann mit (3.3) durch

1 1 2 4
v = - (cpo - 5 £910 + §CP202)/(CP0 + 5 (P10 + 6013202)

(3.14)

ausgedrückt werden. Setzt man darin die Ergebnisse

(3.113, b, c) ein, so erhält man die ldentität v = v.

Der inkompressib/e Fall (3.4) führt mit (3.7b) und (3.1 1 a, c)

auf

(1 — 8v + 6vn)Ko” = — 2(1+ v — 3vn)Ko"‚

woraus unmittelbar v = 1/2 folgt.

Die Volumendehnung erhält man aus (3.3) durch Spurbil-

dung:

äkk = 3% + (132010)”: 3% + 2q32Jé. (3.158)

lm einachsigen Fall (3.7b) geht sie mit (3.1 1a, c) über in:

ékk = (1 — 2v)Ko" E (1 — 2v)é. (3.15b)

Das Ergebnis stimmt mit der Spur von (3.7c) überein.

Die Dissipationsleistung

D == Chit-iii

kann unter Berücksichtigung derStoffgleichung (3.3) in der

Form

D:J‚cpo+ 2m, + (3J5+2J.J5/3)q;2 (3.17)

ausgedrückt werden und geht im einachsigen Fall (3.7a, b)

mit J, E o, Jg E 02/3, J5 E 203/27 unter Berücksichti-

gung der Ergebnisse (3.11a, b, c) in

D=Kon+150é (3.18)

über. Mithin ist die Lösung (3.11a, b, c) mit der Hypothese

von der Gleichheit der Dissipationsleistung im allgemeinen

Zustand und im Vergleichszustand,

DzoiiE'gECE,

verträglich. Aus (3.19) kann man auch eine Beziehung für

die Vergleichsspannung o herleiten, wie weiter unten ge-

zeigt wird.

im inkompressib/en Fall (3.4) vereinfacht sich (3.17) zu

D = 2ng9, + 3.15cp2 (3.20)

und enthält nur Deviatorinvarianten. Für den einachsigen

Fall (3.7b) folgt aus (3.20) mit (3.1 1 b, c) und wegen v = 1/2

wieder (3.18).

Die lineare Theorie bei Inkompressib/lität ist durch

(po = (p2 = 0 gekennzeichnet. Mit q>2 = 0 ist nach (2.50).

auch a2 = O, so daß sich (2.5b) zu (p1 = a, vereinfacht. Mit-

hin geht (3.3) in die lineare Form

€1,- = aioli (3.21a)

über. Setzt man darin (3.9b) mit v = 1/2 ein, so folgt unmit-

telbar die Stoffgleichung

3

'Eij = —K0n_10;i.

die auch in [4] angegeben wird.

Setzt man in (3.3) den Deviator 0:1 = 0,1 — l„höü mit sei-

nem Quadrat 3

0:52) = o)? — Emmi + äJäöü (3.22)



ein, so erhält man die Darstellung (3.2) mit den skalaren

Funktionen

‚ 1 1

(Po: (Po— ‘JICPI + “Jifpz .233 9 (3 a)

‚ 2

(In =cp1- 5J1q>2 (3.23b)

(PE E cp2- (323c)

Nach der Darstellungstheorie tensorwertiger Funktionen

sind die q>„ q)“ (p2 skalare Funktionen der lnvarianten. Die—

ser Einfluß ist in (3.11a, b, c) durch die Vergieichsspan-

nung o gegeben. Um das zu zeigen, kann man von der Hy-

pothese (3.19) ausgehen und erhält mit (3.1b), (3.3),

(3.11a, b, c) die kubische Gleichung

03+A02+ Bo+C=0. (3.24)

Darin sind zur Abkürzung gesetzt:

AE%(1—8v+ 6vn)J„ (3.25a)

B E — 5 (1 + v + -3—vn) Jg, (3.25b)
3 2

c E — (1 + v — 3vn)(3J5+§J1J2’). (3.250)

Mithin werden die cpo, (p1, (p2 in (3.1 1a, b, c) von der integri-

tätsbasis beeinflußt und enthalten darüber hinaus die

Werkstoffparameter K und n:

(PO = ‘Po (J1! Jél Kr n)! “'1 9P? : WZUI: Jél Kr n)-

4. Tensorielle Verallgemeinerung der

Ramberg-Osgood-Beziehung

Nichtlinear elastisches Verhalten kann durch die Bezie-

hung

e = o/E + k(o/E)n (4.1)

beschrieben werden, die auf Ramberg und Osgood zu-

rückgeht [5]. "

Für das Beispiel (4.1) ermittelt man analog (3.9a, b) mit

Y„ = — vs die Koeffizienten aO und a1 zu

ao = o/E + k(o/E)", (4.2a)

a1 = (1 + v) [1 + k(o/E)""]/E. (4.2b)

Wegen o = 3072 kann das Stoffgesetz (4.1) auch in der

Form

e=——'+<g>"k<g>" (4.3)

dargestellt werden, so daß damit die Ableitung

a’ n

i —) J (4.4a)

M
i
c
.
)

I 0' 3n

i —+n(—ik(

da’ 0’ E 2

folgt. Darin kann man den zweiten Term in der eckigen

Klammer wegen (4.3) gemäß

l

(_)nk(g)"=€_g (i (43*)

2 E

ersetzen, so daß man erhält:

f' = 3(l — n)/2E + ne/o'. (4.4b)

An der „konfluenten Stützste/Ie" Il folgt daraus wegen

oi. z — 0/3 und e" = —ve die gesuchte Ableitung unterBe-

rücksichtigung von (4.1) zu:

f' = g I—n + [1+ k(g)n_1]- (4.5)

E Ell 2 E

 

Damit kann der Koeffizient (2.7c) analog (3.9c) bestimmt

werden:

1 { k ( o "~1 3 H n)
: _....._ y) + -— — — — .

a2 E0 (1+u—31nil1 E) l 2 }

(42C)

Mit den Koeffizienten (4.2a, b, c) ermittelt man schließlich

die gesuchten skalaren Funktionen (2.5a, b, c) der isotro-

pen Tensorfunktion (3.3) zu:

1(1 i0+1ii 8V+61)|a+k(0)nin :w “n __ _ _. In .. _

V0 3 E 9 E E

 

(4.63)

i—n 2(1+l’)/3+lln g n4
„51 2 _h + ___ [l+k(—) | (4.6b)

2E E E

tp2 = a2 gemäß (4.20). (4.6C)

Zur Ermittlung der skalaren Funktionen (pg, (3):, q); der Dar-

stellung (3.2) können wieder die Beziehungen (3.23a. b, c)

mit (4.6a, b, c) benutzt werden.

Weitere Beispiele lassen sich nach obigen Mustern routi-

nemäßig behandeln. Von großem Interesse für die Inge-

nieurpraxis sind auch Stoffgleichungen, die den elastisch-

plastischen Übergang bei mehraxialer Beanspruchung be-

schreiben. Man erhält diese Stoffgleichungen wiederum

nach der tensoriellen lnterpolationsmethode aus empiri-

sehen einachsigen Stoffgesetzen, wie in [6] gezeigt.‘
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