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1. Theoretische Grundlagen des

Berechnungsverfahrens

Die räumliche Strömung im beschaufelten Raum der Tur-

bomaschine wird zur Drehachse des Laufrades in koaxiale

Rotationsflächen aufgeteilt, und die zweidimensionalen

Strömungen werden auf den mittleren Stromflächen (F)

der so entstandenen Teilkanäle untersucht [1].

Für die zweidimensionale Strömung auf den mittleren

Stromflächen (F) eines beliebigen Teilkanals des Laufra-

des lassen sich die Kontinuitätsgleichung
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sowie die die Drehungsfreiheit der Absolutströmung aus-

drückende Differentialgleichung

Ftp 1 dr

cF‘p r do 0 (2)

aufschreiben, wobei c die Bogenlängen-Koordinate in Me-

ridianrichtung, q: die Winkelkoordinate in tangentialer Rich-

tung, r die Koordinate in radialer Richtung. b die Breite des

Teilkanals, cw, c‚=„p die Komponenten der Absolutge-

schwindigkeit sind. Die im Laufrad entstehende Absolut-

strömung ist als Lösung der beiden Gleichungen zu be-

stimmen. Zur Bestimmung der gesuchten Funktionen

c;„(o‚ qa) und c;.„(o,q>) reichen die Randbedingungenbei

o = O (Laufradeintritt)

cFo = Cm; chp = 0qu

und bei c = 0L (Laufradaustritt)

co = CF20; thp = cF2¢p

sowie die Gleichungen (1) und (2) aus.

Einer Strömung auf der mittleren Stromfläche (F) ent-

spricht durch konforme Abbildung eine Strömung in der

Bildebene C = E + in. Durch die Abbildungsfunktion las-

sen sieh die Grundgleichungen umformen. Da die in der

Bildebene entstehende Absolutströmung ebenfalls wirbel-

frei ist, führt die Aufgabe zur Poissonschen Differentialglei—

chung für das Geschwindigkeitspotential (I). Nach deren

potentialtheoretischer Lösung erhält man die Absolutge-

schwindigkeit in einem beliebigen Punkt i; in konjugiert

komplexer Form [1]: (Bild 1)
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In den Punkten f 7E (S gilt

1 17

=__ (+' cth—(—')dS' (6)cDm 2“; q .7) T: t

Im Punkt f = (S weist die Geschwindigkeit EDK) einen

Sprung auf:

7—iq 4x

    

cows) = i 2 e + EEKS) + EGGS) (7)

- (f ) 1 f q + i7 d3

cE S _ _ f _ I =

2" „i1 (S) E E y

d5 (8)

1

= df . (c:qu ICE’I'I)

1+i ——-

- 1 I 1r ' I

CGÜS) = E (s)f (11+ '7) [0th ? (gs _ Es) *

(9)

_ _I_ 1 -„5 .
ME— E') df
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Von den doppelten Vorzeichen bezieht sich das obere auf

die Saugseite, das untere auf die Druckseite. Die Singulari-

t'a'tenverteilungen q und y in den Gleichungen sind die

Quellen-ISenken- bzw. Wirbelverteilungen aufder Skelett-

linie S, die hydrodynamisch für das Schaufelprofil stehen.



Mit dem Zusammenhang (3) wird der Mittelwert der Abso-

Iutgeschwindigkeit für den beschaufelten Raum bestimmt:

f(E)+T_

f Cifldn = c — ic
HE) oE o

5(E)=
O

n . (10)
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Die so erhaltene reelle Komponente Cog des Feldes derge- I

mittelten Geschwindigkeit kann durch die Substitution

c; = Cog zur angenäherten Bestimmung der Verteilung der

durch den Ausdruck (4) gegebenen Geschwindigkeits-

komponente benutzt werden, die sich dann in der Form

- _ (1) = _ _

cam _ CBS 005 c°°€

(11)

1 5 52 ‚ ‚
__.[ f q*d£’— f q d2]

2T 51 g

ergibt.

q“ in der Gleichung (11) steht für den Wert der auf die

Achse E transponierten Quellen-Senken-Verteilung, die

_‘3__

df

V1 —2+(dE)

Durch Verwendung der Geschwindigkeitskomponenten

lassen sich die kinematischen Bedingungen für das

Schaufelprofil formulieren. Der Zusammenhang

nach dem Zusammenhang q‘ =

berechnet werden kann.

fl = °°°n + CG?) + °E7n ’ “n (12)

d5 (1)
CODE + CGE + CBE

 

drückt aus, daß die Skelettlinie die Stromlinie der Relativ-

strömung darstellt, während die Gleichung

U
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f q*bds' <13)
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die Masseerhaltung im Inneren des Profils formuliert.

u" in Gleichung (12) bezeichnet die Umfangsgeschwindig-

keit in der Bildebene, b die Breite des Teilkanals und W3

das Mittel der durch die Beziehung

1 (1)

“m “as + °Gz + °ss + “as *
1+(——)

d5

(14)

Ws=

) df

+(cmn+cGn—un d—E]

zu erhaltenden Relativgeschwindigkeit auf der Skelettlinie.

In der Rechnung wird die Skelettlinie näherungsweise

durch die Mittellinie des Schaufelprofils ersetzt.

Die Gleichungen (12) und (13) sind die Grundgleichungen

für das behandelte Verfahren, die wegen der folgenden

Berechnungen in der nach Division durch die Geschwin-

digkeitskomponente cm (Meridianrichtung) erhaltenen di-

mensionslosen Form

  

c c c c

(is + .15 + _GE) _ 3171 + £11 +

cm cnn cm d5 cm c

(15)

cE711 _ “_n

cm m

(1)
Coo c c c

_._E + + ._G..E_ Eqs +

cm m cm cm

+ (Ein. B _ E! ü
crn cm cm d5

df 2

1+(—) b E

v d 2 * b= 5 _ f i _ dg' (16)
2dK b 51 cm b2

dargestellt werden [1]. Wie bekannt, sind bei der Lösung

der zweiten Hauptaufgabe des hydrodynamischen Singu-

laritätenverfahrens die geometrischen Daten des Laufra-

des (und daher die der Schaufelprofile) bekannt, während

die hydrodynamisch für die Schaufelprofils stehenden Sin-

gularitätenverteilungen gesucht sind. Bei unseren Berech-

nungen sind die auf die Achse g transformierte Quel|en-

Senkenverteilung in Form der trigonometrischen Reihe

q-ir kF 0 I

— = 2[ E Dk(chtg — — sm k®)]‚ (17)

C k = 1 2
m

und die auf die Achse E transformierte Wirbelverteilung in

Form der trigonometrischen Reihe

-1
k

7* v 9 F .
— = 2[Coctg — + 2 Cksm k9] (18)

m 2 k=1

gesucht

Das Ziel besteht darin, die Koeffizienten Dk (k = 1, ...kF),

bzw. Ck (k = 0,... kF— 1) in den Ausdrücken (17) und (18)

zu bestimmen. Die Koeffizienten Kk (k = 1,...kF) in der

Gleichung (17) sind durch Erfüllung der Bedingung des so-

genannten geschlossenen Profilumrisses zu erhalten,

während die Werte von G durch Anwendung der Transfor-

mationsbeziehung

22

LcosÄ

® = arccos (—

 

errechnet werden können. Die Gleichungen zur Bestim-

mung der unbekannten Koeffizienten Ck und Dk können

durch Einsetzen der Funktionsreihen (17) und (18) in die

Grundgleichungen (15) und (16) erhalten werden. Nach

Umformen entstehen so die Gleichungen
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z Ckakiä) + >3 Dkßkiä) =

k=0 k=1

b 1

__2_ fig) + K _ _ ( Elf signw (19)

b(£) d£ (p r2

kF—i _ kF _

z ck aus) + 2 Dk ßkis) =

k=0 k=1 (20)

b
2 df 1 HE) 2 df .

_ __ _ K _ (g) +-(—) —(£)s(gnw,

d5 ‘P r2 dz

wobei (ME). (3.45) 6.45) und ß k(a) dieAusdrücke für einen

beliebigen Punkt der Mittellinie am Schaufelprofil bezeich-

nen; b(§), r(§) und df/dE (E) als bekannte geometrische

Verteilungen vorliegend, während

K = °°71 (21)

der Parameter für die Anströmrichtung der Absolutge-

schwindigkeit und

C

5 = F2“ (22)

 

rzlwl

die Durchflußzahl sind.

In jeder der trigonometrischen Reihen (17) und (18) der

Singularitätenverteilungen q‘ und y‘ treten jeweils kp unbe—

kannte Koeffizienten auf. Zur Bestimmung der so entste-

henden 2k; unbekannten Koeffizienten wird ein Glei-

chungssystem mit 2 kF Gleichungen aufgestellt. das durch

Substitution der Ausdrücke (19) und (20) für die kinemati-

schen Bedingungen in die durch den Zusammenhang

411—1 1
__( (23)

4'kF 2

 

8,, = LcosÄ(

(v = 1,2, kF)

bestimmten diskreten Punkte auf der Mittellinie des Schau-

felprofils erhalten wird [1]. In dem so erhaltenen Glei-

chungssystem für die Koeffizienten Ck und Dk der Sin-

gularitätenverteilungen stehen die Parameter K und

1:- auf der rechten Seite. Die Ausdrücke auf der rechten

‘P Seite sind lineare Funktionen dieser Parameter, wes-

halb auch die Koeffizienten Ck und Dk von den oben ste-

henden Parametern linear abhängen:

D
k Dko + DHK + Dk2 (k= 1,2, ...kF) (24l

"
S
H
-
l

O

II

k Cko + Ck1K + Ckz (k=0‚1‚ ...kF—1)‚

6
(
I
I
-
‘

(25)

Duo, Dm, Dm, Cko, CH und Ckg in den Ausdrücken (24) und

(25) bezeichnen die vom Betriebszustand unabhängigen

Koeffizienten der Turbomaschine, aus denen die Koeffi-
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zienten Dk und Ck für den aktuellen Betriebszustand — bei

Kenntnis der Werte K undl_ - zu bestimmen sind.

CD

Nach der oben erwähnten Substitution und bei Berücksich-

tigung der funktionellen Zusammenhänge (24) und (25)

können die Grundgleichungen (19) und (20) wie folgt auf—

geschrieben werden:

    

kF—1 ' kF

>3 ckiak(s„) + 2 Dkißktg) = Mg”) (26)

k=0 k=1

kF—1 _ kF _

2 ckiak(.s„) + 2 Dkißkm) = J2i(s„) (27)

k=0 k=1

(v =1‚2‚ kF; i=0,1,2),

wobei

r b2 df(2) ('0)__ — I:

my) d2 V

Jigs,» = i 1 (i=1) (28)

— [fllzsignw (i=2)

t r2

bzw.

b

— 2 (i=o)
my)

df

J2i(s,,) = 4 75m) (i=1) (29)

r(€y)]2 Signw (i=2)

r2 d5

sind.

Nach Kenntnis der durch Lösung der linearen Gleichungs-

systeme (26) und (27) erhaltenen Koeffizienten Dk. und Cki

können die Koeffizienten der Singularitätenverteilung bei

verschiedenen Betriebszuständen errechnet werden. Die

Kenntnis der Singularitätenverteilungen ermöglicht wie-

derum die Berechnung der Geschwindigkeitskomponen-

ten (8), (9) und (11), durch deren Anwendung — aufgrund ‚

von (14) — die Verteilung der gemittelten Relativgeschwin-

digkeit auf der Skelettlinie bestimmt werden kann. Daraus

kann die Verteilung der Relativgeschwindigkeit entlang der

Skelettlinie durch den Zusammenhang

/ df2 2cm,
1+(—)

d5

die Relativgeschwindigkeitsverteilung auf der Profilober-

fläche durch

(30)

  

Wk r2 1 W81

7 ä— — (31)

 



bestimmtwerden. Die Ableitung der Profildicke entlang der

Skelettlinie im Ausdruck (31) ist nach

c 41-

1

1 —"‘— q— —————— (32)

2 wSt ’ df 2
C

m /1+(_)

dE

zu berechnen. Die Verteilung des Druckkoeffizienten auf

der Profiloberfläche kann unter Anwendung des Zusam-

menhanges

_d =
d3(k)

   

W 2 C 2 2 r 2 '20) 2

5:14 k)(F2°>+[1'—1—(—‘)]( i

°F2a WF’l r2 r2 F1

(33)

ermittelt werden, wobei

     

(34)

und

W W
F1 F1 —

__ = - (p (35)

'2‘” CF20

sind.

2. Bestimmung der theoretischen Kenn-

linie der Turbomaschine

Bei Kenntnis der Koeffizienten derSingularitätenverteilung

lassen sich die für den Ein- und Austritt des Laufrades gül-

tigen Geschwindigkeitsdreiecke bestimmen und daraus

die Gleichung der theoretischen Kennlinie herleiten.

Die theoretische Energieänderung pro Masseneinheit des

durch das Laufrad strömenden Mediums kann durch den

Zusammenhang

Y ' w (36)
e = (9:11;: "1 ‘ °F2tp '2)

aus den Daten der Geschwindigkeitsdreiecke abgeleitet

werden. Wird statt Y.g im obigen Zusammenhang die theo-

retische Druckzahl

2ye

 

eingeführt, so wird sie mit den Kennwerten des für die Bild-

ebene gültigen Geschwindigkeitsdreiecks wie folgt ausge-

drückt:

Ac77 _

‘118 = 2 ——— «p signw, (37)

m

Wie bekannt, ist die Änderung Ac,1 bei Kenntnis der Wirbel-

verteilung durch den Ausdruck

WF‘I r2b2 2 r2b2 1 '1 _ 2
= ( ) + [ Ctg 011 — : — srgnw]

c1:20 r1b1 r1b1 8” r2

           

con-I

W1

Fa

Ira; f3

C1

cm,l U A012!

32 h—v

Cm ' Bild2

Ac

____1 [£2 Idi, (38)

cm T cm

zu bestimmen. Wird in den Ausdruck (38) die trigonometri-

sche Reihe (18) der Wirbelverteilung eingesetzt, ergibt

sich zur Berechnung der Änderung Ac" der Ausdruck

Ac

__" =21G1+G2K+G3 :)‚ (39)

cm tp

wobei

NaL C,Ii

G. = ___. (C ‚+ —) (i= 1,2,3), (40)
I 4 OI 2

o
L do

3L = f T

O

und N die Schaufelzahl des Laufrades sind. DerParameter

K des Betriebszustandes im Ausdruck (39) kann durch die

Größen des Geschwindigkeitsdreiecks wie folgt ausge-

drückt werden:

c4 1 Ac 1 b2 1
K=—n ~——n [—ctga1—G1—G3:]

Crn 2 Cm 1+G2 b1 ‘p

 

(41)

Der Ausdruck (41) ist zur Umformung von (39) und somit

auch von (37) geeignet. Letzterer liefert nach Umformung

die Gleichung dertheoretischen Kennlinie, die in der Form V

4si nw b2 _

= 9 [63+(G1+G2—ctga1)tp] (42)

e 1+G2 b1

 

angegeben werden kann.

Die Kenntnis der Koeffizienten der Wirbelverteilung er-

möglicht die Bestimmung des zur sogenannten stoßfreien

Einströmung gehörenden Volumenstroms. Im stoßfreien

Betriebszustand ist nämlich der Wert der Wirbelverteilung

an der Schaufeispitze gleich null. Diese Bedingung wird

nur erfüllt, wenn der Koeffizient Co der trigonometrischen

Reihe der Wirbelverteilung (18) Null ist, d. h., wenn

‘K’

Co’l+Co2K +C
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erfüllt wird. Wird der Ausdruck (41) in den erhaltenen Zu-

sammenhang eingesetzt und nach W aufgelöst, ergibt

sich derAusdruck zur Bestimmung der zum stoßfreien Zu-

stand gehörenden Durchflußzahl

—C

(303‘1 +G2) o2 G3
*

5 =

 

b (43)

2

C02(G1_ b— Ctg 0‘1)‘ C01 (1 + G2)

1

3. Der Berechnungsablauf

4. Ein Anwendungsbeispiel

Abschließend werden die Ergebnisse der nach dem ge-

schilderten Verfahren durchgeführten numerischen Be-

rechnungen für das Laufrad nach Bild 3 mit der spezifi-

schen Drehzahl nq = 23 gezeigt. In Bild 4 sind die für unter-

schiediiche Anströmwinkei errechneten Kennlinien darge-

stellt, wobei das Kreuz den stoßfreien Betriebszustand

kennzeichnet. Gleichfalls ist die durch experimentelle Un—

tersuchungen ermittelte reale Kennlinie der Pumpe einge-

tragen. Bild 5 zeigt die zum stcßfreien Eintritt gehörende

Geschwindigkeits- und Druckverteilung auf der Schaufel-

oberfläche bei einem Anslrömwinkel a1 = 90°.
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