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Rechnergestiitzte Ermittlung der Kennlinien von

Turbomaschinen

Laszl6 Kalmar

1. Theoretische Grundlagen des
Berechnungsverfahrens

Die raumliche Strdmung im beschaufelten Raum der Tur-
bomaschine wird zur Drehachse des Laufrades in koaxiale
Rotationsflichen aufgeteilt, und die zweidimensionalen
Strédmungen werden auf den mittleren Stromfléchen (F)
der so entstandenen Teilkanale untersucht [1].

Fur die zweidimensionale Strdmung auf den mittleren
Stromfléchen (F) eines beliebigen Teilkanals des Laufra-
des lassen sich die Kontinuitatsgieichung

G

ac
1 F 1 dr 1 db
to —2L b (——+- =0 (1)
o0 r 0y r do b do

sowie die die Drehungsfreiheit der Absolutstrémung aus-
driickende Differentialgleichung
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aufschreiben, wobei o die Bogeniangen-Koordinate in Me-
ridianrichtung, ¢ die Winkelkoordinate in tangentialer Rich-
tung, r die Koordinate in radialer Richtung, b die Breite des
Teilkanals, cgq, Cr, die Komponenten der Absolutge-
schwindigkeit sind. Die im Laufrad entstehende Absolut-
stromung ist als Lésung der beiden Gleichungen zu be-
stimmen. Zur Bestimmung der gesuchten Funktionen
Cro(0, @) Und cre(0,9) reichen die Randbedingungen.bei
o = 0 (Laufradeintritt)

Cr6 = Crios CFp = Crig
und bei o = o (Laufradaustritt)

Cs = Cr20; Crep = Cr2q
sowie die Gleichungen (1) und (2) aus.

Einer Strdomung auf der mittleren Stromflache (F) ent-
spricht durch konforme Abbildung eine Strémung in der
Bildebene L = & + in. Durch die Abbildungsfunktion las-
sen sich die Grundgleichungen umformen. Da die in der
Bildebene entstehende Absolutstromung ebenfalls wirbel-
freiist, fihrt die Aufgabe zur Poissonschen Differentiaiglei-
chung fiir das Geschwindigkeitspotential ®. Nach deren
potentialtheoretischer Lésung erhélt man die Absolutge-
schwindigkeit in einem beliebigen Punkt ¢ in konjugiert
komplexer Form [1]: (Bild 1)
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Im Punkt ¢ = §'S weist die Geschwindigkeit ED(§) einen
Sprung auf:
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Von den doppelten Vorzeichen bezieht sich das obere auf
die Saugseite, das untere auf die Druckseite. Die Singulari-
tatenverteilungen q und y in den Gleichungen sind die
Quellen-/Senken- bzw. Wirbelverteilungen auf der Skelett-
linie S, die hydrodynamisch fiir das Schaufelprofil stehen.



Mit dem Zusammenhang (3) wird der Mittelwert der Abso-
lutgeschwindigkaeit fiir den beschaufelten Raum bestimmt:
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Die so erhaltene reelle Komponente c,: des Feldes der ge- '

mittelten Geschwindigkeit kann durch die Substitution
C; = Cot ZUr angenaherten Bestimmung der Verteilung der
durch den Ausdruck (4) gegebenen Geschwindigkeits-
komponente benutzt werden, die sich dann in der Form
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ergibt.

q* in der Gleichung (11) steht fur den Wert der auf die
Achse & transponierten Quellen-Senken-Verteilung, die
q

df
1 —\2
V +(dE)

Durch Verwendung der Geschwindigkeitskomponenten
lassen sich die kinematischen Bedingungen fir das
Schaufelprofil formulieren. Der Zusammenhang

nach dem Zusammenhang q* =

berechnet werden kann.
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driickt aus, daB die Skelettlinie die Stromlinie der Relativ-
strdmung darstellt, wahrend die Gleichung
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die Masseerhaltung im Inneren des Profils formuliert.
u, in Gleichung (12) bezeichnet die Umfangsgeschwindig-

keit in der Bildebene, b die Breite des Teilkanals und Ws
das Mittel der durch die Beziehung
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zu erhaltenden Relativgeschwindigkeit auf der Skelettlinie.
In der Rechnung wird die Skelettlinie ndherungsweise
durch die Mittellinie des Schaufelprofils ersetzt.

Die Gleichungen (12) und (13) sind die Grundgleichungen
fur das behandelte Verfahren, die wegen der folgenden
Berechnungen in der nach Division durch die Geschwin-
digkeitskomponente ¢, (Meridianrichtung) erhaltenen di-
mensionslosen Form
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dargestellt werden [1]. Wie bekannt, sind bei der Ldsung
der zweiten Hauptaufgabe des hydrodynamischen Singu-
laritatenverfahrens die geometrischen Daten des Laufra-
des (und daher die der Schaufelprofile) bekannt, wahrend
die hydrodynamisch fiir die Schaufelprofile stehenden Sin-
gularitdtenverteilungen gesucht sind. Bei unseren Berech-
nungen sind die auf die Achse & transformierte Quellen-
Senkenverteilung in Form der trigonometrischen Reihe
q* kF ® )

— =2[ £ D (K.ctg — — sink®)], (17)
c k=1 2

m

und die auf die Achse & transformierte Wirbelverteilung in
Form der trigonometrischen Reihe

-1
k
v* - © £ .
— = 2[Coctg -+ X C, sin k@] (18)
Cm 2 k=1
gesucht.

Das Ziel besteht darin, die Koeffizienten Dy (k = 1, ...k),
bzw. Ci (k = 0,...kg— 1) in den Ausdriicken (17) und (18)
zu bestimmen. Die Koeffizienten K¢ (k = 1,...kg) in der
Gleichung (17) sind durch Erflllung der Bedingung des so-
genannten geschlossenen Profilumrisses zu erhalten,
wéhrend die Werte von © durch Anwendung der Transfor-
mationsbeziehung

2¢
L cos A

® = arccos (—

errechnet werden kdnnen. Die Gleichungen zur Bestim-
mung der unbekannten Koeffizienten C, und Dy kénnen
durch Einsetzen der Funktionsreihen (17) und (18) in die
Grundgleichungen (15) und (16) erhalten werden. Nach
Umformen entstehen so die Gleichungen
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wobei ax(E), Bk(E) ax(E) und B «(E) die Ausdriicke fiir einen
beliebigen Punkt der Mittellinie am Schaufelprofil bezeich-
nen; b(g), r(E) und df/dk (E) als bekannte geometrische
Verteilungen vorliegend, wahrend

K = _on (21)

der Parameter flr die Anstrdmrichtung der Absolutge-
schwindigkeit und

c
i (22)

rylwl

die DurchfluBzahl sind.

In jeder der trigonometrischen Reihen (17) und (18) der
Singularitatenverteilungen q* und y* treten jeweils k- unbe-
kannte Koeffizienten auf. Zur Bestimmung der so entste-
henden 2kg unbekannten Koeffizienten wird ein Glei-
chungssystem mit 2 ke Gleichungen aufgestelit, das durch
Substitution der Ausdriicke (19) und (20) fir die kinemati-
schen Bedingungen in die durch den Zusammenhang

4v —1
4 -k

1
£, = LcosA ( - 5) (23)

F

(v =1,2 ... k)

bestimmten diskreten Punkte auf der Mittellinie des Schau-
felprofils erhalten wird [1]. In dem so erhaltenen Glei-
chungssystem fir die Koeffizienten C, und Dy der Sin-
gularitdtenverteilungen stehen die Parameter k und
1: auf der rechten Seite. Die Ausdriicke auf der rechten
? Seite sind lineare Funktionen dieser Parameter, wes-
halb auch die Koeffizienten Cy und Dy von den oben ste-
henden Parametern linear abhangen:

D, Do * Dyqk + Dy, k=1,2, ..o ke) (24)

Sl =

O
1]

k CkO & Ck1x + Ck2 (k=0,1, ...kF—1),

S|l -

(25)
Do Dk1, Dk, Ckor Cks Und Cye in den Ausdriicken (24) und

(25) bezeichnen die vom Betriebszustand unabhangigen
Koeffizienten der Turbomaschine, aus denen die Koeffi-
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zienten Dy und Cy fiir den aktuellen Betriebszustand — bei
Kenntnis der Werte « und1: - zu bestimmen sind.

P
Nach der oben erwahnten Substitution und bei Berlicksich-
tigung der funktionellen Zusammenhinge (24) und (25)
koénnen die Grundgleichungen (19) und (20) wie folgt auf-
geschrieben werden:
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Nach Kenntnis der durch L&sung der linearen Gleichungs-
systeme (26) und (27) erhaltenen Koeffizienten D,; und Cy
kénnen die Koeffizienten der Singularitatenverteilung bei
verschiedenen Betriebszustanden errechnet werden. Die
Kenntnis der Singularitatenverteilungen erméglicht wie-
derum die Berechnung der Geschwindigkeitskomponen-
ten (8), (9) und (11), durch deren Anwendung — aufgrund
von (14) — die Verteilung der gemittelten Relativgeschwin-
digkeit auf der Skelettlinie bestimmt werden kann. Daraus
kann die Verteilung der Relativgeschwindigkeit entlang der
Skelettlinie durch den Zusammenhang

die Relativgeschwindigkeitsverteilung auf der Profilober-
flache durch

Wy ra 1 Ws,
. e - (31)

c
F20 g (d(dk))2 m
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bestimmt werden. Die Ableitung der Profildicke entlang der
Skelettlinie im Ausdruck (31) ist nach

1 %n q* 1
2 Wg,
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zu berechnen. Die Verteilung des Druckkoeffizienten auf
der Profiloberflache kann unter Anwendung des Zusam-
menhanges

= (d,) = (32)
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ermittelt werden, wobei
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2. Bestimmung der theoretischen Kenn-
linie der Turbomaschine

Bei Kenntnis der Koeffizienten der Singularitatenverteilung
lassen sich die fur den Ein- und Austritt des Laufrades guil-
tigen Geschwindigkeitsdreiecke bestimmen und daraus
die Gleichung der theoretischen Kennlinie herleiten.

Die theoretische Energieanderung pro Masseneinheit des
durch das Laufrad strdémenden Mediums kann durch den
Zusammenhang

¥, = (ch Ty~ CE2p rp) + w (36)

aus den Daten der Geschwindigkeitsdreiecke abgeleiiet
werden. Wird statt Y, im obigen Zusammenhang die theo-
retische Druckzahl
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eingefiihrt, so wird sie mit den Kennwerten des fiir die Bild-

ebene gliltigen Geschwindigkeitsdreiecks wie folgt ausge-
drickt:

Ac77 _
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Wie bekannt, ist die Anderung A c, bei Kenntnis der Wirbel-
verteilung durch den Ausdruck

2

Coom
Wy
i
|+ 1c
W2 T
<
feal INSUT e
u ACAI‘-——.L
)
Cm ) Bild 2
Ac £
1 *
N BCARTY (38)
Cm T 51 Cm

zu bestimmen. Wird in den Ausdruck (38) die trigonometri-
sche Reihe (18) der Wirbelverteilung eingesetzt, ergibt
sich zur Berechnung der Anderung Ac,, der Ausdruck

Ac17
. =2(G1+G2K+G3 =), (39)
G v
wobei
NaL C,‘i .
G, = — (C.+ —) (i=1,2,3), (40)
| 4 [o]] 2
[
L do
aL = f T
o

und N die Schaufelzahl des Laufrades sind. Der Parameter
k des Betriebszustandes im Ausdruck (39) kann durch die
GroéBen des Geschwindigkeitsdreiecks wie folgt ausge-
driickt werden:
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Der Ausdruck (41) ist zur Umformung von (39) und somit
auch von (37) geeignet. Letzterer liefert nach Umformung
die Gleichung der theoretischen Kennlinie, die in der Form

4Sigan+(G+G bzt ¥+
= [G5+(G, 3 == c9 )¢}

, (42)
1 +G2 1

angegeben werden kann.

Die Kenntnis der Koeffizienten der Wirbelverteilung er-
méglicht die Bestimmung des zur sogenannten stoBfreien
Einstrdmung gehérenden Volumenstroms. Im stoBfreien
Betriebszustand ist ndmlich der Wert der Wirbelverteilung
an der Schaufelspitze gleich null. Diese Bedingung wird
nur erfillt, wenn der Koeffizient C, der trigonometrischen
Reihe der Wirbelverteilung (18) Null ist, d. h., wenn

c.+C

ol 02

1 =
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erflllt wird. Wird der Ausdruck (41) in den erhaltenen Zu-

sammenhang eingesetzt und nach @* aufgeldst, ergibt

sich der Ausdruck zur Bestimmung der zum stoBfreien Zu-

stand gehdrenden DurchfluBzahl
-C

. Coz(1+G)™",, Gy
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3. Der Berechnungsablauf

4. Ein Anwendungsbeispiel

AbschlieBend werden die Ergebnisse der nach dem ge-
schilderten Verfahren durchgefiihrten numerischen Be-
rechnungen fiir das Laufrad nach Bild 3 mit der spezifi-
schen Drehzahl nq = 23 gezeigt. in Bild 4 sind die flr unter-
schiedliche Anstrdmwinkel errechneten Kennlinien darge-
stellt, wobei das Kreuz den stoBfreien Betriebszustand
kennzeichnet. Gleichfalls ist die durch experimentelle Un-
tersuchungen ermittelte reale Kennlinie der Pumpe einge-
tragen. Bild 5 zeigt die zum stoBfreien Eintritt gehérende
Geschwindigkeits- und Druckverteilung auf der Schaufel-
oberflache bei einem Anstromwinkel o, = 90°.

Eingabe der geometrischen
Daten des Laufrades

Bestimmung der Koeffizienten-
matrix und der Vektoren auf
der rechten Seite der linearen

Gleichungssysteme (26) und (27)

Bestimmung der Wurzeln der Glei-
chungssysteme (26) und (27)
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Bild 3
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