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0. Einieitung

Die Untersuchung der nichtlinearen Eigenschaften von
Werkstoffen bei verschiedenen Belastungsbedingungen
ist eine der aktuellen Forschungsrichtungen in der Festkor-
permechanik. Dabei spielt eine besondere Rolle die For-
mulierung und Begriindung entsprechender Theorien fiir
das Verformungs- und Bruchverhalten bei belasiungsab-
hangigen Werkstoffeigenschaften. Beispiele fir entspre-
chende Materialien sind insbesondere Geomaterialien,
aber auch Konstruktionswerkstoffe: hochfeste Stahie,
GrauguB, leichte Legierungen, Graphit, Betone, Polymere
und polymere Komposite, Keramikwerkstoffe u. a. Die be-
lastungsabhangigen Eigenschaften dieser Werkstoffe tre-
ten bei unterschiedlichen physikalischen Zustanden auf:
Elastizitat, Plastizitat, Kriechen, Bruch. Die Belastungsab-
hangigkeit kann dabei noch von Anisotropie Uberlagert
werden.

Die Formulierungsméglichkeiten von konstitutiven Gilei-
chungen fiir Werkstoffe mit belastungsabhéngien Eigen-
schaften wurden von verschiedenen Autoren untersucht,
Der aktuelle Stand der Forschungsarbeiten auf diesem
Gebiet kann beispielsweise den Arbeiten [1] bis [4] ent-
nommen werden. Relativ selten findet man Arbeiten, die
der Berechnung von Konstruktionen aus solchen Werk-
stoffen gewidmet sind.

Verschiedene Konstruktionselemente moderner Maschi-
nen lassen sich als Schalen und Piatten mit rechteckigem
GrundriB modellieren. Nachfolgend wird sich auf die Be-
trachtung des nichtlinearen Deformationsverhaltens sol-
cher Konstruktionselemente aus Werkstoffen mit bela-
stungsabhangigen Eigenschaften beschrankt. Die zu die-
ser Problematik erschienenen Publikationen ([5] bis [18])
lassen einige Fragen offen. Die entsprechenden Untersu-
chungen gehen nicht von einer raumlichen Formulierung
aus, sondern beruhen auf kinematischen Hypothesen, auf
deren Grundlage die dreidimensionale Aufgabe in eine
zweidimensionale Uberflhrt wird. AuBerdem werden (bis
auf wenige Ausnahmen) physikalische Beziehungen ver-
wendet, die nicht auf den realen Verformungsdiagrammen
beruhen, sondern auf entsprechenden abschnittsweise-li-
nearen Approximationen bei Zug und Druck.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es daher, die Formulierung,
die Lésungsmethodik und Ergebnisse dreidimensionaler
Randwertaufgaben fiir das nichtlineare elastische Verhal-
ten dickwandiger Schalen und Platten mit rechteckigem
GrundriB aus Werkstoffen mit belastungsabhéngigen
Eigenschaften darzulegen.
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1. Physikalische Beziehungen

Auf Bild 1 ist das Verformungsdiagramm bei Zug (1) und
Druck (2) von GrauguB G30 [19] dargestellt. Das Verhalten
dieses Werkstoffs ist typisch flr die hier betrachtete Werk-
stoffklasse. Es konnte festgestellt werden, daB dieser
GrauguB Uber gleiche elastische Charakteristika bei Zug
und Druck auf den Anfangsabschnitten der Deformations-
diagramme verfligt. Hinter der Proportionalititsgrenze
werden die Unterschiede bei Zug und Druck in den Dia-
grammen wesentlich. Analoge Zusammenhange gelten
auch fur andere Werkstoffe [20] bis [22].

Die entsprechenden konstitutiven Gleichungen lassen
sich fur diese Werkstoffe wie folgt formulieren. Die Kompo-
nenten des Verzerrungstensors ¢; setzen sich aus einem
linearen (e;) und einem nichtlinearen (e7;) Anteil zusam-
men

g = €;+ ETj (11)
Die Komponenten e; lassen sich (ber das verallgemei-
nerte Hookesche Gesetz bestimmen

€j = ik (1.2)

Die Komponenten des Tensors ¢i; sind mit den Kompo-
nenten des Spannungstensors g;; iiber folgende tensoriell-
lineare Gleichung [1] verbunden

el = 0o (Ajuok/0g + Bj) (1.3)
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Deformationsdiagramm fir GuBeisen bei Zug und Druck



Dabei bedeuten
Og = Og+ 0O
0o = Ai0ioK
o = Bjoj

Die Summation erfolgt entsprechend der Einsteinschen
Konvention (iber sich wiederholende Indizes; die Indizes
kénnen die Werte 1, 2, 3 annehmen. A, ajj, Bjjsind Ten-
soren, die die Werkstoffkennwerte enthalten, N ist eine
Konstante. Die Gin. (1.1) — (1.3) gelten fiir anisotrope
Werkstoffe.

Bei kleinem Belastungsniveau arbeitet der Werkstoff un-
terhalb der Proportionalitatsgrenze; folglich ist e} << e;
und g; = e;. Damit muB der Elastizitatsmodul bei Zug
gleich dem bei Druck sein. Bei héherem Belastungsniveau
gilt e3; > ey; folglich wird die Deformation nichtlinear und
belastungsabhangig.

2. Formulierung der Randwertaufgabe

Betrachtet werden dicke Schalen mit rechteckigem Grund-
ri8. Die Beschreibung erfolgt mit Hilfe der orthogonalen
krummlinigen Koordinaten o, § und y. Die Rechteckseiten
sind a und b. Damit kann man annehmen [23], daB die in-
nere Geometrie der Koordinatenfiache mit der Geometrie
der Ebenen zusammenféllt und sich jeder beliebige Punkt
der Schale mit den kartesischen Koordinaten x, y und z be-
schreiben 148t. Fir die Laméschen Parameter erhilt man
damit

Hi = 1+Kjz, Hy = 14+Kyz, Hz = 1 (2.1)
Ky, K2 = konst— Hauptkrimmungen der Schale

Unter Einbeziehung dieser Annahmen kann man die
Grundgleichungen der Elastizitatstheorie in kartesischen
Koordinaten wie foigt formulieren

(Hzox),x & (Hltxy),y + (HIHZTXZ),Z
+ K]Hztxz + H1H2Fx =0

(Hloy).y + (Hztxy).x + (H1H27yz),z
+ K2H1Ty2 + H1H2Fy =0

(HiH202) 2 + (HaTwo) x + (H1Tyz).y
- K1H20x - K2H10y + H|H2Fz =0 (2.2)

Dabei sind F,, Fy, F, die entsprechenden Volumenkrafte
und (), stellt die Ableitung nach der Koordinate i dar
(i = xYy,2).

b) geometrische Beziehungen

ex = Ux/H; + K{/Hiw

gy = Vy/Hy + Ko/Haw

€, = W, (2.3)
= Hy/Hz (u/Hq)y + Ha/H, (V/H,) 4 (2.3)
Yxz = 1/Hywy+H,y (u/Hy),

Ha (V/Hp) , + 1/Haw
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x
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u, v, w sind die Verschiebungen in den Richtungenx, y, z.

Die Schalen sollen aus anisotropem Werkstoff mit bela-
stungsabhangigen Eigenschaften bestehen. Folglich kann
man die konstitutiven Gleichungen (1.1) — (1.3) verwen-
den. Dabei ist es glnstiger, den Materialtensor 4. Stufe a;y
(i, j, k, I = 1, 2, 3) durch einen Tensor der Stufe 2 ag,
(s, t = 1, ...,6) zu ersetzen. Unter der Voraussetzung
der Symmetrie der entsprechenden Tensoren lassen sich
die konstitutiven Beziehungen (1.1) - (1.3) wie folgt schrei-
ben

€x = a1104 + 2120y + a130, + €y

Ey = A120y + agzoy + 30, + E;

€; = 2430y + @p30y + 8330, + €7 (24)
Yxy = 2s6Txy + Y;y

Yxz = 8s5Txz + Yxz

Yyz = 844Tyz + 'Y;'z

Die nichtlinearen Komponenten in Gl. {(2.4) werden aus
den folgenden Gleichungen bestimmt

* N
€x = Og [A11110x + Ay1220y + Ay1330;)/09 + By1]

06" [A22110x + A22220y + Agpa30,)/0g + By

&y
€; = 0o [As3110x + As3220y + Agaz30;)/0g + By
Y;y = 40eN A1212Txy/00
Yie = 405N AaraTe/0o

Yyz = 4UeN Azazsl’yz/oo
Dabei bedeuten

g = B110x+ 8220y+ 83302
2 _ 2 2 2
00" = Ay1110y° + A20,° + Ag3as0;

+ 2A 1133050, + 2A22330y0'z + 2A1|220x0y
+ 4A1212T" + 4A1313Tx;° + 4A2a23Ty°
O = 0+ 0 (2.8)

Das Gleichungssystem (2.2), (2.3) und (2.4) 1aBt sich in fol-
gende Form Uberfihren

022 = —(Ko/Hz + Ki/H1)oz — (1/H1)Tuex — (1/H2)Tyzy
+ (Ki/Hy)ox + (Ko/Ho)oy — F,

Tz = —(@Ky/Hy  +  Ko/Ho)te =  (1/Hy)oxx
= (1/H2)tyyy — Fx

Tyzz = —(Ki/Hy + 2Ko/Ha)ty — (1/Ho)ay,
= (1/Hy)tyx — Fy

W, = g (2.9)

U, = vy — (1/Hy)wy + (K{/Hq)u

Vz = Yy — (1/H)wy + (K:/Ho)v

mit

ex = (1/Hyuy+ (Ky/Hy)w

gy = (1/Ho)vy + (Ko/Ho)w

Yxz = @ssTxz + Yxz

Yyz = @aaTyz + Yyz

Yry = (Hi/H2)(u/Hy)y + (Ha/H 1) (V/H,) «

Ty = (Yay = Yxy)/@6s (2.10)
A = ajax — a;?

Il
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Ox = [(ex — @130; — &x) @z — (ey — @30, — ey)al/A
oy = [(ey — @20, — €y)a; — (ex — @130, — €5)ao)/ A
€; = a430x + 830y + a330; + €3

3. Separation der Variablen in der Rand-
wertaufgabe

Folgende Variante der Randbedingungen iaBt eine Sepa-
ration der Variablen im Gleichungssystem (2.9), (2.1 0) zu

Oy = W =V 0 fur x = 0,a (3.1)

Oy =W=V =0 fir y =200

Damit kénnen die partiellen Differentialgleichungen der
dreidimensionalen Randwertaufgabe in eine Reihe von
eindimensionalen Autgaben Uberfiihrt werden. Die Rand-
bedingungen (3.1) entsprechen dem Fall der gelenkigen
Lagerung in der Theorie dlinner Schalen.

Den Randbedingungen (3.1) kann man mit folgenden An-
satzfunktionen gentigen

o0 o0
X(x,y,2) = mZ_1 n§1 X (2} sinX_x sin Xy
o0 (e ]
Yix,y,2z) = 'TEO n‘i Y on(2) cOsX x sin Xy
- (3.2)
P(x,y,2) = m2i1 nEO $ (@) sinX_x cosh y
oo oo
Wix,vy,z) = EO Z@ W (z) cosA_x cosA vy
m=0n=
mit

Am = man/a, A, = na/b

X = { Oz, Ox, Oy, W, €y, €y, €, Fz €%, E;; t;}

Y = { U, Tuzy Frs Yoz Y;z} (3.3)
o = { V. Tyzy Fy| Yyzs Y;Z}

Y = { Txys Yxys Y;y}

Unter Verwendung der Bezeichnungen

Y1 = OTn! y2 = t’rgv y3 = t?rz\v (3-4)
y4 - wmn, y5 = umn, y6 = vmn

erhalt man fir jedes Indexpaar m = 1, 2, 3, ... und
n = 1,23, ... aus den Gleichungen (2.9), (2.10) ein Sy-

stem von 6 gewdhnlichen inhomogenen Differentialglei-
chungen 1. Ordnung

Yiz = —(K1/H1 + K2/H2)Y1 + kmyzllH1

+ Anya/H, + (K1/H1)GT" + (KZ/HZ)UTn — Fmn
Yoz = —(2Ky/Hy + Ko/Ho)y, ~ (A/Hy)oD"

+ (An/Ha)TXy — FR"

Yaz = —(Ky/Hi + 2Kyo/Hz)ys + (Am/Hq)tTR
(An/H2)oP" — Fi"

Yaz = €77
Y5z = Yiz — (Am/Hq)ya + (Ki/Hy)ys
Yoz = Yyz — (An/H2)ya + (Ko/H2)ye (3.5)
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= (Am/H1)ys + (Ki/Hq)ys
el" = —(A/Ha)ys + (Ko/H2)ys

i

Yxy = (A/Ha)ys + (Am/H1)e
A = apap-—a’ (3.6)
o = [(eX" — aays — &5™az
= (eY" — dzay; — ey™as)/A
o = [(eY" — azy: — g™ ay
= (eX" — azys — e™Mag)/A
e7" = ;307" + axnol" + agy + ei™
YXz = assya2 + Yx7"
Y¥z = asays+ 1y
Ty = (YR — vxy")/aes

Die Amplitudenwerte in den Gin. (3.6) werden als bekannt
vorausgesetzt; sie lassen sich wie foigt bestimmen

a b
&™ = (4/ab) [ [ e;m" sinA_x sin}A_y dxdy
0 0
a b s
‘mn_ * . 3
& = (4/ab) Of of € sinA_x sin Ay dxdy
a b
&™ = (4/ab) [ f e;™" sin A x sin Xy dxdy
0 O
a b N
,-*mn: *mM
Yoy (4/ab) of Of T xy cos A _x cos Ay dxdy
a b
*mMn _ *Mn .
Yy, = (4/ab) Of Of Yaa €OSA_x sin Xy dxdy
a b
Yo = (4/ab) Of Of Ygr SN A x cos Ny dxdy
(3.7)

Wenn man den Differentialgleichungen (3.5), (3.6), (3.10)
die entsprechenden Randbedingungen fiir z = h, und
z = hy (z € [hy, hy]) hinzuflgt, ist die Randwertaufgabe in
eindimensionalen Gin. fUr die betrachtete Schale formu-
liert.

Die Trennung der Variablen fur die Werte m = 0,
n >0 oder n = 0, m > 0 fuhrt auf ein System von 2

gewdhniichen  inhomogenen  Differentialgleichungen
1. Ordnung
Tz = —(2Ky/Hq + Ko/H2) 133 + (Ao/Ha)thy — F2"  (3.8)

u”; = 32+ (Ky/Hu™

mit

on __ +0n & A 20N

Yxz = @as5Txz + Yxz

0 0 #0ny 4.

th = (Yxr; ~ Yxy )/ aes (3.9)
Yoy = (An/Ha)u®



sowie

™92 = —(Ki/Hy + 2Ko/H)t}e + (Aen/Hy )Ty — FTO
V™, = ¥72 + (Ko/Hov™ (3.10)
mit

Y2 = ATl + vy

T = (Y — i) aes (3.11)
YRy = (Am/Hyu™

4. Numerische Lésung

Die formulierte Randwertaufgabe ist physikalisch nichtli-
near. Zur Linearisierung der Aufgabe wird die Methode der
Parameterfortsetzung eingesetzt, wobei fur den Parame-
ter t e [to, 1] gilt. Als Parameter kann die Belastung (Volu-
men- oder Flachenlast) verwendet werden. Die Konkreti-
sierung des Parameters sollte aufgabenbezogen sein.
Fur den Fall, daB die Belastung von den kartesischen
Koordinaten und t abhangt, kann man mit dem vorgeschla-
genen Verfahren die Spannungen, Verformungen und
Verschiebungen in der iKonstruktion bei vorgegebener Be-
lastung fir den Maximalwert des Parameters t = t* ermit-
teln. Als Anfangswert t = t, wird die Schale mit Belastun-
gen genommen, welche ein Verformungsverhalten des
Werkstoffs im Rahmen der linearen Elastizitatstheorie vor-
aussetzt.

Zuné&chst wird die Randwertaufgabe zum linearen Verfor-
mungsverhalten der Schale bei t = t, betrachtet. Diese
wird auf der Grundlage der Beziehungen (3.5), (3.6), (3.8)
bis (3.11) formuliert, wobei die nichtlinearen Anteile Null
gesetzt werden. Die Amplitudenwerte der auBeren Bela-
stungen werden in Analogie zu (3.7) ermittelt. Die lineare
Randwertaufgabe wird mit dem numerisch stabilen Ver-
fahren der diskreten Orthogonalisierung nach S. K . Godu-
nov geldst, wobei die Koeffizienten der trigonometrischen
Doppelreihen (3.2) zu bestimmen sind. AnschlieBnd wird
entsprechend (3.2) summiert, wodurch man die gesuchten
Funktionen fur die Schale zum Zeitpunkt t = tq erhalt.
Die ermittelten Spannungen werden zur Berechnung der
nichtlinearen Komponenten der Verformungen fiir den
nachsten Wert des Parameters t > t, sowie flr die Dop-
pelintegrale (3.7) nach der Integrationsformel von Gauss
verwendet. Nachfolgend wird die Randwertaufgabe mit
dem Verfahren von S. K. Godunov geldst. Die Spannun-
gen, Verformungen und Verschiebungen der Schale erge-
ben sich dann durch Summation nach (3.2). Die gefunde-
nen Werte werden fur die iterative Verbesserung der Lo-
sung fur den Parameter t verwendet. Als Abbruchkriterium
wird ein Spannungskriterium fir die Spannungen in zwei
aufeinanderfolgenden Schritten gewéhlt, dessen Maximal-
wert darf eine vorgegebene Genauigkeit nicht Gberschrei-
ten. AnschlieBend wird der Wert des Parameters t weiter
erhdht. Dieser ProzeB wiederholt sich bis zum Erreichen
des Endwertes t = t*.

Das Schema der Diskretisierung nach den raumlichen
Koordinaten und dem Parameter t, die Anzahl der Glieder
in den Reihenentwicklungen (3.2), die Anzahi der Iteratio-
nen pro t-Wert werden durch numerische Experimente er-
mittelt. Der dargelegte Algorithmus wurde auf einem
ESER-Rechner realisiert.

5. Berechnungsbeispiele

Als erstes Beispiel wird eine lineare Aufgabe Ulber eine
Rechteckplatte der Dicke h aus isotropem Material mit dem
Elastizitaitsmodul E und der Querkontraktionszahl
v = 0,3 betrachtet. In der Ebene z = h/2 wirken nur
normaigerichtete Belastungen

o¥2(x,y) = —16q/(mnx?)sin(max/a)sin(nmy/b),

die Ebene z = —h/2 sei belastungsfrei. In Tabelle 1 sind
die Werte fUr die Durchbiegungen w und die Spannungen
Ox, Oy in der Plattenmitte bei z = —h/2, h/2flirm = 1,
fur drei verschiedene n-Werte (n = 1, 3, 5) und 2 verschie-
dene Dicken sowie Plattenabmessungen a und b ange-
flhrt. Die Ergebnisse der Rechnung fielen vollstandig mit
den in [23] angeflihrten zusammen. Diese wurden mit
einem analogen Verfahren fiir lineare Aufgaben erhalten.
In den Rechnungen wurden 10 Stitzpunkte Uber die Plat-
tendicke verwendet.

Als zweites Beispiel soll das nichtlineare elastische Verfor-
mungsverhalten einer quadratischen Platte mit den MaBBen
a=>b = 0,1 m, der Dicke h = 0,01 m analysiert werden.
Die Platte steht in der Ebene z = h/2 unter der Einwirkung
einer normalgerichteten Belastung

0Y3(x,y) = —agsin(nx/a)sin(ry/b)

und in der Ebene z = —h/2 ist sie unbelastet. Das Plat-
tenmaterial sei Graugu3 CH 15-32. Dieser Werkstoff istim
elastischen Zustand isotrop [21]. Der Elastizitatsmodul be-
tragt E = 107 GPa, die Querkontraktionszahl v = 0,22,
die Konstanten in den Gin. (4.4) nehmen die Werte
N = 44undr = 1/(n+1) an. Damit folgt

A = Agz = Agazs = 7,96 - 107N+ Mpa =2\
Atz = Agpzs = Ayzg = —4,34- 107N+

Arziz = Aigiz = Apgs = 6,15 10 EN+4pMpg -2\

Biy = B = By = 7,49- 107 “N*IrMpa~N

Bei der numerischen Lésung wurden die unendlichen
Summen (3.2) durch endliche ersetzt,wobeim=1,...,m*,
n=1,...,n* git. Uber die Plattendicke wurden 10 Ortho-
gonalisierungspunkte angenommen. Beim Berechnen der
Integrale (3.7) wurden die Intervalle [0, a] und [, b] in m*
bzw. n* Abschnitte unterteilt. In jedem Abschnitt wurde mit
drei oder vier Gausspunkten gearbeitet. ;

Die Tabellen 2 und 3 zeigen den Einflu der Auswahl der
GroBen m*, n* in den Reihen (3.2) auf die Berechnungser-
gebnisse fur eine Platte bei einer Belastungvon q =8 MPa.
Die | bezieht sich auf m* = n* = 1, die ll auf m* = n* = 3,
die lll auf m* = n* = 5, { = 2z/h. Die Linearisierung der
Aufgabe erfolgte nur unter Verwendung der iterativen Lo-
sungsverbesserung ohne Parameterveranderung. Als An-
fangsnaherung diente die lineare Ldsung fir g = 8 MPa.
Danach wird so lange iteriert, bis die gréBte relative Abwei-
chung in den Spannungen bei zwei aufeinanderfolgenden
N&herungen nicht kleiner als eine vorgegebene Fehler-
schranke ¢ wird. Durch numerische Experimente wurde
gezeigt, daB fur € = 0,01 im Fall | 16 lterationen notwendig
waren, imFallil = 11 undim Fall lll — 16. Aus den Tabellen
2 und 3 folgt die Begriindung fur die Auswahl der Werte
m* = n* = 3 in den Berechnungen. Alle nachfolgenden Er-

gebnisse wurden fir diese Werte ermittelt. oo



Tabelle 1

Ergebnisse der Losung der linearen Aufgabe fiir Platten bei 2 Varianten der Abomessungen

z wE/(qga) 0,/q o,/q
b/a=1 b/a=2 b/a=1 b/a=2 b/a=1 b/b/a=2
h/a=0,1 n=1
-h/2 -47.,21 -119,2 32,33 68,08 32,33 34,83
h/2 —47,28 -119,2 -32,49 -68,19 -32,49 -35,23
h/a=0,06 n=1
-h/2 -213,3 -543,3 89,18 188,6 89,18 96,5
h/2 -213,4 —-543.3 —-89,43 -188,7 —89,43 -96,9
h/a=0,1 n=3
-h/2 -0,7188 -6,097 1,249 5,262 3,140 8,011
h/2 —0,7433 -6,121 -1,411 -5,382 -3,196 -8,072
h/a=0,06 n=3
-h/2 -3,00 -27,16 3,414 14,53 8,581 22,11
h/2 -3,015 -27,18 -3,566 -14,64 -8,612 -22,17
h/a=0,1 n=>5
-h/2 —0,07742 —-0,7865 0,2607 1,101 0,776 2,508
h/2 —0,09205 -0,8012 -0,375 -1,192 -0,8415 —-2,538
h/a=0,06 n=5
-h/2 -0,2925 -3,364 0,7064 3,019 2,103 6,879
h/2 —-0,3014 -3,373 -0,8079 -3,106 -2,130 —6,899

Bild 2 zeigt die Konvergenz des Iterationsprozesses fiir die
Spannungen o, in zwei Punkten der Platte (x = 0,5 a,
y=0,5b,z=*0,5h) bei q=8MPa. ImPunkt z=0,5h
wird der Maximalwert der Druckspannungen o, erreicht, im
Punkt z = — 0,5 h—das Maximum der Zugspannungen o,.
Es wurden 3 Varianten der iterativen Losung analysiert.
Variante | verwendet als Anfangsnaherung die Lésung der
linearen Aufgabe bei q = 8 MPa, Variante Il — die Ldsung
der nichtlinearen Aufgabe fir g = 7,5 MPa und Variante |i|
- die Lésung der nichtlinearen Aufgabe bei q = 7,8 MPa.
Bei einer Genauigkeit von € = 0,01 wurde die Konvergenz
im Fall | bei 11 lterationen erreicht, im Fall Il und Ill — bei
9 lterationen. Es sei angemerkt, daB fir die Ermittiung der

218

Anfangsnaherungen in den Féllen Il und lll 11 Ilterationen
notwendig waren. Dabei war im Fall |l die 0. Iteration die li-
neare Lésung fur 7,5 MPa, im Fall Il die lineare Lésung bei
q = 7,8 MPa. Folglich kann man feststellen, daB erstens
unabhéangig von der Linearisierungsmethode die gleichen
Ergebnisse fir q = 8 MPa erreicht wurden und zweitens
die Kombination mit dem Parameterfortsetzungsverfahren
fur t = q bis zum Wert g = 8 MPa mititerativen Verbesse-
rungen der Losungen bei jedem t-Wert (Variante Il und 11)
zu einer wesentlichen Aufwandserh6hung im Vergleich zur
Variante | fihrt. Ungeachtet dessen kann der Iterationspro-
zefl im Rahmen der Variante | bei groBen g-Werten diver-
gieren.



Tabelle 2

Verteilung der Spannung oxund Verschiebung w im Punkty = 0,5b,

z = —h/2 entlang der Koordinaten x bei einer Belastung
q=8MPa
x/a Oy, MPa w-10%, m
| ] il | il 1]
0,1 34,1 43,3 43,3 -8,34 -780 -750
0,2 64,9 76,4 75,7 -159 -151 -—15,1
0,3 89,3 95,0 83,7 -21,8 -209 -209
0,4 105 102 104 -257 -247 247
0,5 110 103 107 -270 -260 -026
Tabelle 3
Spannungsverteilung Uber die Dicke o, und o, im Punkt
x=05a y=05b fir q=8MPa
o Oy, MPa 001077, MPa’
| ] i | ] i
-1 110 103 107 0,463 0,433 0,449
-0,5 789 78,5 77,5 0,333 0331 0,327
0 9,05 10,9 10,7 0,0469 0,0533 0,0528
0,5 -79.6 -778 -77,8 0,0682 0,0670 0,0668
1 -171 -168 -168 0,172 0,169 0,168
0Oy MPa
1
2
—
Z=05h
150
NS
\/\/ 22-05h
2
1
50
0] 3 5 9 Kj
Bild 2

Abhangigkeit der Spannung in der Plattenmitte von der Anzahl der

lterationen bei q = 8 MPa

|ox | MPa
/2/
y.v4
150 / 7
/a !
100 :
S
//‘
50 / =z
0 25 5 75 q,MPa.

Bild 3

Abhangigkeit der Spannung in der Plattenmitte vom Amplituden-
wert der Belastung

€, -10*% €, -10"

Bild 4
Verteilung der Deformationen iiber die Dicke in der Plattenmitte
bei g = 6 MPa

Auf den Bildern 3 bis 8 sind mit Vollinien die Ergebnisse”
verschiedener Berechnungen fir Platten aus Material,
welches von der Belastungsrichtung abhangt, dargestelit.
Zum Vergleich wurden Ergebnisse analoger Rechnungen,
die auf der Grundlage anderer Modelle durchgefuhrt wur-
den, angegeben. Die Strich-Punkt-Linie gibt die lineare
Rechnung an, die Punkt-Linie entspricht einer nichtlinea-
ren elastischen Rechnung unter der Voraussetzung des
identischen Zug-Druck-Verhaltens

N=44, r=1/(N+1)

Av111 = Agopp = Agaas = 1,28 - 107 B +2NIMpa ~2\
Atz = Azzza = Ayizz = 5,00 - 107C+2W

A2z = Ayaia = Aggzs = 6,15 - 10~ “+2NI\pg 2N
Bi1=Bap=Bsx=0
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Bild 5

Anderungen der Deformationen tiber die Dicke in der Plattenmitte
bei q = 8,92 MPa

¢, MPa
N,
\,
N\
80 \\ %
\ .
40
0
-40 \
A\
N\
-80 \\. =1
\.
-05 0 £
Bild 6

Spannungsverteilung iiber die Dicke in der Plattenmitte bei
q =6 MPa

o, MPa 0z,MPa

180

-200
-0,5 0 4

Bild7
Anderungen der Spannungen iiber die Dicke in der Plattenmitte
bei g = 8,92 MPa

W 10% m

Bild 8
Verteilung der Normalverschiebungen bei z = 0, y = b/2 entlang
der x-Koordinaten bei g = 6 MPa (1) und q = 8,92 MPa (2)

Aus Bild 3 folgt, daB der EinfluB der Belastungsrichtung in
den wesentlichen Unterschieden der Absolutwerte der
Spannungen fiir den Zug(1)- und Druck(2)-Bereich
(z = £0,5 h) zum Ausdruck kommt. Komplizierte Effekte
treten auch fur die tibrigen Parameter des Spannungs-De-
formationszustandes der Platte auf. U. a. wirkt sich die Ab-
hangigkeit von der Belastungsrichtung stérker auf die Deh-
nungen ¢, als auf die Dehnungen ¢, aus. Auf Bild 9 sind in
den 4 Quadranten unterschiedliche Berechnungsergeb-
nisse fur die dquivalenten Spannungen o, angegeben. Die
Quadranten |, Il entsprechen einer Rechnung unter vor-
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Bild9
Isolinien o, - 10'~" = konst bei q = 6 MPa ([o,] = MPa')

ausgesetzter Belastungsrichtungsunabhangigkeit, I, 1V
bei Belastungsrichtungsabhangigkeit (I, IV — z = —0,5 h,
Il, Il — z = 0,5 h). Charakteristisch ist, daB die Ergebnisse
fur die Falle I, Il praktisch zusammenfallen, wahrend die
Félle I, IV wesentliche Unterschiede aufweisen. In den
Féllen 1, ll, IV wird das Maximum in der Plattenmitte er-
reicht, im Fall lll im Eckpunkt,

Die Beispiele zeigen die Notwendigkeit der Beriicksichti-
gung der Belastungsrichtungsabhangigkeit bei Berech-
nungen von Konstruktionselementen aus Werkstoffen mit
belstungsrichtungsabhangigem Verhalten in raumlicher
Formulierung.
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