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Numerische Simulation des stationaren 2D- und 3D-Warme- und
Stofftransports mittels Stromliniendiffusion — FEM

G. Lube, D. WeiB

1. Einleitung

Wir betrachten die numerische Simulation von station&ren
Diffusions- und Konvektions-Reaktions-Vorgéangen

(Lu) (x) : = — ediv(a(x) grad u) + b(x) * grad u + c(x) u=
=f(x) in Q
ulp = g,(xk, — = g,(x),
1 a F2
(1)
:Tu + h(x) [u—g3(x)] =0

4 3

mit 32=T, UT,UT,, I\NT,=0, i %]

dem dulReren Normaleneinheitsvektor n= (n1 Ny, n3) und

in einem beschrankten, zusammenhangenden Gebiet Q
des R®. Hinsichtlich spezieller Beispiele verweisen wir z. B.
auf [19]. Ferner entstehen Probleme (1) bei der iterativen
Aufibsung von gekoppelten Wé&rme-Stofftransport-Vor-
gangen (vgl. z. B. [4]).

Es wird eine robuste Finite-Element-Methode (FEM) ange-
strebt, die sowohlim diffusionsdominanten Grenzfall (etwa
fur die Poisson-Gleichung) als auch im konvektionsdomi-
nanten Fall (im Grenzfall € = 0 das reine Konvektion-Re-
aktion-Problem) gute Naherungswerte liefert. Als dazu ge-
eignet haben sich in letzter Zeit stabilisierte Galerkin-Ver-
fahren erwiesen, bei denen zur Standard-Galerkin-Varia-
tionsformulierung bestimmte Zusatzterme addiert werden.
In diesen Zusatztermen wird der Defekt Lu — f element-
weise durch Testfunktionen der Form 8¢ b - Vwp, (Stromli-
niendiffusion-FEM [8], [9], [13], [18]) bzw. SUPG ([7], [11])
oder &k Lwy, (Galerkin/least squares [7], [10], [12]) gete-
stet.

An den angegebenen Literaturstellen findet man Aussa-
gen fur konforme FEM zur mathematischen Absicherung
der Verfahren (Existenz, Eindeutigkeit, Stabilitat, Konver-
genzaussagen). Besonders wertvoll sind lokale Fehlerab-
schatzungen auBerhalb von Grenzschichtbereichen, die
gleichmaBig beziiglich des Parameters ¢ gelten [13] bis
[15], [18].

Gegenstand vorliegender Mitteilung ist der Test der Strom-
liniendiffusion-FEM an 3D-Modellaufgaben, insbesondere
um Aussagen Uber die Wahl der Parameter 8x zu gewin-

nen. Aus der Literatur (z. B. [6], [8], [9], [11], [16], [18], [20])
sind den Autoren nur 2D-Testrechnungen bekannt. Femer
werden stickweise lineare Ansatzfunktionen sowohl fir
konforme als auch nichtkonforme Tetraedervernetzungen
untersucht. Erstmalig konnte in [2], [3] fiir die Poisson-Glei-
chung die Voraussetzung abgeschwacht werden, daB Te-
traeder der Vernetzung, die mehr als einen Punkt gemein-
sam haben, sich in entsprechenden Kanten vollstindig be-
rGhren missen. Es zeigt sich, daB dieser Effekt mit gewis-
ser Vorsicht auch im konvektionsdominanten Fall richtig
bleibt.

2. Finite-Element-Methode

Die Ublichen Galerkin-FEM (vergl. [1]) gehen von der Va-
riationsformulierung der Aufgabe (1) aus:

VveV, } (2

Dabei ist V der Sobolev-Raum H'(Q) der Funktionen tiber
Q, deren (veraligemeinerte) Ableitungen quadratisch inte-
grierbar sind, d. h.

a(u, v) = f(v)

U—§1EVO.

(J1VV|2d) "2 <w
Q

und V, die Teilmenge von V von Funktionen, die aufI"; ver-
schwinden. §, ist eine glatte Fortsetzung der Randwerte g
aufT',in 8.

Ferner bezeichnen
3 du 9
a(uvl:=¢€ [ Z aij(x) — dx +
Q ij=1 ax]- X;

3 ou
+ [(Z b(x) — + c(x) u)vdx+
Q OX,

i=1 X;
+ € [ hix)uvds (3)
F3
flv):= [ f(x)vdx + € [ h(x) gs(x) vds +
Q 1"3
+te [ gz(x) v ds. (4)
FZ
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Far die numerische L8sung von (1) bzw. (2) gehen wir von
einer Zerlegung t; des Gebietes Q in Superelemente (He-
xaeder) K* aus

Q= uU K", K* € Ty,

wobei jedes Hexaeder im Normalfall wieder in finf Tetra-
eder K zerlegt wird (vgl. Bild 1).

Bemerkung 1: Zur Anpassung an das Grundgebiet kdnnen
dabei einzelne Superelemente entarten, wobei mehrere
Tetraederecken zusammenfallen. Im Netz ist dabei prak-
tisch der Ubergang zwischen Superelementen mit vier bis
acht Eckpunkten sinnvoll. Je nach Entartung wird dann ein
Element K* in bis zu vier Tetraeder zerlegt, so daB

Q= UK, Kety »

Bemerkung 2: Der ebene Fall wird dadurch als Spezialfall im
3D-Programm realisiert, daB man mit einer , Schicht” von Su-
perelementen rechnet und auf der Unter- sowie Oberseite der
Schicht die Bedingung 3u/an, = 0 stellt.

Wir unterscheiden zwei verschiedene Zerlegungen (vgl.
Bild 1) und wéhlen stiickweise linears Ansatzfunktionen
geman
Vh={VhEV°ZVhJKEP1(K) VKETh)

(d. h. die Einschrankung aller vy, auf jedes einzelne Tetrae-
der ist ein Polynom 1. Grades).

Fé
N\ S
o ’ /
B A /
NP /
<~
NN /
\ N
N
N
Typ B

Bild 1

Fir konforme Verfahren, d. h. V,, < V, hat man die Stetig-
keit aller Elemente von V}, zu sichern {iber die Annahmen

a) Die Freiheitsgrade der Ansitze sind die Funktions-
werte in den Eckpunkten. Funktionswerte benachbar-
ter Tetraeder stimmen in den Eckpunkten Uberein.

b) Zwei verschiedene Tetraeder mit gemeinsamen Eck-
punkten haben entweder genau einen Eckpunkt oder

genau eine Kante oder genau eine Tetraederfliche ge-
meinsam.

Diese Bedingungen gelten innerhalb der oben konstru-
ierten Superelemente. Die Zusammensetzung gleicharti-
ger Superelemente vom Typ A bzw. Typ B verletzt aber
Forderung b), da die Diagonalen benachbarter Hexaeder
(Tetraederkanten) sich kreuzen. Eine solche Vernetzung
bezeichnen wir als nichtkonform (vgl. Bild 2). Fr konforme
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TypA
konform nichtkonform
Bild 2

Varianten werden schachbrettartig raumlich abwechselnd
Superelemente vom Typ A und B aneinandergesetzt (vgl.
Bild 2).

Da die nichtkonformen Ansatzfunktionen nicht stetig sind,
sind ihre Gradienten nicht integrierbar. Statt (2) — (4) be-
trachten wir das Ndherungsproblem

h _ h
a, (uh,vh) = f0 A4 v, € Vh
(5)
uy € Vh
mit
ou 9
ag(u,v):= 2 [ e Ea”——v+
K’ET; K* i) E)xj 9x;
ou
+ (Zb — + cu)v]dx +
i 'axi
+ 2 € 1 huvds (6)
K'ET; I, Nak”
0 = X [ ffudx +
K er, K
(7)
+ e hgavds +€e [ gzvds].
r,nak’ r,NaK

Die Stromliniendiffusion-Modifikation der Galerkin-Formu-
lierung (5) — (7) besteht in der Addition eines gewichteten
Defekitermes:

ag (uy,v) = 8 (v,) Vv, €V,
(8)
uhG Vh
mit
ag (u,v) : = ag (u,v) + z J(Lu) 6K(b.' Vv)dx
K'er K

(9)

fe = fhw + 3 [£8, (b Vv)dx,
K'er k'
(10)

Das Problem (8) — (10) stellt eine konsistente Anderung
des Galerkin-Problems (5) — (7) dar, denn fiir hinreichend
glatte Lésungen von (1) bzw. (2) verschwindet der Defekt
Lu — f elementweise.



Im konformen Fal fallen fiir u, v € V, ah(u, v) und a,(u, v)
zusammen. Zur Bewertung des Verfahrens (8) — (10) be-
nutzen wir die folgenden Normen:

2
lulf, = = [ IVul”dx,
' Ker «
2 2
lull; = J (u(x)) dx (11)
Q
2
Mull = e lully, 2+ ul? +
+ = J 8, [b* Vu)?dx (12)
K'er: K
lull = sup Julx)], (13)
= Q

die fir alle Funktionen aus V, oder V,, definiert sind.

Im konformen Fall wurden bereits in [18] folgende Resul-
tate fliir 9Q =T, gy = 0 erzielt: Fiir c — 1/2divb=¢,>0
gilt bei der Wahl der upwind-Faktoren &x gemaB

0<edx<Chyg? (mithinr. kieinem C) (14)

die Stabilitdtsabschatzung
lunllls=C lIfllo (15)

ind das Konvergenzresuitat
|||u—uh|||aSCh3’2|u|2. (16)

falls zusatzlich die (veraligemeinerten) 2. Ableitungen qua-
dratisch integrierbar sind, d. h.
iz = 2 f %2 dx < e,

<2 Q
Bei Losungen mit Grenzschichten hat man im allgemeinen
Fall nur die Abschatzung |u|, < C e™%2, so daB (16) fiir
€ = h unbrauchbar wird. Daher sind lokale Fehlerabscht-
zungen auBerhalb von Grenzschichtbereichen von beson-
derem Wert [13] bis [15], [18]. Sie zeigen, daB sich lokale
(tatsachlich auftretende) Oszillationen in Grenzschichten
nicht beliebig ins Gebietsinnere fortpflanzen. Letzeres ist
fur das Galerkin-Verfahren (8« = 0) oft zu beobachten (vgl.
Beispiel 1).

Offen sind im 3D-Fall optimale L.-Abschétzungen. In [16]
wurde auch der Effekt numerischer Integration betrachtet.
Interpoliert man die Funktionen a;(.),c(.) und f(.) element-
weise konstant und bj(.) elementweise linear und integriert
die entstehenden Integrale mittels geeigneter Quadratur-
formeln exakt, so bleibt die Fehlerordnung (16) gliltig.

Die mathematische Absicherung der nichtkonformen Me-
thode wurde fir die Poisson-Gleichung in [2], [3] betrach-
tet. Man findet die Stabilitatsaussage ||un||1n < C |||l
und das Konvergenzresultat

lu-unllsn=Ch|u|. a7

im Spezialfall 3Q = T',. Eine Ubertragung der Stabilitatsre-
sultate (15), (16) auf den konvektionsdominanten Fall wird
in [17] betrachtet.

Man beachte, daB die Stabilitdts- und Konvergenzaussa-
gen (15), (16) auf dem vollen (&, h)-Spektrum gelten, sofern
nur Bedingung (14) erfillt ist.

3. Wahl der upwind-Parameter &y

Die Robustheit der Stromliniendiffusion-FEM wird wesent-
lich durch die Wahl der upwind-Parameter dx beeinfluBt.
Einerseits genligt der fir die mathematische Untersu-
chung notwendigen Bedingung (14) eine groBe Klasse von
Parametern d, so z. B. die in [18] vorgeschlagene Wahl

dx=08=Ch, fallse<h;

d¢=8=0,fallse>h V K* € th. (18)

Andererseits kann man fiir sehr einfache ein- und zweidi-
mensionale Probleme mit konstanten Koeffizienten zei-
gen, daB die Wahl 6 = dk(ok) in Abh&ngigkeit von der lo-
kalen Peclet-Zahl gx := hx | b|/(2¢) sogar zu knotenex-
akten Ldsungen fiihren kann mit

bhe :
5, o= (coth p, — p,~ ). (19)
K 2 |b| K K

In vorliegender Arbeit wurde in Anlehnung an [19] ein Bil-
dungsgesetz der Form

Pk

(coth p — p, ") (20)

mit dem Anpassungsfaktor * zugrunde gelegt (vgl. Bild 3).
Somit paBt sich das Verfahren (8) — (10) lokal an das Ver-
haltnis von Diffusions- und konvektiven Einfliissen an.

. — (24)
2lbd g —— (0)

> hi[Bye |
-~ &,,-"TE_K_.
Bild 3

Aus rechentechnischen Griinden wurde vereinfachend
das asymptotische Gesetz (vgl. Bild 3)

0, falls |’5K| = 0 auf K*
5 = 6* * h

Mk . { hi by
- min< 1; ,
2|b,| 6€

falls [b | > 0 auf K*

2u?K|
hy i'=  ——
Z by * Vwl
I
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3
bel” = Z b <,
K = ]
~ 4 K
b = )y 5:= Z blx})/4 (21)

i=1

(vgl. [20]) verwendet. Dabei sind x¥, i = 1, ..., 4 die Eck-
punkte des aktuellen Tetraeders K*. In den Testrechnun-
gen von § 4 wurde der Faktor 8* variiert.

4. Auswertung von Testrechnungen

Zur Bewertung der numerischen L&sung werden folgende
diskreten FehlergroBen herangezogen:

M
lu=upllyy, = M7 2 [u—u)ix)1)) " (22)
' i=1
Hu—u (x )l
||U—Uh||°° D= max —_—_—, (23)
M arm T ulx) |

wobei x;,i = 1,..., M die Menge der Knoten des FEM-Net-
zes durchiauft. Wenn keine exakte Lésung u zur Verfii-
gung steht, wird eine geeignete asymptotische Naherung
im Fall 0 < e << 1 als Vergleichlésung benutzt [5].

In [2] wurde als typisches diffusionsdominantes Beispiel
die Poisson-Gleichung

-Au=f in QCR® }
u=g auf 0Q =T, (24)

mittels Galerkin-Verfahren (6 = d = 0) fir verschiedene
Grundgebiete Q (z. B. halbiertes S- bzw. T-férmig gestalte-
tes Rohr) geldst. Die Wahl 8¢ = 0 entspricht fiir Problem
(24) gerade der Parametersetzung gemas (20) bzw. (21).
Hinsichtlich der FehlermaBe (22), (23) wurden fiir das kon-
forme Verfahren die theoretischen Aussagen bestatigt.
Beim nichtkonformen Verfahren ergaben sich demgegen-
Uber teilweise splirbar bessere Resultate.

Im Fall I'; # 0 ist teilweise die konforme Methode der nicht-
konformen tiberlegen.

Far den konvektionsdominanten Fall 0 < € << 1 von Pro-
blem (1) betrachten wir zunachst ein 2D-Problem.

Beispiel 1:

— €A u + (cosa, sina) - Vu=0in Q = (0,1) x (0,1)
Randbedingungen gemas Bild 4

Die Losung ist durch eine innere Grenzschicht entlang der
Stromlinie T's und eine Randgrenzschicht T, charakteri-
siert. In diesem Sinne ist Beispiel 1 als anspruchsvolle
Testaufgabe bekannt [6], [8], [11], [20].

Bild 5 zeigt die numerische Lésung fiir e = 1076, h = 0.05,
a = 22.5°(d. h. die Transportrichtung fallt nicht mit Kanten
der Vernetzung zusammen) fur das konforme Verfahren
bei verschiedenen 8*-Werten. Beim Ubergang zum Galer-
kin-Verfahren 8" = 0 (vgl. Abb. 5a, 8* = 0.05) wird die Lo-
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Bild 4 /‘

sung durch globale Oszillationen unbrauchbar. Fur
mittlere Werte von &* (vgl. Abb. 5b — 5d) wird die innere
Grenzschicht scharf lokalisiert, und leichte Oszillationen
der LOsung breiten sich in der Tat nicht im Strémungsge-
biet aus. Wéchst 8" an (vgl. Abb. 5e, 5f), so werden zwar
die Oszillationen in den Grenzschichten ausgedampft, je-
doch ,verschmieren” die Grenzschichten zunehmend mit
wachsendem &*.

Gegenuber den Angaben in [8], [11], [20] solite ein etwas
gréBerer Wert von 8* = (1.5 ... 2.0) gewahit werden. Ist
man an der genauen Aufldsung der Grenzschichten inter-

essiert, solite man eine Netzverfeinerung in Grenzschicht-
néhe vornehmen (vgl. auch Beispiel 3).

Die Aussagen bleiben auch bei nichtkonformen Elementen
tendentiell richtig, jedoch wird die Randgrenzschicht mit
wachsendem &* starker ,verschmiert” als im konformen
Fall.

Fur den konvektionsdominanten 3D-Fall von Problem (1)
wurde zundchst ein Beispiel mit polynomialer Lésung be-
handelt.

Beispiel 2:

Q=(0,1)x(0,1)x(0,1), 3Q = T

aji(x) = 3, b(x) = (1,1,1),c(x) =0

u(x) = 2x3(xz + X3) — 3x3(X + Xa) + 5x3(x; + o) — 7x5 +
+ 4x;° + x3°

Bild 6 zeigt fir € = 107° das Verhalten der mittleren qua-
dratischen Abweichung (22) in Abhangigkeit von den Para-
metern h (&quidistante Vernetzung) und 6* (vgl. § 3) fiir das
konforme (K) bzw. nichtkonforme (NK) Verfahren.

Zunéchst ist (vor allem fir grobe Vernetzungen) erkenn-
bar, daB die Lésungen fiir 8 — 0, d. h. im Grenzfall fiir
das Galerkin-Verfahren, unbrauchbar werden. Der Uber-
gang zum Stromliniendiffusion-Verfahren ist also wie bei
Beispiel 1 wesentlich. Wahrend beim konformen Verfah-
ren sich fir 8* > 1 sehr schnell eine stabile FehlergréBe
einstellt, ist dieses Verhalten beim nichtkonformen Verfah-
ren erst fir groBere Werte von &* der Fall. Das nichtkon-
forme Verfahren liefert in diesem Beispiel eine genauere
Losung fur groBere 6*-Werte. Diese Aussage ist auch fir
den maximalen relativen Fehler (23) und fir ein gréBeres
e-Spektrum (getestet fir € < 10~°) korrekt.



a) 8" =0.05 b) 8" =1.0
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e) 6* = 5.0 f) éi - 20.0

Bild 5 a—f
Numerische Lésung von Beispiel 1
e=10"% h =005, a =225°
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i
h= 0161 (NK)
L \ \‘/
7~ \\“ - > - - h=0.25 (K)
0.04 4 e h=0.425 (NK)
PN
— \ - - —a “ha= 0,467 (K)
4 h=0.0% (NK)
0-02 o \\\( . . 125 (K)
— h=0.
ST Bild 6
! =~ -
—— > e h = 0.0 (K) Mittlere  quadratische
. . . . N - J* Abweichung in Beispiel 2,
4 8 2 16 e=10"*
Tabelle 1:
FehlermaBe (22), (23) fir Beispiel 2, ¢ = 10~
& 1.0 1.5
h el on Rate el =n Rate llellon Rate lle]] n Rate
.E 025 0.0465 —_ 0.0968 —_ 0.0469 _ 0.0975 e
£ o0.167 0.0272 1.25 0.0796 0.51 0.0272 1.27 0.0775 0.53
.§ 0.125 0.0172 1.58 0.0623 0.76 0.0172 1.58 0.0621 0.77
% 025 0.0867 - 0.1200 s 0.0631 - 0.0818 —
g 0.167 0.0656 0.65 0.1290 -0.17 0.0531 0.40 0.1130 -0.75
T 0.125 0.0513 0.85 0.1010 0.84 0.0438 0.66 0.0796 1.21
& 10.0
h llellon Rate [le |l on Rate
0.25 0.0468 — 0.0953 —_ 13
*0.167 0.0264 1.33 0.0755 0.80 %
0.125 0.0165 1.62 0.0606 0.76 g
0.25 0.0112 —_ 0.0230 _
0.167 0.0066 1.23 0.0145 1.07 £z
0.125 0.0066 0.00 0.0140 0.12 -

In der Tabelle 1 werden numerische Konvergenzraten fiir
ausgewahite Werte von 8" und die FehlermaBe (22), (23)
angegeben. Dabeiiste : = u — u,

Die fiir den diskreten L,-Fehler (22) ermittelten Konver-
genzraten liegen im Rahmen der theoretisch erwarteten
L.-Rate flir die numerische Lésung gemaB (16).

Die L&sung des nachfolgenden Beispiels ist durch Grenz-
schichten in Randnéhe gekennzeichnet.

Beispiel 3: ‘

Q=(0,1)x(0,1)x(0,1), 3R =T,

aj(x) = dy, b(x) = (1,1, 1), ¢(x) = 0,

f(X) = XXz + X1X3 + X1 X2
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Die asymptotische Approximation

U(X) = X4X2X3 — XaXa@Xp((X; — 1)/€) — Xy Xaexp(x, — 1)/e) —
— X1X2eXp((X3 — 1)/g)

der exakten Ldsung weist exponentiell schnell abklin-
gende Grenzschichtterme bei x; = 1, i = 1, 2, 3 auf. Zur
besseren Approximation wurde das Netz durch eine loga-
rithmische Verteilung der Knoten (jeweils in x;-Richtung) in
Grenzschichtnahe verfeinert.

Bilder 7 bzw. 8 veranschaulichen die Abhangigkeit der
FehlermaBe (22) und (23) von der Netzdichte (N — Zahl der
Superelemente) und &*.



040 t Na 8 (NK)

006

0.02 ¢+

Bild7
FehlermaB (22) fiir Beispiel 3, € = 107

| e ll.g'h

Bild 8
FehlermaB (23) fiir Beispiel 3, ¢ = 107°

Ubereinstimmend werden die FehlergroBen etwa fiir
8" = 1.5 minimal, wahrend sie fir 8* — 0 und groBe &*-
Werte sehr stark wachsen (insbesondere ||[u — up|| «p).
Bemerkenswert ist, daB die Bildungsvorschrift (20) fir
im 1D-Fall gerade auf der Analyse von Grenzschichtter-
men wie in Beispiel 3 basiert und auf hdherdimensionale
Aufgaben heuristisch verallgemeinert wurde. Obige Er-
gebnisse lassen vermuten, daB im 3D-Fall der Standard-
wert 8" = 1.0 [20] (fir den ebenen Fall) etwas groBer ge-
wahlt werden solite.

Die nachfolgenden Beispiele beziehen sich auf Transport-
probleme in krummlinigen Strémungsfeldemn. Fur zweidi-
mensionale Aufgaben ist bekannt, daB die Stromliniendif-
fusion-FEM im Gegensatz zu anderen Verfahren (z. B. ,full
upwind” oder ,hybride-upwind”-FEM) eine geringe nume-
rische Diffusion quer zur Transportrichtung (,crosswind
diffusion”) aufweist [6] bis [9], [16].

Beispiel 4:
Q=(0,1)x(0,1)x(0,1), 3Q=T,u T,
aj(x) = 8y, b(x) = (—x2, X3, 0), ¢(x) = f(x) =0

sin(mtx,) sin(mx,, falls x € 9Q, x, =0
Tiux) = {

0, falls x e 9Q auBer x, = 0 bzw. x, =0
I'2:3u/3n =0, falls x;, =0, 0 < Xp, X3 < 1
Bild 9 zeigt fiir e = 1078, h = 0.1 (&quidistantes Gitter) das
bei x, = 0 vorgegebene Sinusprofil sowie das bei x; = 0
erscheinende (entlang der Linien x,2 + x,> = konst.,
X3 = konst. transportierte) fast unverfalschte Lésungspro-

fil. Die Aussage ist robust mindestens auf einem Spektrum
0=<9%" =< 10.

Beispiel 5:
Q (vergleiche Abb. 10), 3Q =T, v T,

r2=((x;2+ x22)""2 - 0.8)% + x5°

1,falls x,=0, 0 <r=<0.02
Iy:ux) = {

0,falls x,=0,0.02<r=<0.2
I';:9u/on =0, falls x 3Q sonst, x, > 0
235



Eingangsprofil bei x, = 0 Ausgangsprofil bei x; = 0
(0.1 =xy,%x3=< 0.9) (0.1 =xy1x3=<0.9)

Bild 9
Beispiel 4, e = 107%, h = 0,1, 8* = 2,0

os 1.0 Xy

Bild 10
b) Gebiet fur Beispiel 5 (Rohrkriimmer) und
b) ,grobes” FEM-Netz (6 x 6 x 6 Elemente)

Bild 11
Beispiel 5, ¢ = 1076, &* = 2,0, ,feine” Vernetzung analog
Bild 11 (10 x 10 x 20 Elemente)
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Das in radialer Richtung logarithmische Netz ist in der
Rohrmitte verdichtet. Bild 11 zeigt das Eingangsprofil bei
Xz = 0 sowie das entlang der Linien r = konst. transpor-
tierte, bei x; = 0 erscheinende Ausgangsprofil.

Far ein breites 8*-Spektrum zeigt sich, daB das vorgege-
bene Profil qualitativ korrekt transportiert wird. Die Amplitu-
denverfalschung aufgrund lokaler Oszillationen bei
0 =r = 0.02 liegt bei ca. 3 %.

Die Beispiele 4 und 5 belegen, daB tatsachlich numerische
Diffusionseffekte quer zur Strémungsrichtung bei der
Stromliniendiffusion-FEM gering sind.

5. SchluBfolgerungen

Ausgewéhlite Testrechnungen zeigen, daB die in [2], [3] fur
das Poisson-Problem berichtete Verwendung sowohl kon-
former als auch nichtkonformer, stiickweise linearer FEM-
Ansétze bei konvektionsdominanten Warme- oder Stoff-
transportproblemen im 3D-Fall ebenfalls mdglich ist. We-
sentlich ist dabei eine Stromliniendiffusion-Modifikation
der Ublichen Galerkin-FEM. Die Anpassung an das Ver-
héltnis diffusiver und konvektiver Einfliisse wird lokal durch
geeignete Wahl von upwind-Faktoren 8, geméB (21) ge-
steuert. Aus den Testbeispielen 148t sich im 3D-Fall ein Pa-
rameterwert 8" = 1.5 ... 2.0 empfehlen, der etwas hdher
als der fir den ebenen Fall mit 8* = 1.0 in [20] vorgege-
bene Wert liegt.

Die Stromliniendiffusion-FEM ist durch die im Algorithmus
vorliegende lokale Anpassungsstrategie auch robust ge-
genuber lokal stark variierendem Verhaltnis von Diffusion
und Konvektion, wie es fur reale Strémungsprobleme der
Fall ist.
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