
TECHNISCHE MECHgANlK11(1990)Heft4

Manusknptemgang: 25. 3. 1990

 

Ein Beitrag zur expliziten Ermittlung symbolischer Matrizen

in der Technischen Mechanik

Gunnar Zessin

1. Symbolmanipulation

Die Verwendung von Computern zurAusführung von auf-

wendigen symbolischen Fiechenoperationen ist seit den

50er Jahren in verschiedensten Vlfissenschaftsgebieten

Praxis geworden.

Für diese Art Rechnemutzung haben sich verschiedene

Bezeichnungen eingebürgert, wie symbolische und alge-

braische Manipulation, Computer-Algebra oder auch For-

melmanipulation, wobei diese Begriffe zuweilen unter-

schiedlichen Aufgabenbereichen zugeordnet werden.

Einige der bisher entwickelten Manipulationssprachen

bzw. -systeme haben inzwischen einen relativ großen Ver-

breitungskreis gefunden.

Die Entwicklungsgeschichte solcher führenden Sprachen

und Systeme wird z. B. in [1], [2] und [4] beschrieben. Eine

Übersicht gebräuchlicher Systeme liefert [5]. Klassifizie-

rungen der Systeme sind unter anderem möglich nach

Verwendungszweck, Leistungsumfang und Nutzerfreund-

Iichkeit. In [2] wird eine Einteilung, bezogen auf die Spra-

chebene, in 3 Gruppen vorgenommen:

— Nutzung eines Prozedurpaketes, geschrieben in einer—

häufig numerisch orientierten — Programmiersprache.

— Nutzung einer Wirtssprache, wobei alle Fähigkeiten der

Wirtssprache zur Programmierungstechnik vollständig

zur Verfügung stehen.

- Problemorientierte (eigenständige) Programmierungs-

sprachen.

Anwendungsmöglichkeiten findet man sowohl in der Che-

mie, der Biologie und der Physik als auch in der Mathema-

tik und in den Computerwissenschaften ([6] und [7]).

2. Symbolmanipulation in der Festkör-

permechanik

In [8] wurde noch 1979 konstatiert, daßComputer-Algebra—

Systeme in der Festkörpermechanik im Vergleich zu ande-

ren physikalischen Disziplinen nur zögernd Eingang fin-

den. Neben üblichen Berührungsängsten ist dies sicher

vor allem dem Umstand geschuldet, daß es für erfahrene

Programmierer durchaus möglich ist, in verschiedenen

Bereichen Formelmanipulationen durch effektive numeri-

sche Berechnungen zu umgehen.

Jedoch sind besonders seit Ende der 60er Jahre auch Be-

strebungen dokumentiert, die Formulierung von charakte-

ristischen Matrizen im Rahmen von Matrizenmethoden wie

der Finite-Elemente-Methode (FEM) durch symbolische

Computerrechnungen zu unterstützen. Neben der Orien-

tierung auf Matrizenmanipulationen ist hier im allgemeinen

auch die Generierung der Ergebnisse im Code einer be-
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stimmten Programmiersprache (meist FORTRAN) typisch

l9].

Einen Abriß von Anwendungsmöglichkeiten innerhalb der

FEM zeigt [10].

Genutzt werden sehr verschiedene Systeme. Am häufig-

sten erwähnt wird die Anwendung von MACSYMAIVA-

XIMA, das das 2. Z. am höchsten entwickelte System dar-

stellt (z. B. in [8], [9], [11] bis [13]). Es entstand auf der

Grundlage von LISP und ist nur auf wenigen Computern

verfügbar.

Einige weitere Anwendungsbeispiele sollen im folgenden

ohne Anspruch auf Vollständigkeit erwähnt werden:

— FORMULAALGOL ([14]) : eine Erweiterung von ALGOL

— FORMAC ([15] bis [17]): nutzt als Wirtssprache

FORTRAN oder PL/1

— REDUCE ([9] und [18]): eine eigenständige Program-

miersprache, deren Entwicklung an LISP angelehnt

wurde. HEDUCE ist das wohl am weitesten verbreitete

Sprachsystem der Computer-Algebra und kann auf fast

allen Hauptmodellen der Groß- oder Mikrorechner ver-

wendt werden.

— CAL ([19]): ein Computer-Analysis-System unter Ver-

wendung von FORTRAN

— ALTRAN ([20]): eine Sprache zur Manipulation von Po-

Iynomen mit FORTRAN als Wirtssprache

-— ALGOL-Prozeduren ([21])

— FORTRAN-Prozeduren ([22] bis [24])

Dabei reichen die Beispiele von der Ausführung spezieller

mathematischer Operationen (wie lntegration) bis zu kom-

pletten Generatoren von Steifigkeits- oder Massenmatri-

zen für bestimmte FEM—Varianten.

Bei letzterem kontrastiert der Grad der Automatisation der

Prozesse zwangsläufig mit der Möglichkeit, Matrizen für

verschiedenartige Elementtypen ermitteln zu können.

3. Ein modulares Konzept

Da sich wahrscheinlich kein Nutzer permanent mit der Her-

leitung von FEM-Matrizen beschäftigt, ist es sicher zu ak-

zeptieren, wenn auf die durchgängige Automatisierung

verzichtet wird. Dadurch ist es dann auch eher möglich,

diese Systeme modular aufzubauen, so daß der Zugang

zu unterschiedlichen FEM-erfahren wie auch zu anderen

Matrizenmethoden erfolgen kann.

Hauptzweck eines solchen Systems ist die Erledigung mo—

notoner, zeitaufwendiger und fehleranfälliger Routinear-

beiten. Unter Umständen wird die Ausführung dieser Ar-

beiten durch die Symbolmanipulation erst möglich ge-

macht.



Die Anzahl der notwendigen Module ist begrenzt. Sie

könnten folgende Funktionen beinhalten:

—- Multiplikation

Addition/Subtraktion

Inversion

Integration

Differentiation

Vereinfachungen

—- Ausgabe

— Servicefunktionen (Codierung, Vergleiche u. a.)

Auf obige Gliederung greift ein Prozedurpaket zurück, das

vom Autor entwickelt wurde. Dabei handelt es sich um ein

ngputergestütztes Programmsystem zur expliziten Be-

rechnung alpha-numerischer Matrizen in der Mechanik

(COPAN).

COPAN läuft zur Zeit auf 16-Bit-PCs. Es wurde in FOR-

TRAN geschrieben und ist auf Dialogbetrieb orientiert.

Verarbeitet werden Matrizen und Vektoren, die aus poly-

nomartigen Ausdrücken bestehen. Da eine Codierung der

Matrizen in INTEGER-Felder erfolgt, ist in der Regel eine

Beschränkung auf ganzzahlige Exponenten erforderlich.

Günstig aufdieAnwenderfreundlichkeit wirkt sich aus, daß

ein Nutzer im wesentlichen keine Kenntnisse über die in-

terne Arbeitsweise von COPAN benötigt. Dienotwendigen

Informationen werden von den Programmen im Dialog

über das Bildschirm-Terminal abgefragt.

Das System ist beliebig erweiterbar, solange auf kompati-

ble Codierungen der Matrizen zurückgegriffen wird.

Ein— und Ausgabe erfolgen derzeit im FORTRAN-Code

oder als Tabelle. Um Übertragungsfehler zu vermeiden,

erstellt das System auoh die Quelltextdateien der Unter-

programme.

4. Anwendungsbeispiel

Im Bereich der FEM bietet sich ein derartiges System z. B.

für die Ermittlung von hybriden Spannungselementen an,

deren Steifigkeits- und Spannungsmatrizen im allgemei-

nen numerisch ermittelt werden.

Im folgenden wird kurz die Herleitung des linear-elasti-

schen Rechteck-Scheibenelementes mit jeweils 2 Frei-

heitsgraden in den Knoten gezeigt (siehe Anhang). Das Er-

gebnis dürfte besonders für die Anwender interessant

sein, die bereits mit dem entsprechenden Verschiebungs-

element arbeiten, da die Matrizen dann unter Umständen

in den Programmen nur ausgetauscht werden brauchen.

Der theoretische Hintergrund sowie Konvergenzuntersu-

chungen sind in der Literatur ([25] bis [28]) ausführlich be-

schrieben und werden hier nicht berücksichtigt.

Folgende Rechenoperationen wurden ausgeführt:

[E] = h f [P]T[C]’1[P]dF (1),

(F)

worin [C] = Elastizitätsmatrix,

[P] = Matrix der Spannungsansätze,

F = EIementhäche,

h = Elementdicke.

[H] = [U] W" (2)

worin [U]

lA]

[P‘] bzw. [H‘] entstehen ausjP] bzw. [H] durch Einsetzen

der Koordinaten der betrachteten Elementränder.

[T'] beinhaltet die zum jeweiligen Rand gehörenden Rich-

tungstransfonnationen.

Matrix der Verschiebungsansätze,

Koordinatenmatrix.

[G] = 3 [P51T [T51 [H51 (3)

s=1

Schließlich erhält man die Elementsteifigkeitsmatrix zu

[K] = [GlTlEl‘1 [G] (4)

und die Elementspannungsmatrix zu

[S] = 1/h [P] [El'1 [G]. (5)

Die Spannungen im Element ergeben sich dann durch nu-

merische Ausführung von

[0] = [S] [U]. (6)

wobei [o] = [0x 0,15,le

und [u] = u1v, uz v2 U3 v3 u. v4]T bedeuten.

Die Belegung der Ausgangsmatrizen sowie die Unterpro-

gramme für die Steifigkeits- und die Spannungsmatrix sind

im Anhang enthalten. Die Spannungsmatrix wurde für den

allgemeinen Fall berechnet, so daß durch die Eingabe der

entsprechenden Elementkoordinaten die Spannungen in

beliebigen Punkten des Elementes ermittelt werden kön-

nen. Möglich wären auch Spannungsmatrizen für be-

stimmte Eiementpunkte gewesen.

Die Vereinfachung der Formelausdrücke wurde bis zu

einem Grad ausgeführt, der ein manuelles Kopieren der

Unterprogramme zumutbar werden Iäßt.

Anhang 1

Geometrie, Vorzeichendefinitionen, Knotennumerierung

     

6y
7,v

l T

—> T7.

3 I. “7r

Txy

6, <— l T —+ a, b

1:7

1 2 ———> x‚u _J’.

T” <—

6

Bild 1 o

239



Anhang 2

Ausgangsmatrizen

1 p 0

[0]“ = 1/E -p. 1 o

0 0 2+2p

mit u = Querdehnungszahl

E = Elastizitätsmodul

  

[P] = 0 1 O 0 x 0 y

0 0 1 O 0 —y —x

1 x y xy 0 0 0 0

[U] =

0 O 0 0 1 x y xy

P1 o o o 0 o o o—

0 0 0 0 1 O 0 0

1 a 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 a O O

[A] =

1 O b 0 0 0 O O

0 0 O O 1 O b 0

1 a b ab 0 0 0 0

0 0 0 0 1 a b ab

Anhang3

Elementsteifigkeitsmatrix

SUBROUTINE STEIF (K. A, B, M. E. H)

C

C UNTERPROGRAMM ZUR BERECHNUNG DES

C OBEREN DREIECKS DER ELEMENT-

C STEIFIGKEITSMATRIX

C

C BEDEUTUNGDER PARAMETERLISTE:

C K = (8,8)-FELD FUER DIE ELEMENT-

C STEIFIGKEITSMATRIX

C A = ELEMENTBREITE

C B = ELEMENTHOEHE

C M = QUERDEHNZAHL

C E = ELASTIZITAETSMODUL

C H = ELEMENTDICKE

C

REAL'8K(8‚8)‚AK,A‚B‚M1,M2‚M‚C‚D‚A1‚B1,A3,BS‚M3‚M4

‘ ‚ AM‚BM‚A5‚BS‚E‚H
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AK=E'H/144DO

M1 =1DO+M

M2=1DO-—M“2

C=A‘*3'B‘M2/1200+A'B"3‘M1/GDO

D=A"3"B‘M1/SDO+A‘B"3*M2/1200

A1 =:A“2‘M—2DO'B“2

B1 =ZDO‘A“2—B“2‘M

A3=A"3'/D

Ba=B"3/c

M3=36DO'M“2/M2

M4=SGDOIM2

AM=18DO/NM1

BM=1BDOIBIM1

A5=A'M/C’A1

BS=B‘M/D"B1

K(1.1)=AK'(B"(1DO/A'(M3+ 48DO)-—BS) +A‘(BM +A3))

K(1,2)=AK‘(M4'M+1BDO/M1)

K(1.3)=AK‘(B'(1DO/A'(-M3—48DO)+BS)+A'(BM—A3))

K(1.4)=AK'(M4"M—1800/M1)

K(1,5)=AK‘(B'(1D0/A'(M3+24DO)+BS)+A‘(—BM—A3))

K(1 .6)=—K(1.4)

K(1‚7)=AK‘(B‘(1DO/A‘(—M3—24DO)—BS)+A'(—BM+A3))

K(1,8)= —K(1‚2)

K(2,2)=AK'(A'(1DO/B‘(M4+1200)+A5)+B‘(AM+BS))

K(2,3)=—K(1.4)

K(2‚4)=AK‘(A‘(1DO/B'(M4—12DO)—A5)+B'(—AM—BS))

K(2‚5)=K(1‚4)

K(2‚6)=AK'(A‘(1DO/B'(—M4—12DO)—A5)+B'(AM—BG))

K(2‚7)=—K(1‚2)

K(2‚B)=AK‘(A'(1DO/B‘(—M4+12DO)+A5)+B‘(—AM+BS))

K(3‚3)=K(1 ,1)

K(3.4)= -—K(1‚2)

K(3,5)=K(1‚7)

K(3‚6)=K(1‚.2)

K(3,7)=K(1‚5)

K(3‚8)=K(1‚4)

K(4.4)=K(2.2)

K(4‚5)=K(1,2)

K(4.6)=K(2.8)

K(4,7)= ——K(1 ‚4)

K(4‚8)=K(2‚6)

K(5,5)=K(1,1)

K(5,6)=—K(1,2)

K(5,7)=K(1,3)

K(5‚8)=—K(1,4)

K(6,6)=K(2.2)

K(6,7)=K(1,4)

K(6‚8)=K(2‚4)

K(7‚7)=K(1‚1)

K(7,8)=K(1.2)

K(8,8):K(2,2)

RETURN

END



Spannungsmatrlx

SUBROUTINE SPANN(S. A, B. M. E. H. X. Y)

UNTERPROGRAMM FUEFI DIE BERECHNUNG DER

SPANNUNGSMATRIX

BEDEUTUNG DER PARAMETERLISTE:

= (3.8)-FELD FUER DIE SPANNUNGSMATRIX

= ELEMENTBREITE

= ELEMENTHOEHE

QUERDEHNZAHL

ELASTIZITAETSMODUL

= ELEMENTDICKE

= ELEMENTKOORDINATE IN X-RICHTUNG

= ELEMENTKOORDINATE IN Y-RICHTUNG

S

A

B

M

E

H

X

Y

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

REAL‘BS(3,8),AK,A.B.M1.M2,M,C,D.X.Y,A1 ,B1.M3.M4.

' AM.BM‚E‚H

AK=E/24DO

M1 =1DO+M

M2=1DO—M"2

C=A‘*3*B‘M2/12DO+A‘B"3‘M1ISDO

D=A"3'B‘M1/GDO+A'B“3‘M2/12DO

A1 =A—2DO‘X

B1 =B—2DO'Y

M3=A“2‘M—B“2

M4=A"2-—B"2"M

AM=1SDOIAIM1

BM=1BDO/B/M1

A5=A'M/C“A1

BS=B‘M/D'B1

AM=1 DO/C'AI ‘M3

BM=1DO/D‘B1‘M4

S.(1,1)=AK"(1DO/A'(—24DO—12DO/M2‘M"2+24DO/

- B'Y)+M‘BM)

S(1,2)=AK'(—12DO/B/M2‘M-—AM)

S(1,3)= —S(1 .1)

S(1.4)=AK'(—12DO/B/M2‘M+AM)

S(1,5)=AK'(1DO/A'(—1ZDO/M2'M"2 —24DO/B‘Y)

' —M'BM)

S(1,6)=—S(1.2)

S(1.7)=—S(1.5)

S(1.8)=-S(1.4)

S(2,1)=AK‘(—1ZDO/A/M2"M+BM)

S(2.2)=AK"(1ZDO/B'(—1DO/M2—1DO/A‘A1)—M'AM)

3(2‚3)= —S(2,1)

S(2.4)=AK"(12DO/B'(—1DO/M2+1DO/A"A1)+M*AM)

S(2,5)=AK"(—1ZDO/A/MZ'M—BM)

S(2‚6)= -S(2‚2)

3(27): —S(2‚5)

5(2‚a)= —S(2‚4)

S(3,1)=AK‘(—SDO/B/M1—1DO/D‘A1'M4)

S(3,2)=AK*(—SDO/A/M1 +1 DO/C‘B1'M3)

S(3,3)=AK’(—SDO/B/M1 +1 DO/D'A1'M4)

3(3.4)= —S(3,2)

S(3.5)= —S(3.1)

S(3,6)=AK'(—600/A/M1—1DO/C‘B1"M3)

$63.7): —S(3.3)

S(3.8)= —S(3.6)

RETURN

END
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