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Zur Spannungsverteilung in thermisch beanspruchten
elastisch-plastischen Kreisscheiben bei einem
speziellen nichtlinearen Verfestigungsgesetz

Werner Mack und Udo Gamer

1. Einleitung

Um die Verfestigung elastisch-plastischer Werkstoffe zu
beschreiben, verwenden Experimentatoren hiufig den
Ansatz

o = 0, + PPk, (1)

der eine Verallgemeincrung der linearen Verfestigung
darstellt. Dabei bedeutet o die Fliefspannung, o, die
urspriin]gliche Fliefigrenze beim einachsigen Zugversuch
und GS die plastische Vergleichsdehnung. Die positiven
Materialparameter P und k lassen sich leicht ermitteln,
wenn man die graphische Darstellung der Mefergebnisse
auf doppeltlogarithmischem Papier durch eine Gerade
annihert [1].

In dieser Arbeit wird untersucht, welches Werkstoffver-
halten mit dem obigen Ansatz erfaft wird, und zwar am
konkreten Fall radialsymmetrisch wirmebeanspruchter
Scheiben. Solche Scheiben spielen eine wichtige Rolle:
es seien hier etwa Brems- und Kupplungsscheiben sowie
Kiihlrippen genannt. Bei den zur Anwendung kommen-
den Materialien ist k <1 (vgl. [1]) und es stellt sich bei
Zugrundelegung der Trescaschen Fliebedingung heraus,
dab dann unter sehr allgemeinen Voraussetzungen die
Anstiege der Spannungen und Dehnungen an den ela-
stisch-plastischen Grenzradien stetig verlaufen und der
{"bergang von elastischem zu plastischem Verhalten flie-
Bend erfolgt. Fiir k > 1 hingegen ist der Werkstoff in un-
mittelbarer Grenzniihe idealplastisch, k=1 ergibt den
Spezialfall der linearen Verfestigung. Dieses qualitativ
schr unterschiedliche Verhalten wird am Beispiel einer
in ihrem Kern kreisflichenférmig erhitzten Scheibe auch
durch numerische Ergebnisse illustriert.

Verwandte radial- und kugelsymmetrische Festigkeits-
probleme ohne Temperatureinfluf werden fiir Materia-
lien, die dem obigen Verfestigungsgesetz folgen, in [2]
bis [5] behandelt.

2. Spannungen und Verschiehungen' in der
Scheibe

Es wird im folgenden eine drehsymmetrisch erhitzte
elastisch-plastische Kreisscheibe mit thermisch isolierter
Stirnfliiche r=b betrachtet. deren physikalische Eigen-
schaften unabhiingig von der Temperatur seien. Nimmt
bei Einsetzen plastischer Deformation die Trescasche
FhieBbedingung die Form

lo, — opl = o 2.1

an, so tritt, wie in [6] nachgewiesen wird, zumindest fiir
eine bestimmte Zeitspanne ein plastischer Bereich zwi-
schen dem elastischen Zentrum und einer elastischen
Aubenzone auf. Bei Verwendung der Abkiirzung

1 r

O(r) = — [Tx dx 22
) (2.2)

findet man fiir die Spannungen in den elastischen Berei-

chen der Scheibe [7]
A B

o = E _erm—a@], (2.3)
A B ,_
% = Bl s f e ta@-D]; (29

T bezeichnet die Ubertemperatur gegen die Umgebung,
a den linearen Wirmedehnungskoeffizienten, A und B
sind Integrationskonstanten. Ist in der plastischen Zone
speziell 0, > 0 > o, (der Fall 0, > 0> 0, ist vollig ana-

log zu behandeln), dann lauten die Spannungen [8]

o .

ol‘ = f — dx + C s (25)
l‘} X

0p = 0, * Of . (2.6)

mit der Integrationskonstanten C. Fiir die Verschiebung
u gilt in der gesamten Scheibe [6]

)
u = e¢r:%r(l-v)or+2ar®+-[;. 2.7)

Mit den Bedingungen der Stetigkeit von 0, und u an den
elastisch-plastischen Bereichsgrenzen ry und ry sowie des
Verschwindens der Radialspannung am AuBenrand erge-
ben sich die Integrationskonstanten zu

D = A; = Ay =0, (2.8)

By = (1-v) {al®@) - O(ry)
1 "2o0p
r 0Pl == S Laxl, (2.9)
1 E r X }
2 Of
C = Eal0®) - O0(y)] — [ Fdx, (2.10)
n
By, = (1—»)a®(b), (2.11)

wobei die Indizes 1 bzw. 2 den inneren bzw. duBeren
elastischen Bereich kennzeichnen. Zur Bestimmung der
Grenzradien r) und ry betrachtet man die plastische Um-
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fangsdehnung, die durch Subtraktion des elastischen und
thermischen Anteils von der gesamten Umfangsdehnung
nach (2.7) unter Beriicksichtigung der FlieBbedingung

gewonnen wird,

p] = 2 —_ —_ .O_F
€ a(20-T) T (2.12)
Da an den elastisch-plastischen Grenzen die plastische

Dehnung verschwindet und of = o, gilt, nehmen die Be-
stimmungsgleichungen fiir r; und ry die Form

«[20(r)) = T(ry)] — UEL =0, (2.13)
a[20(ry) —T(rp)] —% =0 (2.14)
an.

Zur Auswertung der fiir beliebige isotrope Verfestigung
giiltigen Gleichungen (2.1) bis (2.14) muf nun noch die
Abhingigkeit der Fliebspannung vom Radius gefunden
werden. Aus der Aquivalenz des Zuwachses der plasti-

schen Arbeit [9]

oy dei‘;l = 0, de”! (2.15)
folgt

1 1
e = eg (2.16)

und das Einsetzen der plastischen Umfangsdehnung

(2.12) in den Verfestigungsansatz (1) liefert schlieBlich
die Gleichung

Op — 0y

(— Uk _ 2@ —T)+ (;:_F =0 (2.17)

zur Berechnung der Fliefispannung. Damit ist die Span-
nungsverteilung in der Scheibe fiir ein gegebenes Tempe-
raturfeld eindeutig bestimmt.

3. Anstiege von Spannungen und Dehnungen an
den elastisch-plastischen Grenzen

Aus der Gleichgewichtsbedingung

1, %% (3.1
dr r

ist unmittelbar ersichtlich, daf die Stetigkeit von Radial-
und Umfangsspannung auch die Stetigkeit des Anstieges
der Radialspannung zur Folge hat. Diese zieht — unter
der Voraussetzung eines stetigen Temperaturfeldes —
die Stetigkeit von du/dr sowie wegen der Stetigkeit von
€, diejenige von de,/dr nach sich, wie man durch Diffe-
renzieren von (2.7) zeigt. Ganz allgemein besitzen also
die Radialspannung, die Verschiebung sowie die Um-
fangsdehnung stetige Anstiege an den elastisch-plasti-
schen Grenzen.

Bemerkenswert ist nun, daf bei Zugrundelegung des

Verfestigungsgesetzes (1) mit 0<k <1 auch do¢/dr,

de./dr und de,/dr stetig verlaufen, wenn das Tempera-
turfeld bei r; und ry differenzierbar ist. Zum Beweis
wird die plastische Umfangsdehnung betrachtet: aus
(1), (2.12) und (2.16) erhilt man die Beziehung
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%(e;‘)k + egl ~a20-T) + 2= 0. (3.2)

Ableitung nach dem Radius liefert

@ o Lot

e o W " (3.3)
Ii(epl)k—l +1

E %

Daraus folgt wegen des Verschwindens der plastischen
Dehnung an den élastisch-plastischen Grenzradien

deP!
A = [, (3.9)
r=ry, ro

was die Stetigkeit des Anstieges der Umfangsspannung
bedingt. Man bestitigt dies durch Untersuchung der
Vergleichsspannung im elastischen Bereich,

0, — 0, = Ea(20 -T) (3.5)
(vgl. (2.3) und (2.4)). Sie hat die Steigung

d _ d .
E;—(o‘p—or) - Eacﬁ(Q@—T) (3.6)

wie die Fliebspannung op an den Bereichsgrenzen der
benachbarten plastischen Zone, deren Anstieg sich so-
fort aus der Ableitung von (2.12) unter Beriicksichtigung
von (3.4) ergibt. Wegen der stetigen Steigung der Radial-
spannung verlduft auch der Anstieg der Umfangsspan-
nung stetig, der Ubergang von elastischem zu plasti-
schem Verhalten ist also fliebend. Da mit der Fliefiregel
aus (3.4)

deP!
iy

dr

=0 (3.7)
r= ry,ro

folgt und die elastischen Anteile der Dehnungen nach
dem Hookeschen Gesetz stetige Anstiege haben, verlau-
fen auch de,/dr und de,/dr an den elastisch-plastischen
Grenzen stetig.

Fiir k > 1 erhilt man aus (3.3)
de?!

4 = _d_ 20 —T 3.8
i adr( ) (3.8)

r=ry,ro
und damit (vgl. (2.12))

dOF

— = ) (3.9

r=ry,ro

Dies hat idealplastisches Verhalten in unmittelbarer
Grenznihe zur Folge. Liegt schlieBlich mit k = 1 lineare
Verfestigung vor, so gilt

! « L 20-1)
v B dr
- (3.10)
dr r=ry,ro _E +1
) Pa di (20 -T)
dr |y ry = ——— (3.11)
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4. Beispiel und numerische Ergebnisse

Die Resultate des Abschnittes 3 sollen nun am Beispiel
einer elastisch-plastischen Kreisscheibe, die innerhalb
eines konzentrischen Kreises mit dem Radius r=a die
konstante Ubertemperatur T =T, hat, illustriert werden.
Es wird vorausgesetzt, dafi der Aufheizvorgang bereits
abgeschlossen ist und sich durch Wirmeiibergang auf der
Kreisringfliche a < r <b eine stationire Temperaturver-
teilung in der Scheibe eingestellt hat. Die Wirmeleitungs-
gleichung lautet dann [10]
2

L - LT Y (.1
dr2 r dr

Mit den Randbedingungen
dT
dr b

r

T(a) = T, , =0 (4.2)

findet man

B Ky (mb)1, (mr) +1; (mb) K (mr)
T “ To K} (mb)1, (ma) +1; (mb)K, (ma) ' (4.3)

I, ), Ko ( ) sowie I; (), Ky( ) bezeichnen
dabei die modifizierten Besselfunktionen nullter bzw.
erster Ordnung, der Parameter m? ist ein der Wirmeiiber-
gangszahl proportionales Maf fiir die Wirmeverlust an
den Scheibenoberflichen.

Zur numerischen Auswertung der Gleichungen ist es vor-
teilhaft, auf dimensionslose GréBen. die in folgender
Weise definiert werden, iiberzugehen:

m:=ma, p:=EaT,/o,, q:=b/a, u:=uE/(ac,)

€:=€E /(7(), ii}' - (Jij /(7() .

)

Der Verfestigungsansatz (1) nimmt in dimensionsloser
Form die Gestalt

Gp = 1+ H(EPK (4.4)
mit

I) (7() k g
H=—(=

a, ( E )

an, wobei zu beachten ist. daf der Variation des Parame-
ters k bei festgehaltenem H in (4.4) eine Anderung auch
von P (oder 0,,) in (1) entspricht.

Fiir die nachfolgenden numerischen Berechnungen wur-
den die Werte m = 5,p=3.q=2.5 und » = 0.3 gewiihlt,
Die elastisch-plastischen Grenzen liegen dann bei Py =
1.08236 und py = 2.06435 (vgl. [8]). Auf Bild 1a sind
zunichst die Spannungen fiir unterschiedliche Exponen-
ten k<1 bei H=10.4 dargestellt. Wihrend fiir k = 0.9 die
stetige Tangente von G, an den elastisch-plastischen
Grenzen im gewihlten Mafistab noch nicht zu erkennen
ist, wird bei kleineren Werten von k der kontinuierliche
Ubergang von elastischem zu plastischem Verhalten
deutlich sichtbar. Bei sehr kleinen Exponenten k tritt
ferner das interessante Phiinomen einer Unterteilung des
plastischen Bereichs in eine quasi-idealplastische Zone in
der Mitte und zwei quasi-elastische Bereiche in der Nihe
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Bild 1a
Spannungen in der Scheibe
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Bild 1b
Verschiebungen, gesamte und plastische Umfangsdehnungen

von pq und py auf, mit relativ scharfen Ubergﬁngen da-
zwischen. Zur Erklirung dieses Verhaltens betrachtet
man den — nur theoretisch interessanten — Grenzfall
k = 0, fiir den aus (4.4) ein unstetiger Sprung der Flief-
spannung auf den konstanten Wert G = 1+H an den
elastisch-plastischen Grenzen folgt. Es ist leicht einzu-
sehen, dab fir k < 1 die Grenzen der plastischen Zone
daher gleichsam an jene Stellen verschoben werden, an
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Bild 2b
Verschiebungen, gesamte und plastische Umfangsdehnungen

denen bei cinem unbeschriinkt elastischen Material die
dimensionslose Vergleichsspannung die Grofse 1+H er-
reichen wiirde. Die entsprechenden Umfangsdehnungen
und die Verschiebungen zeigt Bild 1b: das eben disku-
tierte Verhalten driickt sich im Verlauf der plastischen
Dehnungen klar aus.

Auf den Bildern 2a und 2b sind die Spannungen bzw.
die Umfangsdehnungen und die Verschiebungen bei den
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Bild 3 a
Spannungen in der Scheibe
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Verschiebungen, gesamte und plastische Umfangsdehnungen

gleichen Werten des Exponenten k wie vorher, jedoch
fir H= 1.0 dargestellt. Auch hier ist der fliefende Uber-
gang von elastischem zu plastischem Verhalten bei
k=0.9 noch nicht zu sehen, wird aber mit kleiner wer-
dendem Exponenten deutlich erkennbar. Fiir k < 1 tritt
in diesem Fall. durch den groferen Wert von H bedingt.
eine quasi-elastische Spannungsverteilung im gesamten
plastischen Bereich auf.



Wie Bild 3 a zeigt, verhilt sich die ganze Scheibe auch fiir
H > oo elastisch, unabhiingig vom Wert des Exponenten k.
Die Grenzfille I1- 0 oder k = o haben dagegen idealpla-
stisches Verhalten im gesamten plastischen Bereich zur
Folge. Dieses tritt in der Nihe der elastisch-plastischen
Grenzen auch dann auf, wenn 1 <k <eo gilt und H einen
endlichen Wert grofser als Null annimmt. Auf Bild 3b
sind schlieflich wieder die zu diesen drei Fiillen gehiren-
den Umfangsdehnungen und Verschiebungen dargestellt.

Eine ausfiihrliche Diskussion des Spezialfalles der linea-
ren Verfestigung findet man in [8].
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