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Zum elastisch-plastischen Preßverband mit nichtlinearer Verfestigung
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1. Einleitung

Der Preßverband mit teilplastizierter Nahe gewinnt we-

gen der besseren Materialausnutzung in zunehmendem

Maße an Bedeutung Bei Zugrundelegung der Tres—

caschen Fließbedingung und _der dieser zugeordneten

Fließregel lassen sich alle interessierenden Größen —

insbesondere das zur Verwirklichung eines bestimmten

Fugendruckes notwendige Übermaß oder der durch ein

gewähltes Übermaß hervorgerufene F ugendruck — ana-

lytisch berechnen [2]. Dies gilt fiir idealplastisches Ver-

halten wie für Werkstoffe mit linearer (isotroper) Ver-

festigung [3]. Bei nichtlinearer Verfestigung hingegen

ist i. a. eine numerische Rechnung erforderlich, welche

aber nicht sehr aufwendig ist; sie beschränkt sich auf die

Bestimmung der Fließspannung als Funktion des Radius

und die Integration dieser (durch den Radius dividierten)

Funktion mit variabler oberer Grenze [4].

Für vier verschiedene nichtlineare Verfestigungsgesetze

lassen sich Lösungen des Problems des ruhenden Prefa-

verbands in geschlossener Form angeben. Dies ist der Ge-

genstand der vorliegenden Untersuchung. Auch im Falle

des rotierenden Preßverbands liegen die zu denselben

vier Verfestigungsgesetzen gehörigen Fließspannungen als

explizite Funktionen des Radius vor. Die notwendigen

Integrationen können allerdings nur numerisch durch-

geführt werden.

Im folgenden werden zunächst die für den Preßverband

allgemeingültigen Gleichungen zusammengestellt. Wie bei

der Behandlung von Preßverbänden üblich, ist vorausge-

setzt. dal3 Nahe und Welle unter ebenem Spannungszu-

stand stehen und dal3 die letztere bei der Montage ela-

stisch bleibt.

2. Die Grundgleichungen

In der Welle. 0<R< lauten die Spannungen und die

Verschiebung:

at : _%§2[(1—u)Q2+(3+v)R2]+D. (2.1)

Q : -äo2[(1_u)o2+(1+3V)R21+D. (2.2)

a = (1—way; +§fi2R2)R. (2.3)

Im plastischen Bereich der Nabe, Q Q R < Z. treten die

Spannungen

_ REY l—2 2 -)r w cSüß—5:2 R +D. (m4)

27w 3 Ür+0Y

und die plastischer Vergleichsdehnung

— - —p _ «p s — 1 —2 2 T
EQ-GW-—Er-—Oy+Z(I—V)Q R

auf. Im elastischen Bereich der Nahe, Z < R < l,

findet man

o, hing—1)+ä<3+v>n2<1—RZ>‚ (2-7)

I

(15+H
I

av, ä 1)+%S—22[3+v—(1+3V)R2]. (2.8)

In der gesamten Nabe gilt

a =(1_u)(ar +1572 R2)R+1. (2.9)
4- R

Ergänzt werden diese Ausdrücke durch

Z ÜY 1 — l
D — — — dR — — I — — 1

6 R 2 (22 )

+%Ö2[3+u+(1„u)z2]. (2.10)

Die elastisch-plastische Grenze ist gegeben durch

_ _ - ~2 —
Z2 :2M (2.11)

(14m?

Es bedeuten Q:=a/b das Radienverhältnis der Nabe.

I_::=I‘3ai/(ao b2) das normierte (halbe) Übermaß.

$22 :=p¢o2 b2/oo die dimensionslose Winkelgeschwin-

digkeit. ÜÜIIUÜ/OO die mit der ursprünglichen Fließ-

grenze dimensionslos gemachten Spannungen,

Ü : = Eu/(O0 b) die Verschiebung. eü : :

Es? /00 die normierten plastischen Dehnungen und r

R2: r/b den dimensionslosen Radius. Der Preßverband

vor und nach dem Fügen ist auf Bild 1 skizziert.
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Bild l

Skizze des Preßverbandes vor und nach der Montage
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Die Lage der elastisch-plastischen Grenze sowie die

Spannungen und die Verschiebung im elastischen Au-

ßenbereich der N abc hängen nur vom Übermaß und der

Winkelgeschwindigkeit ab, nicht aber vom Verfestigungs—

verhalten. Das noch ausstehende Verfestigungsgesetz,

OY = f (6E0), beeinflußt die Spannungen und die Ver-

schiebung im plastischen Bereich der Nabe und wegen

der Stetigkeit der Radialspannung an der Fuge natür-

lich auch die Spannungen und die Verschiebung in der

Welle. Im stehenden Preßverband gilt

Z = x/T (2.12)

_ - fifiY 1 —-

0, ——£ Fan—5(14). (2.13)

Für R=Q erhält man daraus die vom Radius unabhän-

gigen Spannungen in der Welle.

3. Die Verfestigungsgesetze

Die nichtlinearen Verfestigungsgesetze, für welche sich

die Spannungen in geschlossener Form angeben lassen.

sind Verallgemeinerungen der linearen Verfestigung,

OY = 00 +TIEEQ).

Die Form

oy = a. <1 + wo)“ (3.2)

ist als Swiftscher Ansatz bekannt [5]. Eine zweite Mög-

lichkeit der Verallgemeinerung ist

oY = 00 (1 +ne’go). (3.3)

Diese wird von Experimentatoren gerne verwendet, da

sich die Materialparameter n und k unschwer ermitteln

lassen, wenn man die auf doppelt-logarithmischem Pa-

pier dargestellte Meßkurve durch eine Gerade annähert

[6].

Für die Exponenten k = 0.5 und k = 2 läßt sich die Fließ-

spannung nach Einsetzen der plastischen Vergleichs-

dehnung (2.6) jeweils als explizite Funktion des Radius

darstellen, und im Falle w = 0 ist auch die Durchführung

der bei der Berechnung der Radialspannung auftretenden

Integration in geschlossener Form möglich. Die genann-

ten Exponenten sind selbstverständlich nur für spezielle

Materialien zutreffend. Andererseits kommt den analy-

tischen Lösungen jedoch zusätzliche Bedeutung dadurch

zu, dal3 sie zum Testen von Programmen herangezogen

werden können.

Die Berechnung der Spannungenim plastischen Bereich

der Nabe wird nun im einzelnen durchgeführt.

4. Die Spannungen im plastischen Bereich

Zu dem Verfestigungsgesetz

ÜY = \/1+HFEQ (4.1)

mit H: = n 0o /E gehört die Fließspannung

 

2 — _

ÜY : _g + \/1+HT +H_ +%(1—V)HQ2R2. (4.2)
I

R2

l2

Beim stehenden Preßverband kommt daraus

_ H 1 / — 2 2
= _ __ + _ + R

“Y 2 R J ( )

mit der Abkürzung J2 : = l + H2 /4, und die Spannungen

werden [4] :

JR + \/HT +J2 R2

WHEN/1'

—%\/HT+J2R2 + —;—(H+T+ 1), (4.4)

‚JR + x/HT+J2 R2

OWEN?

2

0r=—§log%-+Jlog

_ _ H R2

00——Zlog—T— +Jlog

+ %(T+1). (4.5)

Us nächstes wird

äY = l 'l' H2 V

mit H2 : = n V OOlE betrachtet. Als Fließspannung findet

man

 

H2 H2 T 1
UY 1 2+H2 (l 4)+R2+4(1V)QR

(4.7)

undfürw=0

H2 H

— - 2 2 — 2 2_ __+_ _ R
OY l. 2 R l L

2

H H

=1_—23+§?‘/T+p2112 (4.8)

wo L2 = l —H2/4 und P2 = —L2 ist. Es ergeben sich drei

Sätze von Spannungen Sie lauten:

H2<2

2

H

ö. =<1—32)Iog R
H ‘_ .

—__——2\/I—L2R2

\/I R

L

—H L arcsin(—R) +

2 «T

+H2LarcsinL+%(Hä+T—l)‚ (4.9)

H2

aw: (l—ézflog—Ii— _HzLarcsin(%R)+'
x/T

+ H2 Larc sin L + l) , (4.10)

H232

_ R x/T 1‘—
:_ __ __+— I+3 . lar log\/T 2 R 2( )‚ (4'1)

R l -
— :_ __+_ 1+1 ’



H2>2

H2 R H
_ 2 2 —0r:(l——2—)l0g\7T_———R— 1+P2R2

PR+\/T+P2R2

<P+52>fi

(4.13)

„,

_ H R PR+\/T+P2R2ä
Ow: (1——2—Mogfi +H2Pl0g

1 2 7
+‘.2.(1~12 +1 -1).

H _

(P + T2) x/T
1 _ -

+§(I +1).
(4.14)

Wächst die Fließspannung nach

Üy = (1+H6EQ)2 (4.15)

mit der plastischen Vergleichsdehnung, dann hängt sie

gemäß

  

_ _1+2H T 1 -2 2
oY — 2H2 +I§+Z(l—V)Sl R

1 1+4H T 1 7.
__ ___+_+_1_ 122112 4.16

H \/4H2 R2 4( V) ( )

vom Radius ab. Beim stehenden Prel'sverband vereinfacht

sich diese Funktion zu

_ 1+ 2H T VT
: V,,,,A + __ ___ M2 R2 _Y 2H2 R2 HR 1 + (4 17)

mit M2 : = (l +4H)/(4H2T). Nach Integration erhält man

die Spannungen

ö._ 1+2H<1_l0 _R)_T

2H2 gx/T 5R2
l'  

_[)

‘ „ — 2 2+fl “WM _Mx/I—IOgMR+\/I+M R ‘

    

HR H M fl + 1 +

_ (4.18)

54:12:“ 105%— +1)

_ MIxI/T log MR + 1+1“le2 _ (4.19)

Mxfi + 1+ 2—H

Als letztes wird das Verfestigungsgesetz

ÜY = 1 + H4 5:0 (4.20)

mit H4 : = 17(00/E)2 herangezogen. Dafür weist die Fließ-

spannung die Abhängigkeit

- h 1 T 1
,1_.__+_+hl_ (—2sz

"Y 2114 R2 4( V)

  

_\/1—4H4+ T l 1 —2 2
+_1_„)___n R (4.2l)

4H: H4R2 4( H4

vom Radius auf. Für w = 0 kommt daraus

„ 1 T x/T /1
: __ ——— _ _ 2 2UY + H +A R

R2 R 4

l I x/T l
: ~+_‘_~_ __ 2 22H4 R2 R H4 B R , (4.22)

wo A2 : = (1—4H4)/(4H2T) und B2 = _A2 bedeutet.

Wiederum findet man drei Sätze von Spannungen:

H4 < 1/4

l

OIZ—Efl—log

\/_

+_ 1_+A2R2
T

R H4

AR+\/—l— +A2R2
_ H

—A\/llog ~—-————————4 .

R T 1

W78?”

  

l (4.23)

A T+ —

f 2H4

_ 1 T 1
2*] .___+_ _

“*0 2H4 ng/T 2‘32”)

AR+\/H—1+A2R2

—A\/T log (4.24)

Ax/I_+éfi:

R T 1 VT
—: _..____ ___1+ ————l‚ 4.25r 2logfi 2(R2 )2( R ) ( )

__ R 1 l
U‘p—2logfi+—(1§ )1

H4>l/4

_ _ 1 R T1

or —*2T4(1‘logfi)‘§(EZ—1)

+ f \/Hi—B2R2 *Bfiarccos(B\/PT4R)

4

+ Bfiarc cos(B\/H4l.). (4.27)

Ü = l0 —+I(~l+l)

8" 2114 gfi 2 R2

— Bfiarc cos(BVH4R)

+Bx/Tarccos(Bx/H4T ). (4.28)
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5. Numerische Ergebnisse

Nunierische Ergebnisse fiir die Verteilung von Spannun-

gen, Verschiebung und plastischen Dehnungen in Welle

und Nahe des stehenden Preßverbandes findet man in

[4] für das Verfesfigungsgesetz (4.1) und in [7] für das

Verfestigungsgesetz (4.6). Alle hier vorgestellten Resul-

tate gelten für Preßverbänge vom Radienverhältnis

Q=0.5 bei einem Übermaß I = 0.5; die Nahen werden

also durch den Fügevorgang bis an den Radius Z = 0.707

plastiziert.

Zunächst werden stehende Preßverbände betrachtet. Für

das VerfestigungsgeSetz (4.15) zeigt Bild'2 die Spannun-

gen in der Nahe mit H als Scharparameter und Bild 3

Spannungen, Verschiebung und plastische Dehnung in

Welle und Nabe für den speziellen Wert H= 0.5. Bilder

4 und 5 bieten entsprechende Ergebnisse für das Verfe-

stigungsgesetz (4.20). Den Bildem 2 und 4 entnimmt

man, da5 die Spannungskurven im plastischen Bereich

eingeschlossen werden von den Grenzfällen des ideal-
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Spannungen in der Nahe für das Verfestigungsgesetz (4.15) mit
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Bild 3

Spannungen, Verschiebung und plastische Dehnung in Welle und

Nabe für das Verfestigungsgesetz (4.15) mit H = 0.5

l4
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Bül4

Spannungen in der Nahe für das Verfestigunggesetz (4.20) mit

H4 als Scharparameter
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Bild 5

Spannungen, Verschiebung und plastische Dehnung in Welle und

Nabe für das Verfestigungsgesetz (4.20) mit H4 = 0.5

plastischen Verhaltens (H= 0) und des elastischen Ver-

haltens (H->°°). Die zwischen diesen Schranken liegen-

den Kurven unterscheiden sich deutlich im Charakter:

Man erkennt auf Bild 2, daß der Anstieg der Umfangs-

spannung an der elastisch-plastischen Grenze mit wach-

sendem H kontinuierlich von seinem Höchstwert auf sei-

nen Mindestwert sinkt. Auf Bild 4 hingegen besitzen alle

Umfangsspannungskurven an der Stelle R=Z eine ge-

meinsame Tangente; das Material verhält sich also in der

unmittelbaren Umgebung der elastisch-plastischen

Grenze bei allen Parametern O<H4<°° idealplastisch.

Dies gilt nicht nur für k = 2, sondern für alle Exponenten

k> 1 [8]. Der Unterschied in den Radialspannungen ist

weniger ausgeprägt.

Die nächsten vier Bilder (6 bis 9) zeigen die Spannungen

in der Nahe des ruhenden und des mit Q2 = 0.5 rotieren-

den Preßverbandes fiir die vier Verfestigungsgesetze

(4.1), (4.6), (4.15) und (4.20) mit dem Verfestigungs-

parameter = 0.5. Fiir den ruhenden Preßverhand ste-

hen die im 4. Abschnitt zusammengestellten Ausdrücke

zur Verfügung. Im mit 522 = 0.5 rotierenden Preßver.

band mit V = 1/3 befindet sich nach (2.11) die elastisch-
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Bin 6

Spannumen in der Nahe vor und bei Rotation für das Variati-

gunggesetz (4.1)
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Spannungen in der Nahe vor und bei Rotation für das Verfesti-

gunggesetz (4.6)

plastische Grenze bei Z = 0.723. Für die Berechnung der

Spannungen ist jeweils eine numerische Integration erv

torderlich. Uurch die horanon werden beide Spannun-

gen angehoben. Die zu den vier Verfestigungsgesetzen

gehörigen Umfangsspannungen unterscheiden sich mehr

voneinander als die Radialspannungskurven. Die Stetig—

keit der Anstiege der Umfangsspannungen an den beiden

elastisch-plastischen Grenzen auf Bild 7 wurde in [7] dis-

kutiert. Diese tritt auch für andere k < l in Erscheinung,

wenn das Material dem Verfestigungsgesetz (3.3) folgt.

Den letzten beiden Abbildungen liegt dasselbe Material-

verhalten, nämlich Verfestig'ungsgesetz (4.6), zugrunde

Bild 10 zeigt die Spannungen in der Nahe des stehender

Preßverbandes, bei Rotation mit $22 = l und im Still-

stand nach Rotation. Die Spannungen weisen wieder den

für (4.6) charakteristischen fließenden Übergang von

elastischem zu elastisch-plastischem Verhalten an den

Grenzen Z = 9.707 und Z = 0.742 auf. Im Falleder

Rotation mit 92 = l ist die Radialspannung im größten
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Bil! 8

Spannungen in der Nahe vor und bei Rotation für das Variati-

mqesctz (4.15)
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Bild 9

Spamurgen in der Nabe vor und bei Rotation für das Vex-festi-

gungsgese tz (4.20)

Teil des elastischen Bereichs der Habe positiv. Bei der

kritischen Winkelgeschwindigkeit r22 = 1.08 erfolgt der

Vorzeichenwechsel an der elastisch-plastischen Grenze

[9]; die hier vorgestellten Ergebnisse gelten nicht für

überkritische Winkelgeschwindigkeiten, da sie auf der

Voraussetzung einer nichtpositiven Radialspannung im

plastischen Bereich aufgebaut sind. Man gewinnt die

Spannungen im Preßverband im Stillstand nach voraus-

gegangener Rotation durch Subtraktion der Spannungen

'0‘, 5 %(3+v) fi2(1—R2), (5.1)

a“, = 3135—22 [3+u_(1+3v)R2], (5.2)

welche in einer elastischen Vollscheibe vom Durchmesser

2b auftreten [10]. Durch die Rotation kommt es zu zu-

sätzlicher plastischer Deformation. Deshalb mufi der Fu-

gendruck nach der Rotation etwas kleiner sein als vor

der Rotation. Dasselbe gilt auch für die Umfangsspan-

15
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Bild 10

Spannungeniin der Nahe vor, bei und nach Rotation mit 5—2 = 1

für das Verfestigungsgesetz (4.6)
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Bild ll

Verschiebung _und plastische Dehnung in der Nabe vor und bei

Rotation mit Q = 1 für das Verfestigungsgesetz (4.6)

nung. Bei dem vorliegenden Verfestigungsgesetz ist der

Unterschied jedoch so gering. daft er auf Bild 10 nur in

der Umfangsspannung an der Fuge auszumachen ist. Dies

wird verständlich durch die Betrachtung der plastischen

Dehnung auf Bild 11. Es stellt sich heraus, daß deren Zu-

wachs durch die Rotation sehr geringist. Der verschwin-

dende Anstieg (ler plastischen Dehnung an der elastisch-

plastischen Grenze entspricht der stetigen Tangente der

limfangsspannung. Zur Vervollständigung zeigt Bild ll

noch die Verschiebungen vor und bei Rotation. Im Still—

stand nach Rotation ist die Verschiebung geringfügig grö-

ßer als vor der Rotation. Man ermittelt sie durch Sub-

traktion der Verschiebung

ü:%(]—V)Ö2[3+v—(1+V)R21R (5.3)

in der rotierenden elastischen Vollscheibe.
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