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1. Einleitung

Anspruchsvolle bruchmechanische Aufgabenstellungen
erfordern zu ibrer Losung den Einsatz der modernen
Rechentechnik. Neben der FEM werden international
die - Randelementmethoden (BEM, ,boundary element
method™) zunehmend eingesetzt. Diese bestehen in der
numerischen Umsetzung einer Integralgleichung, die auf
dem Rand des Gebietes formuliert ist. Die Werte der
Feldgrofien werden zunichst auf dem Rand des Gebietes
ermittelt und konnen dann durch eine einfache Inte-
gration iiber den Rand auch im Inneren berechnet wer-
den.

Je nach Art der RandgroBen, in denen die Integralglei-
chung formuliert ist, unterscheidet man zwischen direk-
ter und indirekter BEM. Bei der direkten BEM, die im
folgenden ausschlieBlich behandelt wird, sind die Rand-
groBen die Verschiebungen und Randspannungen (Trac-
tions).

Die BEM weist gegeniiber der FEM eine Reihe von Vor-
teilen auf. Da die Integralgleichung auf dem Rand des
Gebietes formuliert ist, braucht auch nur der Rand dis-
kretisiert zu werden. Dies stellt den wesentlichen Vor-
teil der BEM gegeniiber den gebietsorientierten Verfah-
ren dar und macht die BEM fiir Riprobleme, bei denen
man die FeldgroBen im Inueren des Gebietes in der
Regel nicht benétigt, besonders attraktiv. Die. Behand-
lung von Problemen mit unendlichen oder halbunend-
lichen Gebieten erfolgt daher ebenfalls unproblematisch.
Die Reduzierung in der Dimension der Vernetzung fiihrt
zu einer betrichtlichen Verringerung des Aufwandes fiir
das Pre- und Post-Prozessing. Auierdem wird dadurch
die Implementierung leistungsfihiger BEM-Software auf
dem Kleinrechner méglich [1], [2].

Im Gegensatz zur FEM ist der Einbau analytischer
Lésungen in den BEM-Algorithmus leicht durchfiihrbar.
So koénnen in der Umgebung von Rifispitzen spezielle,
singulire Elemente verwendet werden. Da man in der
BEM von einer Fundamentallssung des problembe-
schreibenden Differentialoperators ausgeht, bietet sich
die Einbeziehung bekannter Fundamentallosungen fiir
spezielle Gebiete in das Verfahren an [3].

Das Programm OREAS entstand im Ergebnis der jahre-
jangen Forschungsbemiihungen des IFE Halle um die
Entwicklung und Anwendung der Randelementmethode,
insbesondere fiir die Analyse von Rifiproblemen. Die in
OREAS implementierte Vernetzungs- und Integrations-
strategie beruht auf einer von Lachat und Watson {4]
vorgesteliten Konzeption. Zur Modellierung der Rib-
spitzenumgebung werden von Luchi und Poggialini [5]
eingefithrte Rifielemente verwendet. Das Programm wur-
de in der Programmiersprache FORTRAN IV geschrie-
ben und arbeitet auf Rechenanlagen vom ESER-Typ.
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2. Charakterisierung des Anwendungsbereiches

Das Programm OREAS dient der Losung dreidimensio-
naler Aufgaben der linearen Elastostatik. Es konnen

. Probleme, die ither endliche oder unendliche Gebiete

formuliert sind, behandelt werden. Der zu analysierende
Kérper kann sich aus Bereichen mit stiickweise homo-
genem, isotropem Materialverhalten (Substrukturen) zu-
sammensetzen. Eine solche Substrukturierung wird auch
zur Modellierung unsymmetrischer Rifprobleme beno-
tigt. Der Rif muf dann zwischen zwei Substrukturen
angeordnet werden. Eine Substrukturtechnik kann dar-
iiber hinaus bei speziellen Gebieten (lange Strukturen)
oder bei Problemen, bei denen eine Vielzahl von Rech-
nungen mit jeweils modifizierter Geometrie in einem
kleinen Bereich (z. B. Veriinderung der Rifiform) vor-
genommen werden, zu einer Verringerung des numeri-
schen Aufwandes fiihren.

In einem Rechnerlauf kénnen mit OREAS mehrere
qualitativ gleichartige Lastfille simultan behandelt
werden. Lastfille sind von gleicher Qualitit, wenn an
gleichen Stellen Randwerte gleichen Typs (Randver-
schiebungen oder Randspannungen) vorgegeben sind,
die sich jedoch quantitativ, d. h. im Wert, von Last-
fall zu Lastfall unterscheiden kénnen.

Jedem Knoten der Vernetzung kann bei der Eingabe ein
spezielles orthogonales Koordinatensystem zugeordnet
werden, auf das sich die Werte der Feldgrofien bezie-
hen. Das Programm berechnet wahlweise in den Knoten
das Basissystem, in welchem die AuBennormale einer
der drei Basisvektoren ist. Als Ergebnis einer Rechnung
werden vom Programm die Randwerte in den Knoten im

» jeweiligen Koordinatensystem sowie im (x,y,z)-System

ermittelt.
Fiir jede Substruktur werden noch die resultierende

dubere Kraft und die Reaktionskraft sowie die elasti-
sche Verformungsarbeit
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berechnet. Bei' Rifiproblemen werden auferdem die
Spannungsintensititsfaktoren in den Knoten der Rib-
front ermitteit. Diese werden sowohl aus den Verschie-
bungen der RiBufer als auch aus den Randspannungen
an der RiBifront berechnet. Dabei weisen die aus den
Randspannungen abgeleiteten K-Faktoren im allgemei-
nen eine héhere Genauigkeit als die aus den Verschie-
bungen bestimmten auf. Die Spannungsintensititsfak-
toren werden in gewohnter Weise beziiglich eines loka-
len Koordinatensystems an der Ribfront ausgegeben.
Wahlweise besteht noch die Méglichkeit der Berechnung
der Feldgrofen an inneren Punkten einer beliebigen Sub-
struktur.



3. Grundlagen der BEM

Da die Grundlagen der BEM in der Literatur bereits aus-
fiihrlich dargestellt wurden (z. B. [4], [6]), wird sich hier
auf eine kurze Wiedergabe der Grundziige der Theorie
beschrinkt, die dem besseren Verstindnis des nachfol-
genden dienen soll.

Das zentrale Problem der statischen Elastizititstheorie
besteht in der Lésung einer Randwertaufgabe. Bei einem
korrekt gestellten Problem sind bei Vorgabe von Ver-
schiebungs- und Spannungsvektoren auf dem Rand eines
Gebietes die restlichen RandgroBien sowie die Feldgro-
Sen im Inneren zu bestimmen. Fiir den Fall fehlender
Volumenkrifte, der im weiteren stets betrachtet wird,
erhdlt man aus dem Bettischen Reziprozititstheorem
die folgenden integralen Identititen (zur Herleitung
vgl. auch [6]):
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In OREAS sind die Vollraum- und die Halbraumfunda-
mentallosung, welche der Verschiebung aufgrund der
Wirkung einer Einzelkraft in einem durch eine unendlich
ausgedehnte, lastspannungsfreie Ebene begrenzten Me-
dium entspricht, implementiert. Die explizite Berech-

nung des Tensors @ kann praktisch immer umgangen
werden, so daf nicht weiter darauf eingegangen wird.
Durch Differentiation von (2) erhilt man eine Integral-
gleichung zur Berechnung der Spannungen an inneren
Punkten.

Das Integralgleichungssystem (2) gilt fiir endliche und
unendliche Gebiete. Im letzteren Fall miissen die Feld-
groben im Unendlichen ein asymptotisches Verhalten
der Ordnung

aufweisen.

Das Integralgleichungssystem (2) besitzt Giiltigkeit in
einer Substruktur. Die Integralgleichungssysteme fiir die
einzelnen Substrukturen werden durch die Bedingung
des Kriftegleichgewichts und der Verschiebungskompa-
tibilitit an gemeinsamen Punkten gekoppelt.

Bei sachgemifier Randwertvorgabe stellt (2) eine Inte-
gralgleichung fiir die gesuchten Randgroben dar. Zur

numerischen Losung wird das unendlichdimensionale
Problem (2) durch eine Diskretisierung finitisiert. Zur
Diskretisierung der Oberfliche stehen dem Nutzer
8-Knoten-Viereck- und 6-Knoten-Dreieckelemente zur
Verfigung. Im Programm OREAS wird der von der
FEM her bekannte isoparametrische, quadratische An-
gatz (5) verwendet, dem die oben beschriebene Knoten-
zahl entspricht.
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Die Werte im Element werden iiber die Werte in den
Elementknoten approximiert. Die 6-Knoten-Dreieckele-
mente sind kollabierte Viereckelemente, die aus diesen
entstehen, indem den drei Knoten einer Seite dieselben
Werte fir Geometrie und Feldgrofen zugewiesen wer-
den.
Setzt man die Ansitze (5) fir Verschiebungen, Rand-
spannungen und Randgeometrie in das Integralglei-
chungssvstem (2) ein, bekommt man fiir einen Auf-
punkt X drei algebraische Gleichungen fiir die Ver-
schiebungen und Randspannungen aller Knoten der
Oberfliche der Substruktur. Wahlt man der Reihe nach
alle Knoten der Vernetzung als Aufpunkt, so erhilt
man je Substruktur zwei Matrizen, deren Koeffizien-
ten die Integrale mit den Tensoren U und T sind. Diese
Koeffizientenintegrale werden numerisch ausgewertet.
Aufgrund der Eigenschaften einer Fundamentallosung
besitzen die Tensoren fiir den Fall X = y Singularititen
der Ordnung IX — ¥ 1~ 1 baw. IX — ¥ F2 Daher muk,
je nach gegenseitiger Lage von Aufpunkt X und dem
Element, iiber das integriert wird (Punkt ¥), zwischen
Integralen mit reguliren und singuliren Integranden
unterschieden werden. Die ersteren werden direkt mit
Gaub-Integrations-Regeln ausgewertet, wobei die Inte-
grationsordnung zuvor in Abhingigkeit von der Grobe
des Elementes und dem minimalen Abstand des Auf-
punktes vom Element abgeschitzt wird, um Aufwand
und Genauigkeit der Integration zu optimieren.
Die Integrale mit singuldren Integranden lassen sich mit
einem speziellen Transformationsalgorithmus bzw. der
Methode der Starrkérpertranslation [6] ebenfalls mit
GauBi-Formeln berechnen. Man erhilt im Ergebnis ein
Matrizensystem fiir jede Substruktur. Nach der Einar-
beitung der gegebenen Randwerte sowie der Kopplung
der Matrizensysteme fiir die einzelnen Subsirukturen
erhilt man ein in der Regel unsymmetrisches block-
strukturiertes Gleichungssystem, welches man mit
einem Gaufischen Eliminationsverfahren lésen kann.

4. Beschreibung des Programmsystems OREAS

Das Programm OREAS ist in der Lage, bei relativ ge-
ringem Hauptspeicherbedarf umfangreiche Probleme zu
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I6sen. Das Programm OREAS verfiigt iiber ein zentrales
Arbeitsfeld, dessen Linge im Hauptprogramm verein-
bart und quasidynamisch verwaltet wird. Das Programm
besteht aus drei getrennten Programmabschnitten. Im
ersten erfolgt substrukturweise der Matrixaufbau. Die
erforderliche Linge des Arbeitsfeldes wird von diesem
Programmteil bestimmt. Im zweiten Programmteil er-
folgt die Assemblierung der zu l6senden Matrix. Mit
einem speziellen, selbst entwickelten Out-of-core-
solver, der die Losung umfangreicher Gleichungssysteme
bei geringem zur Verfiigung stehenden Hauptspeicher ge-
stattet, erfolgt dann die Faktorisierung der Matrix bei
vollstindiger spaltenweiser Pivotisierung. Nach der Drei-
eckszerlegung werden die Losungen fiir die rechten Sei-
ten ermittelt, die resultierenden Krifte, die elastische
Verformungsarbeit sowie gegebenenfalls die Spannungs-
intensitétsfaktoren berechnet.

Im dritten Programmteil erfolgt die Berechnung der
Spannungen und Verschiebungen an ausgewihiten inne-
ren Punkten.

Das Programm OREAS ist Bestandteil der am IFE Halle
entwickelten Programmbank BOREAS (bruchmecha-
nisch orientiertes Randelement-Analyse-System) und
bietet spezielle Optionen zur Analyse rifibehafteter Bau-
teile. Dazu werden vom Programm spezielle Elemente
zur Verfiigung gestellt, die aus den Viereck- und Drei-
eckelementen durch Modifikation der Formfunktionen
hervorgehen. Die sieben verschiedenen Elementtypen
sind in Bild 1 grafisch dargestellt, die speziellen Ele-
mente sollen im folgenden niher erliutert werden.
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Bild 1
Elementkatalog des BEM-Programms OREAS
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1. Singuldre Rifispitzenelemente (Q8R,T6R,Q8V,T6V)

Diese Elemente werden zur Modellierung des 12 Ver.
haltens der Verschiebungen bzw. der r_1/2-Singularitﬁt
der Spannungen an einer Riffront (r bedeutet hier den
senkrechten Abstand von der RiBfront) verwendet. Die
Mittelknoten der beiden Seiten senkrecht zur Rififront
(in Bild 1 die Knoten 5 und 7 der Q8V/R-Elemente bzw.
die Knoten 4 und 6 der T6V/R-Elemente) miissen dazu
genau in der Mitte zwischen den Elementeckknoten an-
geordnet werden. Die anderen Elementknoten sind
keinen Bedingungen unterworfen.

Die Elemente Q8V und T6V enthalten reguliire Ansitze
fir die Spannungen und kénnen somit auf den Rifufern
bzw. auf der freien Oberfliche um den Schnittpunkt der
Riffront mit der Korperoberfliche eingesetzt werden,
die Elemente Q8R und T6R hingegen enthalten den
singildren Spannungsansatz und werden vor der RiS-
front bzw. um den Schnittpunkt der Rififront mit der
Symmetriefliche (falls vorhanden) auf dieser angebracht
(vgl. Bild 1).

Zur Modellierung eines Risses miissen stets genausoviel
Q8V.Elemente hinter der Rififront wie Q8R-Elemente
vor der RiBifront verwendet werden.

Das r/2.Verhalten der Verschiebungen wurde durch ex-
plizite Implementierung der Wurzel in d1e Formfunktlo-

nen des lsoparametrlschen Ansatzes fir & und t erzielt.
AnschlieSend wird der ¢ -Ansatz durch Multipiikation
der Formfunktionen mit einer Funktion £ korrigiert,
die die folgenden Eigenschaften aufweist:

1. £ €0(r12),r>0
2.£=1 ,r=L/2 (6)
S f=1 ,r=L
L ist die Linge des Elementes in Richtung senkrecht zur

RiBfront (vgl. Bild 1).
Damit haben die Verschiebungen aller Rifielemente die

Form -
'—)_'-> - 12
U =a; toar /+a3r )

wihrend fiir die Randspannungen der Q8R- und T6R-
Elemente die Darstellung

-5 = - —> I N
t = byr 12+ by + byrl? ®)
gilt.

Aus diesem Ansatz werden von OREAS die Spannungs-
intensititsfaktoren K;, i=LILIII aus den Verbuhlehungen
und Randspannungen durch Vergleich der Riflosung

-
mit den Koeffizienten _52 bzw. bl ermittelt.

2. Unendliche Elemente (Q8U)

Diese Elemente dienen zur Modellierung unendlicher
Gebiete. Nachdem man einen endlichen Teilbereich des
Gesamtgebietes mit den anderen Klementen diskretisiert
hat, werden daran die unendlichen Elemente angeschios-
gen, die in geeigneter Weise den Ubergang der Kérper-
geometrie ins Unendliche realisieren und dabei das Ab-



klingverhalten (5) der Feldgrofen korrekt approximie-
ren, Die drei Knoten einer 'der Elementseiten miissen
stets einem endlichen Element angehéren (z. B. Knoten
1, 2 und 6 in Bild 1). Die iibrigen Knoten des Elementes
werden mit einer speziellen Transformation in das un-
endliche Gebiet abgebildet. Diese Knoten dienen ledig-
lich zur Darstellung der Geometrie. Die Feldgréfien wer-
den bei einem unendlichen Element nur an den drei
Knoten der Seite, die das unendliche Element mit den
endlichen verbindet, vorgegeben bzw. berechnet.

Bei der Diskretisierung ist zu beachten, daB die Knoten
anf den Seiten aneinandergrenzender Elemente iden-
tisch sind (d. h. es wird ein konformer Ansatz verwen-

det).

5. Ausgewdhlte bruchmechanische Anwendungs-
beispiele

Die Eignung des Verfahrens fiir bruchmechanische Be-
lange soll nun anhand einiger Rechenergebnisse demon-
striert werden. Die Rechnungen wurden stets mit der
EDVA EC 1040 durchgefithrt. Die Spannungsintensitits-
faktoren wurden simtlich aus den Werten der Koeffi-
zienten der Randspannungssingularitit des Ribspitzen-
knotens ermittelt, da die Genauigkeit der berechneten
K-Faktoren hierbei hoher ist als bei einer Auswertung
mit der Verschiebungsformel.

Als erstes wird der K-Faktor fiir einen ,penny-shaped-
crack” unter Innendruck im Vollraum berechnet. Die-
ses Problem ist analytisch l5sbar, und die Lésung fiir
den K;-Spannungsintensititsfaktor lautet

K, = 20 (a/m)"? = 0.1128 MPam' "

mit 5=10MPa und a=10"m.

Die Vernetzung der Symmetrieebene ertoigte mit
56 Elementen (8 unendliche Elemente) und ist schema-
tisch in Bild 2 dargestellt. Da es sich beziiglich der Rib-
fliche um ein symmetrisches Problem handelt, war eine
Substrukturierung nicht erforderlich. Die CPU-Zeit
(Zentraleinheitszeit) an der Rechenanlage betrug etwa
84 Minuten. Der K-Faktor wurde zu

K, = 0.1134 MPam 2

ermittelt (relativer Fehler etwa 0,5 %).

._,—/

Bild 2
BEM-Vernetzung eines kreisférmigen Risses im Vollraum
{56 Elemente, davon 8 unendliche Elemente)

Bild 3
BEM-Vemetzung der CT-Probe (48 Elemente, 140 Knoten)
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Bild 4
Vergleich der Ergebnisse fiir die CT-Probe aus FEM- und BEM-
Rechnungen

Bild 5
BEM-Netzwerk fiir Zugprobe mit halbelliptischem Oberflichen-
ris (56 Elemente, 164 Knoten)
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Bild 6
FEM-Netz der Zugprobe mit halbeiliptischem Cberflichenrif
(1043 Knoten)
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Bild 7
Vergleich der Ergebnisse fiir die Zugprobe mit halbeiliptischem
Oberilichenrif aus FEM- und BEM-Rechnungen

Die Berechnung des K-Faktors fiir eine Standardprobe
der Bruchmechanik, die sogenannte CT-Probe {(com-
pact-tension-specimen), wurde als ein weiteren Beispiel
ausgewihlt. Der Vergleich erfolgte mit dem Ergebnis
¢iner FEM-Rechnung von Yamamoto/Sumi [7]. Die
Diskretisierung eines Viertels der Probe ist in Bild 3
dargestellt. Es wurden 3 RiBelemente iiber die halbe
Probendicke sowie insgesamt 48 Elemente verwen-
det. Die Ergebnisse (der Auswertung ilber die Rand-
spannungen an der Rifspitze) stimmen his auf etwa
1% iiberein. Lediglich im Bereich des Schnittpunktes
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der Rififront mit der freien Oberfliche (x=1) treten
grofere Abweichungen auf (Bild 4). An dieser Stelle
herrscht eine andere als die r—1/2.Spannungssingu-
laritdt, der K-Faktor an der freien Oberfliche ist gleich
Null (vgl. auch [7]). Die CPU-Rechenzeit betrug hier
etwa 71 Minuten.

Das letzte Beispiel ist ein halbelliptischer Oberflichen-
rif in einem Quader unter homogenem Zug. Systema-
tische Untersuchungen dieses Problems wurden von
Raju und Newman mit der FEM durchgefithrt [8].
Bild 5 zeigt die Diskretisierung eines Viertels der Pro-
be. Es wurden 56 Oberflichenelemente und davon je
4 RiBelemente vor und hinter dem Rif verwendet.
Ein FEM-Netzwerk fiir dasselbe Problem ist in Bild 6
dargestellt. Die Rechnung wurde mit dem Programmsy-
stem FRACTURE des IFE Halle am EC 1040 durchge-
fiihrt [9], die Ribfront wurde mit speziellen Hybrid-
elementen modelliert, so daB eine relativ grobe Ver-
netzung verwendet werden konnte. Die Ergebnisse
sind in Bild 7 grafisch dargestelt.

Es zeigt sich eine gute Ubereinstimmung aller Resul-
tate (maximal etwa 2.5 % Abweichung). Die CPU-Zeit
betrug fiir die BEM-Rechnung etwa 98 Minuten bei
einem Hauptspeicherbedarf von 300K-Byte und fiir
die FEM-Rechnung etwa 171 Minuten bei 450K -Byte
Speicherbedarf. Das Verhiltnis der Zeiten fiir die Da-
tenaufbereitung betrug etwa 1 : 8 zugunsten der BEM.
Besonders vorteithaft idbt sich die Randelementmetho-
de zur Losung Zuberer Randwertaufgaben, die hiufig
bei mikromechanischen Aufgabenstellungen auftre-
ten, einsetzen. Einige Beispiele hierfir wurden in [10]
vorgestelit.



6. Schlufbemerkungen

Anhand der vorgestellten Beispiele lassen sich klar die
Vorziige der Randelementmethoden gegeniiber der
Finite-Element-Methode bei der Lésung rdumlicher
elastostatischer RiBaufgaben erkennen. Im Gegensatz
zur FEM koénnen Ergebnisse vergleichbarer Genauig-

keit mit einem viel groberen Netzwerk, welches sich
nur iber die Korperoberfliche erstreckt, erzielt wer-
den. Entscheideride Voraussetzung fiir die Qualitit des
BEM-Algorithmus ist die méglichst genaue und effek-
tive Auswertung aller vorkommenden Integrale. Dabei
hat sich die Integrationsordnungsabschitzung fir jedes
Element und jeden Aufpunkt als unumginglich erwie-
gen.

Die Verwendung singulirer Riielemente eriibrigt eine
starke Verfeinerung der Diskretisierung in der Nihe des
Risses. Ahnliche Rifelemente, die sogenannten Viertel-
punktelemente, sind auch in der FEM bekannt. Die
Genauigkeiten der aus den RiBuferverschiebungen er-
mittelten K-Faktoren stimmen bei BEM und FEM,
wie am IFE Halle angestellte Untersuchungen belegen,
ungefihr iiberein, wobei in der Regel ein relativer Fehler
von mehreren Prozent zu verzeichnen ist. Die BEM
liefert wesentlich bessere Ergebnisse durch die Be-
_stimmung der K-Faktoren aus den Koeffizienten der
Randspannungssingularitat des Riispitzenknotens. Das
ist plausibel, da das Verhalten der Spannungen an der
Rifispitze ausschlieflich durch das singulire Glied der
asymptotischen Entwicklung der Spannungen be-
stimmt wird, wihrend man bei der Verschiebungsaus-
wertung zwangsldufig auf Verschiebungen von Knoten
zuriickgreifen mub, in demen das asymptotische Ver-
schiebungsverhalten nicht mehr streng gilt.

Die Beriicksichtigung von Volumeniasten, transienten
Temperaturfeldern und nichtlinearem Materialverhal-
ten erfordert die Einfilhrung einer Volumendiskretisie-
rung in den BEM-Algorithmus, wodurch das Verfahren
teilweise seine Attraktivitit einbiifit. Dennoch belegen
internationale Forschungsergebnisse [6], [11], daB der
Einsatz der BEM fiir derartige Aufgabenkiassen — zu-
mindest fir bruch- und mikromechanische Anwen-
dungen — aussichtsreich und erfolgversprechend ist.
Entsprechende Untersuchungen zur Erweiterung von
OREAS auf nichtlineare Werkstoffgesetze befinden
sich in Arbeit.
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