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0. Einleitung

Maschinenkonstruktionen bestehen im allgemeinen aus
mehreren Teilen, die miteinander verbunden sind. Die
Bestimmung der Festigkeitswerte im Beriihrungsbereich
der Bauteile ist sehr wichtig, weil sie in vielen Fillen den
zuverlédssigen Betrieb und die Lebensdauer der Maschi-
nen grundsitzlich beeinflussen kénnen. Die Kontakt-
krifte filhren zum Beispiel, wenn der Kontaktbereich
im Vergleich zu der GréBe der Kérper klein ist, zu einer
Spannungskonzentration, die der Ausgangspunkt-eines
Risses oder eines Ermiidungsbruches sein kann. Aus
dem Spannungs- und Verformungszustand der Kontakt-
zone kann man ebenfalls auf den Verschleif der Kon-
taktfliche schliefsen.

In der modernen Maschinenkonstruktion spielen deshalb
die Methoden, mit denen die Festigkeitswerte im Kon-
taktbereich mit entsprechender Genauigkeit bestimmt
werden koénnen, eine bedeutende Rolle.

Auf dem Gebiet der Kontaktaufgaben hat H. Hertz [1]
die ersten Ergebnisse vor ca. 100 Jahren versffentlicht.
Seitdem haben die Forscher fiir spezieile Aufgaben zahl-
reiche analytische Losungen [2] bis [S] ausgearbeitet.
Die technische Anwendbarkeit der analytischen Losun-
gen ist aber wegen der speziellen Geometrie und Bela-
stung ziemlich begrenzt.

Die rasche Entwicklung der Rechentechnik und der
numerischen Methoden erméglichten auch auf dem Ge-
biet der Kontaktprobleme einen neuen Aufschwung.
Von den numerischen Niherungsmethoden der Mecha-
nik ist die Finite-Elemente-Methode (FEM) am bekann-
testen und verbreitetsten. Bei der FEM stellt die Be-
riicksichtigung einer beliebigen Géometrie und Bela-
stung der Kérper kein Problem dar.

Auf dem Gebiet der FEM-Losungen der Kontaktauf-
gaben kann man zwei unterschiedliche Forschungs-
richtungen beobachten:

— Zuriickfiihrung auf mathematische Programmierung
und
— Lésung mit inkrementellen Iterationsmethoden.

Mit Hilfe der quadratischen Programmierung I6sten u. a.
I. Pdczelt [6], [7], F. D. Fischer [9] und N. D. Hung [8]
reibungslose, weiterhin P. D. Panagiotopoulos [10]
und B. Fredriksson [11] reibungsbehaftete 2D-Kontakt-
aufgaben.

Bei den inkrementellen Iterationsmethoden werden ent-
weder direkt Knotenpunktvariablen oder spezielle Kon-

taktelemente fiir die Iteration benutzt. Die erste Mog-
lichkeit haben zum Beispiel R. Gaertner [12], B. Fre-

120

driksson [13], [14] und Bo Torstenfelt [15], [16],
die zweite unter anderem R. E. Goodmann [17],
J. G. Crose [18], H. Feldmann [19], C.-S. Desai [20]
und M. Keuser [21], [22] gewiihit.

Diese Arbeit schliefit sich der zuletzt erwihnten Rich-
tung an.

Thre Zielstellung ist die Entwicklung und programmtech-
nische Realisierung einer FEM-Losung, die moglichst fiir
alle im Maschinenbau auftretenden Kontaktprobleme
anzuwenden ist, bei denen

— die dynamischen Effekte der sich beriihrenden festen
Kérper und das hydrodynamische Verhalten des
Schmierstoffes auf dem Kontaktgebiet vernachlis-
sigt werden kénnen,

— die sich berithrenden festen Kérper isotrope und
linear-elastische Materialeigenschaften haben,

— die Verschiebungen und Verzerrungen der Korper
unter Belastung klein bleiben,

— die sich beriihrenden Oberflichen isotrope Rauhig-
keitsverhiltnisse haben und

— das Coulombsche Reibgesetz mit dem Reibwert
1 = konst die Reibverhiltnisse in der Kontaktzone
entsprechend beschreibt.

Die so gestellte Aufgabe ist ein nichtlineares Problem,
da infolge der Reibung auch nichikonservative,
irreversible Prozesse auftreten. Der nichtkonservative,
irreversible Charakter ergibt sich aus der Rauhigkeit
der Kontaktflichen, die Nichtlinearitit folgt ebenfalls
aus der Reibung und daraus, daf die Kontaktfliche
a priori nicht bekannt ist.

Entsprechend dem nichtlinearen und nichtkonserva-
tivem Charakter der zu losenden Aufgabe wird eine
inkrementelle Losungsmethode angewendet. Die Kon-
taktbedingungen werden fiir jedes Belastungsinkrement
iterativ, mit Hilfe spezieller Kontaktelemente befrie-
digt.

Diese Losungsmethode kann in vorhandene aligemeine
FEM-Programmsysteme relativ einfach eingebaut wer-
den. Die programmtechnischen Voraussetzungen einer
leistungsfihigen Anwendung dieses Losungsweges sind:

— eine mindestens einstufige Substrukturtechnik und

— eine entsprechende Elementenbibliothek, die auch
quadratische, isoparametrische 2D- und 3D-Elemen-
te enthilt.

In diesem Artikel werden die theoretischen Grundiagen
zur Losung des obigen Problems ausfiihrlich zusammen-
gefafit. Der Abschnitt 1. gibt die mechanische Formu-



lierung, die Grundgleichungen des Problems an. Im
Punkt 2. werden die Grundlagen fiir die FEM-Losung
dargestellt. Zur Erfillung der Kontaktbedingungen
werden im Abschnitt 3. zwei unterschiedliche Algorith-
men, Iteration mit verdnderlicher Steifigkeitsmatrix und
ITteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix, vorgeschla-
gen. Der Abschnitt 4. legt den Aufbau der Steifigkeits-
matrix von zwei Typen spezieller Kontaktelemente dar,
und im Abschnitt 5. werden die kinematischen und
dynamischen Kontaktbedingungen mittels Knotenpunkt-
werte formuliert. Die Modifikationsformel fiir die Stei-
figkeiten bzw. die Materialeigenschaften werden im
Punkt 6 angegeben.

SchlieBlich enthilt der Abschnitt 7 Hinweise auf die
weitere Richtung der Forschungsarbeit.

1. Mechanische Formulierung des Problems

Das System im Bild 1 besteht aus den Festkérpern A

und B. Fiir beide Korper wn'ken die auﬁeren Fldchen-
lasten T an den Oberflachen A% und A , die Volumen-
lasten g in (V) = (V )U(Vg) Die Zeltabhanglgkelt
der Belastung wird vernachlissigt, aber die Belastungs-
geschichte wird als bekannt angenommen.

%2

X

Bild 1
Beriihrung zweier beliebiger K 6rper

An den Oberflichen AA und AB werden Verschiebungen
vorgeschrieben, und die Korper sind an der Oberfliche
A_ miteinander in Berithrung. Die GroBe und die Form
der Kontaktfliche A_ hingt von der Geometrie der Kor-
per, von der Belastung und von der Lagerung des Sy-
stems ab. Zwischen der Belastung und der Dimension
des Kontaktbereiches existiert kein linearer Zusammen-
hang.

Zur Behandlung der Festigkeitswerte an der Kontakt-
fliche wird auch ein lokales Koordinatensystem 512223
zur Oberfliche so orientiert, daf die Achsen 2152 in
der Tangentialebene liegen und die Achse &5 zur Kon-
taktfliche senkrecht steht.

Im Falle kleiner Verschiecbungen und kleiner Verzer-

rungen lafit sich das System aus den Kérpern A und B
mit den folgenden Gleichungen beschreiben:

— Geometrische Beziehungen in (V) = (VA)U(VB):
1
A= (@VHV), 1y

wobei A der Verzerrungstensor,
= .
u der Verschieburgsvektor und

V der Hamiltonsche Operator sind,

Gleichgewichtsbedingungen in (V) = (VAYU(VP):
T-V+q=0 1.2)

wobei T der Spannungstensor,

das Zeichen des Skalarproduktes sind,

!

Materialgesetz (im isotropen, linear-elastischen Fall
das Hookesche Gesetz) in (V) = (VA) U(VB):
A
I

T = 2G(A+

= = 1-2v

1), (1.3)

wobei G der Schubmodul,
v die Poissonsche Zahi,

Ajdie 1. Skalarinvariante des Verzerrungs-
tensors,

I der Einheitstensor sind,

Geometrische Randbedingungen an (A ) = (A’:) U (A‘ij ):

=y

—
= u

(1.4)

. > . . .
wobei u_ ein vorgeschriebenes Verschiebungsfeld
ist,

— Dynamische Randbedingungen an (Ay) = (A?) U (A?):
Eem=1, (1.5)
wobei n der Normaleneinheitsvektor ist,

— Kinematische Kontaktbedingungen an (A ):

u%—ug =0, (L.6)

— Dynamische Kontaktbedingungen an (A )
im Falle der Haftung:

FAogteo, phesl<o,  aD)
im Falle der Gleitung:

A- B <o (1.8)
P3 = P3 < .

Die Reibkrifte (Tangentialkrifte) ergeben sich fiir den
Fall der isotropen Rauhigkeit aus dem Coulombschen
Reibgesetz:

Ip,! —u lpgl =0 (1.9)

g ]

wobei p 2, P die Vektoren der Kontaktspan-

nungen
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IFt | der Betrag der tangentialen Kom-
ponente des Kontaktspannungs-
vektors sind.

Die Vektorkomponenten in den Gleichungen (1.6) —
(1.9) beziehen sich auf das lokale Koordinatensystem

E122¥3'

2. Grundlagen der FEM-Losung

Bei nichtlinearen Aufgaben bildet die inkrementelle
Form des Prinzipes der virtuellen Verriickungen die
Grundlage der FEM-Losung:

S AT+ 8(AA)AV = [ AT -8(AW)dAV +
vy - - )

" 2.1)
+ [ AT -5(AU)dA,
(Ap)

wobei die Bezeichnung ** das doppelte Skalarprodukt
bedeutet.

Die Anwendung der inkrementellen Grofen dient zur
Linearisierung des Problems. Das Prinzip (2.1) enthilt
die Grundgleichungen (1.2), (1.5) und infolge der Defi-
nition der virtuellen Verriickungen auch (1.1), (1.4).
Es gilt aber fiir ein beliebiges Materialgesetz.

Zur Lésung von Kontaktaufgaben mub die Gleichung
(2.1) mit dem Inkrement der virtuellen Arbeit der Kon-
taktkrifte ergéinzt werden:

Jf AT -~ 8(AA)AV + [ Ap +8(AV)dA =
v - - (A,)
(2.2)

= [ AT-8(AT)AV+ [ AT -5(AT)dA.
") (Ap)

Hier ist Ap das Inkrement des Kontaktspannungsvek-
tors und AV das Inkrement der relativen Verschie-
bung zwischen den Kontaktpunkten der Korper A und
B. Die normalen Kontaktspannungen leisten weder im
Falle des Spaltes, weil die normale Komponente des
Spannungsvektors verschwindet, noch im Falle des Kon-
taktes, weil keine relative Verschiebung in normaler
Richtung auftritt, Arbeit. Bei der Haftung der Ober-
flichen A und B leisten auch die tangentialen Kontakt-
spannungen keine Arbeit, weil keine relative Verschie-
bungen in tangentialer Richtung auftreten. Im Fall
der Gleitung stellt aber dieses Glied die virtuelle Dissi-
pationsarbeit, die infolge Reibkrifte entsteht, dar.
Dieses Zusatzglied erméglicht die Beriicksichtigung der
Gleichungen (1.6 — 1.9).

Die Befriedigung der Kontaktbedingungen wird mit
Hilfe zweier unterschiedlicher iterativer Verfahren,
einer Iteration mit verdnderlicher Steifigkeitsmatrix
oder einer Iteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix,
gewihrleistet. Beide Verfahren werden im folgenden
Abschnitt ausfiihrlich erldutert.

Bei beiden Iterationen werden die Steifigkeiten bzw.
die Materialeigenschaften der Kontaktelemente so
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modifiziert, dab die Kontaktbedingungen befriedigt
werden. Die Richtung der Anderung der Steifigkeits-
bzw. Materialkoeffizienten wird durch die kinemati-
schen und dynamischen Bedingungen der Beriihrung
bestimmt.

Die leistungsfihige Anwendung dieser inkrementellen,
iterativen Losungsmethoden setzt die Benutzung der
Substrukturtechnik voraus. Bei der Lésung der Kon-
taktaufgaben mit Substrukturtechnik ist es zweckmi-
Big, nur jene Knotenpunkte zu externen Knoten zu
wihlen, die auf dem potentiellen Kontaktbereich lie-
gen (Bild 2). In diesem Fall mub die Iteration zur Er-
fillung der Kontaktbedingungen fiir jedes Lastinkre-
ment nur mit den Variablen der externen Knoten durch-
gefiihrt werden.

Unter Kontaktelementen versteht man fiktive finite
Elemente mit besonderen Materialeigenschaften, die
die Kontaktbedingungen zwischen den sich beriihren-
den Koérpern simulieren miissen. Die Kontaktelemente
sind also nicht reale materielle finite Elemente. Ihre
Einfilhrung kann als rein numerisches Hilfsmittel an-
gesehen werden.

Die Kontaktelemente miissen auf dem méglichen Kon-
taktgebiet der zu urtersuchenden Konstruktion ange-
nommen werden (Bild 2). Diese speziellen finiten Ele-
mente diirfen die Festigkeitsverhiltnisse der Korper
nicht beeinflussen, sie sollen lediglich die mathemati-
sche Behandlung des Problems férdern.

mogliche kontakifiéiche

Kontaktelemente

Bild 2
Annahme ‘der Kontaktelemente und der externen Knoten

Diese speziellen Elemente werden unterschiedlich be-
zeichnet:

— in der deutschsprachigen Literatur: Verbundele-
mente [24], Kontaktelemente [24], [25], Reib-
elemente [19], [26], Ubergangselemente [19], Zwi-
schenschichtelemente [26], Linienelemente [24],

— in der englischsprachigen Literatur: gap elements
[27], [28], [29], joint-elements [31], [33], thin-
layer elements [20], contact elements [28], surface
contact elements [28],

— in der russischsprachigen Literatur: kontaktnije
konjetschnije elementi [34].



Von den Kontaktelementen, welche die Bedingungen
des einseitigen Kontaktes mit Reibung simulieren sol-
len, werden folgende Eigenschaften gefordert:

— Zugkrifte in Normalrichtung konnen nicht iber-
tragen werden,

— Tangentialkrifte werden durch ein Reibgesetz be-
stimmt.

Die Kontaktelemente konnen in folgende zwei Gruppen

eingeteilt werden:

— Flichen-, (Linien-)Kontaktelemente und
— Schicht-Kontaktelemente.

Im Abschnitt 4. werden die Eigenschaften und der Auf-
bau der zwei obigen Typen der Kontaktelememte fiir
den 3D- und 2D-Fall erldutert. Diese Kontaktelemente
kénnen mit den quadratischen, isoparametrischen,
finiten Festkorperelementen kompatibel gekoppelt wer-
den.

3. Die angewandten Iterationsmethoden

Die FEM-Grundgleichung des Systems aus den Kérpern
A und B (Bild 2) kann fiir das i-te Lastinkrement Af'in
der folgenden Form geschrieben werden: -

(IéAB * §C)Agi = Aﬁi’ (3.1)

wobei K AB die Steifigkeitsmatrix der Kérper A und B,

Il

die Steifigkeitsmatrix der Kontaktelemen-
te,

Aq das unbekannte i-te Knotenverschiebungs-
= inkrement ist.

Die Gesamisteifigkeitsmatrix des untersuchten Systems
kann also in einen Festkorperteil K , - und einen Kon-
taktteil K i zerlegt werden, die S—teifigkeitsmatrix der
Kontaktelemente K c kann relativ einfach zu der Stei-

figkeitsmatrix der Korper A und B addiert werden. Diese
Eigenschaft der FEM-Grundgleichung (3.1) erméglicht
die Entwicklung von effektiven Iterationsmethoden.

3.1. Iteration mit verinderlicher Steifigheitsmatrix

Im ersten Schritt kann man die Steifigkeiten der Kon-
taktelemente theoretisch beliebig annehmen:

(K, * K, )Aq‘ = A, (3.2

wobei K
ist. Mit emer geschickten Annahme des Anfangswertes
kann aber die Anzahl der notwendigen Iterationsschritte
und damit auch die Rechenzeit wesentlich reduziert
werden. Dazu mub man entweder eigene numerische
Erfahrungen haben oder Angaben aus der Literatur
(z. B. aus [25], [26]) entnehmen.

Das lineare Gleichungssystem (3.2) wird nach A(_]ci'

die Anfangssteifigkeit der Kontaktelemente

aufgelost:

-1

AEL = (Kpt Kep)

Il

Afl (3.3)

Mit Hilfe der berechneten Grofe Aq (i) wird die Erfiil-
lung der Kontaktbedingungen kontrolliert. Entspre-

chend der Kontrolle werden die Steifigkeitsmatrizen
der Kontaktelemente modifiziert:

(K, " Ko, *Kg) Aaj = AfF, (3.4)

wobei K das Modifikationsglied bezeichnet.

Nach der Auﬂosung des Gleichungssystems (3. 4) erhilt
man eine neue Niherung des Inkrementes der Knoten-
verschiebungen:

Ac:[il =(K,. +K Ag (3.5)

=AB = Co = CI)
Im j-ten Iterationsschritt laBt sich das Knotenverschie-
bungsinkrement in der Form:

= K,z + K

; v
At 200" _cj> Af (8:6)

berechnen.

Aus den Gleichungen (3.3), (3.5) und (3.6) ist zu erken-
nen, daff diese Methode in jedem Iterationsschritt eine
Matrixinversion braucht, weil sich die Steifigkeit der
Kontaktelemente Schritt fiir Schritt andert.

Der qualitative Charakter der Iteration mit verinderli-
cher Steifigkeitsmatrix ist fiir die ersten zwei Bela-
stungsinkremente Af! und Af2 im Bild 3 dargestellt.
Die Methode hat die Eigenschaft, daf die rechte Seite
des Gleichungssystems wihrend der Iteration immer
einen konstanten Wert Af ! hat. Infolgedessen gehen die

“den Iterationsschritten “entsprechenden Geraden im

Bild 3 immer vom gleichen Punkt aus. Die Neigung
dieser Geraden ist zu der Steifigkeitsmatrix des Sy-
stems proportional.

f(q) / 1

At4

Af

1 1 2 2 2 42
q
1 qZ J qr 3q2q1q0
qu

0
o
0

Bild 3
Iteration mit verinderlicher Steifigkeitsmatrix

123



In dem ersten Belastungsinkrement Af! wurde die An-
fangssteifigkeit im Bild 3 zu grofi gewihlt. Sie mub des-
halb wihrend der Iteration solange vermindert werden,
bis der exakte Wert Aq’ = q];l erreicht wird.

Der Kontaktzustand zwischen den Kérpern A und B
kann nach dem ersten Inkrement durch die Kontakt-
steifigkeit

-3 K (3.7)

gekennzeichnet werden. Dieser Wert erinnert an die
friithere Belastung, in diesem Fall an das erste Bela-
stungsinkrement. Bei dieser Iterationsmethode enthilt
also die Kontaktsteifigkeit die Belastungsgeschichte und
bildet die Kopplung der Inkremente. Im Bild 5a wird
diese Kopplung mit Hilfe eines vereinfachten Modells
veranschaulicht,

Im zweiten Belastungsinkrement wird der Endwert des
vorigen Inkrementes nach (3.7) als Anfangssteifigkeit
der Iteration gewihlt. Im Bild 3 ist dieser Wert zu
klein, deshalb mub er solange vergroBert werden, bis
der exakte Wert Aq? erreicht wird.

Bei der Iteration mit verdnderlicher Steifigkeitsmatrix
konnen die Verschiebungsinkremente nacheinander ge-
sondert bestimmt werden. Die Gesamt- oder totalen
Grofien folgen aus den inkrementellen Werten durch

Summation, z. B. q5 = Aql + Aqg.

3.2. Iteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix

Die Grundidee dieses Verfahrens stammt von Ju. B.
Gnuchyj [35], [36], wonach die Kontaktiteration mit
der rechten Seite des Gleichungssystems vorgenom-
men werden kann. Die Anwendung von Kontaktelemen-
ten bzw. die Erweiterung der Methode auf den inkre-
mentellen Fall erfolgte bisher nicht.

Im ersten Belastungsinkrement sieht die Losung nach
dem ersten Iterationsschritt ebenso auswie bei der
Iteration mit verdnderlicher Steifigkeitsmatrix

1 - -1 ;
Aq, = (Ryp+ Co) A£1~ (3.8)

1A

Nach der Kontrolle der Kontaktbedingungen und der
Modifikation der Kontaktsteifigkeit kann die Glei-
chung (3.4) so aufgeschrieben werden, daf der modifi-
zierte Teil ECIA(} gesondert behandelt wird:

(§AB+ ECo)Ag1 . §CIAC:11 = A£1 ) (3.9a)
oder
(B gt 5(:0)&.31 . A£1 - K A(_iI' (3.9)

Das Glied Ir(—ClAql auf der rechten Seite der Glei-

chung (3.9b) kann als bekannte Kraft beriicksichtigt
werden, weil eine Losung fiir Aql nach der Gleichung
(3.8) schon zur Verfiigung steht.So kann die Gleichung
(3.9b) in der Form:

+ K. )Aql = AngCiAqi, (3.10)

oder mit der Einfiihrung der Bezeichnung

Af} = Af' K Aq]. (3.11)
in der Form:
(K,p* gCO)Aﬁ = Af] (3.12)

geschrieben werden.

Nach der Auflosung der Gleichung (3.10) oder (3.12)
erhilt man eine newe Niherung des inkrementellen
Knotenverschiebungsvektors:

1 _
Agy = (

I

gl (3.13)

1

AB y I:ECO)

Im jten Iterationsschritt ergeben sich die Knotenver-
schiebungen wie folgt:

1_ LA el
Agj = (EAB + Iéco) Aﬁj , (3.14a)
wobei
1 _ 1 1 1
L. (Af* — I:{_CIA(ZIO == "'—Iéchg(j—l)) (3.14b)
ist.

Aus den Gleichungen (3.8), (3.13) und (3.14a) ist zu
ersehen, daf diese Methode in jedem Lastinkrement nur
eine Matrixinversion braucht. Es wird spiter gezeigt wer-
den, daff diese Iterationsstrategie nicht nur fiir jedes
Inkrement, sondern auch fiir die ganze Belastungsge-
schichte nur eine Matrixinversion verlangt.

Die Iteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix wird im
Bild 4 qualitativ demonstriert. Die rechte Seite des

{
r/321 0
o
/
/
fq) s //
// / (2
4 <
N_'_L
> ,/
s
a
Q
1 2" T 9 9
qj qr"'qZ Q.1 CIO
Bild 4

Iteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix



linearen Gleichungssystems (3.11), (3.14b) bleibt hier
nicht mehr konstant. Infolgedessen gehen die den unter-
schiedlichen Iterationsschritten entsprechenden Geraden
nicht vom gleichen Punkt aus. Da aber die Steifigkeit
des Systems bei dieser Methode konstant ist, verlaufen
die Geraden in den einzelnen Iterationsschritten mit-
einander paraliel.

In dem ersten Belastungsinkrement Af! wurde die Kon-
taktctexilgkelt K . im Bild 4 zu groB gewihit. Deshalb
mub hier die rechte Seite des Glelchungssystems das
heifsit das Belastungsinkrement Af! , solange modifiziert

(vergroﬁert) werden, bis der exakte Verschiebungswert
Aq = q erreicht wird.

Der Kontaktzustand zwischen den Kérpern A und B
kann in diesem Fall durch die Kontaktsteifigkeit K
und die modifizierte Belastung Af1 nach (3.14) gekenn
zeichnet werden. Die Kontaktstelflgkelt K und die
modifizierte Belastung Afl enthalten hier also die

Belastungsgeschichte und bllden die Kopplung der
Inkremente. Im Bild 5b wird diese Kopplung mit Hilfe
eines vereinfachten Modells veranschaulicht.

Korper A

(a) 0y st Ky
Kérper B
Korper A
FoFps atfi
z3s<<
(b) 23332 ko
— F
-F, -F=..-Fy
Kérper B 2 I3

Bild 5
Vereinfachte Kopplungsmodelle

Im zweiten Belas’tungsmkrement muf deshalb mrht nur
die Belastung Af , sondern die Summe Af2 + Af als
Belastung beriicksichtigt werden, Vom Bild 4 ist zu ent-
nehmen, daf diese Methode im zweiten Inkrement keine
neue Matrixinversion erfordert. Im Bild 4 ist die An-
fangsbelastung Af2 + A des zweiten Inkrementes zu
grof3, deshalb mufé sie solange verkleinert werden, bis die
Verschiebung q erreicht wird. Zu dem Zustand q2

s 1 2
hort die Belastung Afj + A

Bei der Iteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix kon-
nen immer Gesamtverschiebungen oder totale Verschie-
bungen berechnet werden. Die inkrementellen Werte
konnen hier als Unterschiede dex nacheinander kommen-
den Gesamtverschiebungen ge'ildet werden, z. B.

2 _ 2 1
Aqy =49y —4qj-

4. Quadratische, isoparametrische 3D- und 2D-
Kontaktelemente

Die Flichen-(Linien-)Kontaktelemente sind speziell
aufgebaute finite Elemente. Sie bestehen aus zwei Fla-
chen (Linien), deren Abstand die Grobe d(&;, &,) ist
(Bild 6, 7a). Die realen Korper sind jeweils von Flichen
begrenzt. Bei 2D-Aufgaben kénnen aber diese Flichen
mit Hilfe von Linienelementen modelliert werden.

Cberflache B

‘X3 Oberfiéche B
|/

s %2 ya %

(a) (b)

Bild 6
Quadratische, isoparametrische Flichen-Kontaktelemente fiir
den 3D-Fall

)

Linie B

Linie A

xq X
(@) (b)

Bild 7
Quadratische, isoparametrische Linien-Kontaktelemente fiir
den 2D-Fall

Die GroBe d bedeutet das Anfangsspiel zwischen den
sich beriihrenden Korpern und heifit im folgenden die
Dicke des Elementes. Wenn die Dicke d wihrend der
Deformation verschwindet, wird das Element als ge-
schlossen (Fall der Beriihrung), und wenn sie unter der
Belastung grofier als Null ist, als geoffnet (keine Beriih-
rung) bezeichnet.

Im geoffneten Fall gibt es keine Verbindung zwischen

‘den Oberflichen A und B. Im geschlossenen Fall wird

aber vorausgesetzt, dab die inneren Krifte des Ele-
mentes zu den relativen Verschiebungen zwischen den
Oberflichen der Kérper A und B proportional sind. Die
Proportionalititskoeffizienten werden im folgenden
Normalsteifigkeit k und Tangentialsteifigkeiter ki, ks
genannt.

Die Steifigkeiten k , k, und k_ hingen nicht von der
Dicke d des Elementes ab und bestimmen eindeutig das
mechanische Verhalten des Flichen-Kontaktelementes.
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Infolgedessen wird bei Flichen-Kontaktelementen so-
wohl ein Anfangsspiel als auch ein spielfreier Anfangs-
zustand zwischen den sich beriihrenden Kérpern erlaubt:
d 2 0. Hier kann die GroBe d beliebig positiv oder Null
sein, ein negativer Wert ist aber nicht gestattet.

Die Schicht-Kontaktelemente sind traditionell aufge-
baute finite Elemente, die iiber nichtreale Materiai-
eigenschaften verfiigen (Bild 10, 1la). Unter nicht-
realen Materialeigenschaften versteht man, daB diese
Elemente aus einem fiktiven Stoff bestehen, bei dem der
Elastizititsmodul E und die Schubmoduli G, und G,
voneinander unabhingig, in bestimmten Fillen sogar
gleich Null, sind. Der Elastizititsmodul E charakteri-
siert das Verhalten des Elementes senkrecht zur poten-
tiellen Kontaktfliche, und die Schubmoduli 6y G’s
kennzeichnen die Eigenschaften parallel zu den Ober-
flichen A und B. Die Moduli sind bei geoffneten Kon-
taktelementen gleich Null.

Das mechanische Verhalten eines Schicht-Kontaktele-
mentes wird aber nicht nur durch die Moduli E, G, und
Gs’ sondern auch durch die Dicke d des Elementes und
die Poissonsche Zahl v des fiktiven Stoffes definiert.

Hier ist der Wert v richtungsunabhingig, und es gibt
keinen Zusammenhang zwischen der Poissonschen Zahl v
und den Schubmoduli G, Gs. Die Moduli E, G, und G,
bestimmen so die Steifigkeit des Elementes nicht eindeu-
tig. Die normale Steifigkeit wird durch die Dicke d und
die Poissonsche Zahl », die tangentiale dagegen nur
durch die Dicke d beeinflut. Die Dicke folgt aus den
gegebenen Aufgaben, die Poissonsche Zahl muf aber
willkiirlich angenommen (und danach festgehalten) wer-
den.

Die Dicke d des Schicht-Kontaktelementes muff jeweils
groBer als Null sein (d > 0), sonst tritt bei der Berech-
nung der Steifigkeitsmatrix numerische Instabilitit auf.
Hier besteht auch die Gefahr, dab die Eigenschaften des
Elementes — bei sehr kleiner Dicke d — von der Wahl
der Materialkennwerte unabhingig werden [30]. Diese
Erscheinungen werden direkt durch die Rechengenauig-
keit der verwendeten Rechenanlage bestimmt. Man sollte
deshalb bei einer Berechnung mit diesen Elementen die
héchste Genauigkeit benutzen, die der Rechner ermég-
licht.

Im Falle isotroper Rauhigkeitsverhiltnisse kann die
Reibung zwischen den Oberflichen A und B durch
einen isotropen Tensor gekennzeichnet werden, das
heifit, die Oberflichenrauhigkeit kann mit einem Reib-
wert U angegeben werden. Bei isotropem Coulombschen
Reibgesetz sind der Vektor der relativen Verschiebun-
gen zwischen den Oberflichen und die Reibkraft zwar
entgegengesetzt aber parallel gerichtet. Diese Bedingung
kann bei den Kontaktelementen mit der Annahme
k; = ks bzw. Gt & GS erreicht werden.

Im Rahmen dieser Arbeit werden 3D- und 2D-Kontakt-
elemente mit quadratischer Ansatzfunktion verwendet.
Mit ihnen erhilt man genauere Ergebnisse als mit linea-
ren Elementen, und sie passen gut in die Element-
Bibliotheken sowohl des Programmsystems VEM-3D der
TU Miskolc als auch des Programmsystems COSAR der
TU Magdeburg.
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Im folgenden werden beide Kontaktelement-Typen fiir
den 3D-Fall ausfiihrlich abgeleitet. Die Beziehungen fiir
den 2D-Fall werden immer nur kurz mitgeteilt.

4.1. Flichen- (Linien-)Kontaktelemente

Zur Entwicklung der Flichen-Kontaktelemente wurden
die Arbeiten von R. E. Goodmann [17], J. G. Crose [18],
H. Feldmann [19], M. Keuser [21], [22] und C. S. Desai
[20], [24] als Grundlage gewihlt. Die 3D-Kontakt-
elemente wurden bisher nur fiir die Probleme der Boden-
bzw. Baumechanik [20], [21], [22], [24] verwendet. Fiir
die mechanischen Probleme des Maschinenbaus wurden
bisher nur 2D-Kontaktelemente [18], [19] in der Fach-
literatur benutzt.

Die Geometrie und Verschiebungen der Elemente in
den Bildern 6 und 7a werden mit denselben Funktionen
beschrieben. Im Falle der Verschiebungen folgt:

fiir die Oberfliche A:

M
upp = ,ElGi(EI’EZ)uli’
1:

=

sk = izlGi (&1, &5) uy;

M

Uza < ,ElGi(év’éz)“ai’
1=

fiir die Oberfliche B:
M

uyp = -ElGi (¢1,%5) Uy (i4M) » (4.1a)
i=
M

Upp = ,ElGi G182 993i4m) - (4.1b)
i=
M

ugp = ’ElGi (¢1,85) Ug i+ M) - (4.1¢)
l:

Hierbei sind u,;, u,;, ug; die Knotenverschiebungen im
globalen, orthogonalen Koordinatensystem X1, X9, X3,
und M ist die Anzahl der Knotenpunkte auf der einen
Oberfliche des Elementes (fir das Viereck M = 8, fiir
das Dreieck M = 6 und fiir das Linienelement M = 3).
Als Formfunktionen G; werden die Formfunktionen
der bekannten ebenen quadratischen iscparametri-
schen Viereck- und Dreieck-Elemente bzw. der 1D-
Linienelemente angewendet [37]. Im 2D-Fall hingen die
Formfunktionen nur ven der Variable £ ab, und die
Vektoren der Knotenverschiebungen und der Verschie-
bungsfelder haben nur zwei Komponenten.

Die Gleichungen (4.1a — ¢) kénnen auch in Matrizen-
form geschrieben werden:

IRGEAN N SMCE AN ORAT I

(4.2)



wobei

[EA(El’zz)]T = [ugp,u90.u341 (4-3)

T
[gB(‘él,Ez)] = [u137u2}3au3B] )

gz = [uyy,u9p,ugp5 - s u3M] ; (44)
T _
qg = [yamy Y2aaemy -0 Ul
3 ]
Gl ) = |6, 0 0 Gy O 0

0 0 Gy
(4.5)

Die relativen Verschiebungen werden aus den Verschie-
bungen beider Flichen gebildet:

Ag(%’l,%’z) = 1218(21’52)—_;11\(21’22)' (4.6)

Die Gleichung (4.6) ist mit Hilfe von (4.2) folgender-

mafen zu schreiben:

[ =]
>

R e CEN I

12
(=]

- Q& kp) - *7)

Hier enthilt der Vektor q alle Knotenverschiebungen
des Kontaktelementes.  ~

Die Kontaktbedingungen konnen nur in einem an die
Beriihrungsfliche gebundenen lokalen krummlinigen
Koordinatensystem aufgeschrieben werden. In dieser
Arbeit werden kleine Verschiebungen und Verzerrungen
vorausgesetzt, deshalb kann das lokale Koordinaten-
system zu der undeformierten Form der potentiellen
Kontaktfliche, das heifit zu der fiktiven Mittelfliche des
Kontaktelementes (Bild 7b, 8, 9), definiert werden.

Bild 8
Mittelfliche der 3D-Kontaktelemente

(@) (b)

Bild 9
Krummliniges, lokales Koordinatensystem bei dem Flichen-
Kontaktelement

Fiir die Ortskoordinaten der fiktiven Mittelfliche ergibt
sich die Beziehung:

1
§m(21 ,22) = 5 [lfA <¥1 ,52) * §B(’él,§2)] ’ (4.8)

wobei x , und xg die Ortskoordinaten der Oberfliche
A und B bedeuten.

Beriicksichtigt man die Analogie zwischen Geometrie
und Verschiebungen des Elementes, so kénnen die Kom-
ponenten des Ortsvektors der Mittelfiche x (&, &)
in gleicher Form wie (4.1) beschrieben werden:

M

ST .21 G(§1:89) X1 pmi (4.9a)
i=
. M
=
M

X3m 1) g52> - 'El G;(]1,%9) X3 » (4.9¢)
1:

wobel X7 .y Xo iy Xgps die Knotenpunktskoordinaten

der Mittelfliche sind.

Ein rechtwinkliges lokales Koordinatensystem zur
Mittelfliche kann in zwei Schritten abgeleitet werden
(Bild 9). Im ersten Schritt konnen die Tangentenvek-

toren ?1, und 22 zu den Koordinatenlinien &, und £,

dargestellt werden:

oy
- 0 Xm - - -
a; = = a;; € tajgey taygey, (4.10a)
0k,
=5
- d m _ — — —>
8 =3 L = a5 €) tTagy€y taggey . (4.10b)

Mit Hilfe der Komponenten der Tangentenvektoren

5)1, 5)2 kann auch das skalare Flichenelement dA ge-

bildet werden, das man bei der Integration braucht:

_ 2. ( 2
dA = \/ (a19893 —213899)° * (a]9813— 811 293)" +

+ (a3 — 23 ay)? dg, dk, (4.11a)
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d. h.

dA = c(k, k) df; dE, . (4.11b)

Bei Kenntnis des skalaren Flichenelementes und der
Tangentenvektoren bekommt man den normalen Ein-
heitsvektor in der Form:
- -
n = 1R =n-g +n'é> +'1_g
1°1 272 ©3%3 -

dA

(4.12)

Die Vektoren ?1 und 5)2 liegen zwar in der Tangenten-

ebene der Mittelfliche, stehen im allgemeinen aber
nicht senkrecht zueinander. In der Tangentenebene neh-
men wir zueinander senkrechte Einheitsvektoren nach

Bild 9b an:
—
- a5 5
- LR UL T (413)
.31
-
-g =(;1>Xt) Slgl +5262+S3e3

Hier bedeutet IE’I | den Betrag des Tangentenvektors 3}

- = .
So steht uns mit den Vektoren t,s, n ein orthogonales
lokales Koordinatensystem zur Verfiigung.

Im 2D-Fall (Bild 7b) erhiilt man die folgenden Aus-
driicke fir den Tangentenvektor a der Mittellinie:

3%, N .
= 7 =aje; +aye,, (4.14)
fiir das skalare Linienelement:
=4 + a5 d§ =]k (4.15)
und fiir die Einheitsvektoren des lokalen Kcordinaten-
systems:
oy 2
5 _ - - \
t = Enl =ty e ttye,, (4.16)
D= o—tye 5.

Der Vektor der relativen Verschiebungen nach (4.7)
kann folgendermafien in das orthogonale lokale Koor-
dinatensystem transformiert werden:

Au(Ey.8y) = T (518 Ault, .§,) (4.18)

t,8,n 1,2,3

wobei Au  der Vektor der relativen Verschiebungen
t,s,n im lokalen Koordinatensystem t, s, n

und
u  der Vektor der relativen Verschiebungen
2,3 im globalen Koordinatensystem x;, x5,
“Xxg st

Die Transformationsmatrix T lafst sich mit den Koordi-
naten der Emheltsvektoren des lokalen Koordinaten-
systems ausdriicken:
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fiir den 3D-Fali:

t, t, i3 , und (4.19a)

I, = 55 S B
n
L m "2 Tmy

fiir den 2D-Fall

B 5 4.19b)
T - i
=H - Yy

Der Vektor der inneren Krifte (Kontaktkrifte) des Ele-
mentes enthidlt im 3D-Fall drei und im 2D-Fall zwei
Komponenten:

¢ =[] 2= [T
t,s,n T t,n o

sn

%

(4.20)

Wir setzen voraus, daf die inneren Krifte in tangen-
tialer und in normaler Richtung voneinander unab-
hiingig und proportional zu den entsprechenden rela-
tiven Verschiebungen sind. Infolgedessen kann man die
Verbindung zwischen den inneren Kriften und den rela-
tiven Verschiebungen mit einer Diagonalmatrix k ange-
ben: -

g = kK Au. (4.21)

t.s,n t.s,n

Wir wollen mit Hilfe des Kontaktelementes das Cou-
lombsche Reibgesetz fiir isotrope Oberflichenrauhig-
keit simulieren, nach dem die Reibkraft und der Vektor
der relativen Verschiebungen parallel sein miissen. Diese
Bedingung kann mit einer speziellen Annahme der Pro-
porticnalititskoeffizienten erreicht werden:

kk 0 0
k = 0 k 0 (4.22)
0 0 k,

wobei k, die tangentiale Steifigkeit und
k, die normale Steifigkeit des Elementes ist.

Fir den 2D-Fall 135t sich die Matrix in folgender Form
schreiben: o

(4.23)

Die Steifigkeitskoeffizienten k, und k  miissen so ge-
wihlt werden, dafi das Element die Kontaktbedingun-
gen erfiillt. Die Befriedigung der Kontaktbedingungen
wird auf iterativem Wege erreicht.



Die Steifigkeitsmatrix des Flichen-Kontaktelementes
kann aus dem Ausdruck

;AT gaa (4.24)
(4%

hergeleitet werden, wobei A® die Mittelfliche des Ele-
mentes ist. Der Ausdruck (4.24) enthilt die Formén-
derungsarbeit infolge Normalkrifte und die Dissipa-
tionsarbeit infolge Reibkrifte des Kontaktelementes.
Die Forménderungsarbeit der Normalkrifte muf theo-
retisch Null, praktisch — wegen des Niherungscharak-
ters der Methode — im Vergleich zu den anderen Ener-
gieanteilen des untersuchten Systems, vernachlissigbar
klein sein. Die Normalsteifigkeit k., mub dazu im Falle
des Spieles (keine Beriihrung) gleich Null, im Falle der
Beriithrung theoretisch unendlich grof sein. So kann
auch die Durchdringung beider Kérper vollstindig ver-
hindert werden. Die Normalsteifigkeit ist aber praktisch
nicht unendlich grofs, sondern sie hat nur einen schr
groben Wert, somit konnen auf dem Kontaktgebiet
auch vernachlissighar kleine Durchdringungen auf-
treten.

Nach dem Einsetzen der Beziehungen (4.7), (4.18)
und (4.21) in den Ausdruck (4.24) erhdlt man das
folgende Ergebnis: '

;oapT g dA=gq Ié q, (4.25)
8

wobei die Steifigkeitsmatrix des Flichen-Kontaktele-
mentes

=S QTITKT QdA =/ k dA (4.26)

a0 @A
lautet. Das skalare Flichenelement dA kann im 3D-
Fall nach der Gleichung (4.11), im 2D-Fall in der Form

A = o(f) d (4.27)

angegeben werden. Die Funktion c(§) ldbt sich folgen-
dermaBen berechnen:

— fiir den ebenen Spannungszustand: ¢ = bJ, (4.28a)
— fiir den ebenen Forménderungszustand: ¢ = J, (4.28b)

— fiir rotationssymmetrische
Aufgaben:

wobei b die Scheibendicke und J mit der Gleichung
(4.15) gegeben ist.

c=2mx,, J (4.28¢)

Die tatsichliche Berechnung der Steifigkeitsmatrix des
FlichenKontaktelementes erfolgt mittels numerischer
Integration nach der Gaubquadratur

fiir den 3D-Fall:
1 1
K .=/ Sk (&) et §y) dEy dEy &
52"‘1 El"’—l
R R
3:1 kzlﬂ ik (g Eap) oy gg )y (429)

und fiir den 2D-Fall:

Hk (&) c(). (430)

i R
K = J k@®edt = 2
¢ o g=-1° i=1
Hier sind H,, H, die Gewichtskoeffizienten, £, ., &, die
Smtzstelleni(oordmaten und R = 3 die Anzahl éer Stiitz-
stellenpunkte.

4.2. Schicht-Kontaktelemente

Die hier abgeleiteten Schicht-Kontaktelemente in den
Bildern 10 und 11la unterscheiden sich von den traditio-
nellen isoparametrischen Elementen durch folgende
Eigenschaften:

— der Elastizititsmodul E und der Schubmodul G wer-
den voneinander unabhiingig behandelt und ktnnen
auch gleich Null sein;

— in Normalrichtung zu der potentiellen Kontaktfliche
(im 3D-Fall in Richtung £,, im 2D-Fall in Richtung
£,) wird immer nur eine lineare. Approximation, in
den anderen Richtungen 21 und 52 bzw. im 2D-Fall
in Richtung £, dagegen eine quadratische Approxima-
tion angewendet;

— zum Aufbau der Steifigkeitsmatrix miissen die Ver-
zerrungen und Spannungen in einem lokalen, krumm:-
linigen Koordinatensystem aufgeschrieben werden.

Oberﬂﬂche A
Oberfldche A

(b)

Bild 10
Quadratische, isoparametrische Schicht-Kontaktelemente fiir der
3D-Fall

%

X X
) ! ) !

Bild 11
Quadratische, isoparametrische Schicht-Kontaktelemente fiir den
2D-Fall
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Zur Erarbeitung dieser Elemente wurden wir durch die
Arbeiten J. T. Stadter [29], J. Padovon [27] und G. N.
Pande [30] angerégt. Diese Arbeiten beschéftigen sich
zwar nur mit 2D-Elementen, eine Erweiterung ihrer Er-
gebnisse fiir den rdumlichen Fall ist relativ einfach mog-
lich.

Die Geometrie und die Verschiebungen werden ebenfalls
fir die Schicht-Kontaktelemente mit den gleichen An-
sdtzen beschrieben:

die Geometrie:

N .
ifl Gf (1890 89) %y

Xy

Xg E G* (21’52’ Eg) TR
l—

N
Xy .21 Gi* (8189 83) xg;
1:

die Verschiebungen:

N
uy = > G} (5. £y, Eq) Uy, (4.31b)
i=1
N \
ug = > G: (El" 521 53) Ug: s (4.310)
i=1

wobei N =2M die Anzahl der Knoten des Elementes
(fiir das Viereck N = 16, fiir das Drei-
eck N =12, fiir das 2D-Element N = 6),

die Ortskoordinaten der Knotenpunk-
te und

die Knotenverschiebungen
Richtungen x;,xy, x5 sind.

X X940 X34

R R T in den
)5, Ugj» Uy m

Im 2D-Fall haben alle GroBen nur zwei Komponenten,
und die Formfunktionen hingen nur von den Verinder-
lichen El und 22 ab.

Im 3D-Fali lassen sich die Formfunktionen G aus den
Formfunktionen G, der ebenen, quadratlschen isopara-
metrischen Viereck- und Dreieck-Elemente [37] be-

rechnen:

B(§.5.5)= (b, 0 0] !
0 by oi :

0 0 byl i

boy by 0: }

0 by bm: :

-b31 g bu;l :
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1-£,
G (¥ £9.83) = G;(§;.E5) — (i=1,2,...,M),
(4.32a)
1+,
Gliamy 1 od2:8) = Gty bp) —— G=1,2,...,M).
(4.32b)

Im 2D-Fall ergeben sich die Formfunktionen G; aus den
Formfunktionen C1 des eindimensionalen, quadratx-
schen, isoparametrischen Elementes [37]:

1_52

G*(E1 §y) = G;(8y) —— (i=1,2,3), (4.33a)

1 +22
Gliva) (& £) = Gy(8y) ——.

(i=1,2,3).(4.33b)

Der Vektor der Verzerrungen enthilt bei den rdumlichen
Aufgaben sechs Komponenten:
= D050 05 o T Mg B (4.344)
bei ebenen Aufgaben (ebener Spannungszustand und
ebener Forminderungszustand) drei Komponenten:

€' = [e).€,7)5], (4.34b)

und bei rotationssymmetrischen Aufgaben vier Kompo-
nenten:
el= [e

1 625 7121 63 ] . (4‘.34(})

Die Verzerrungen konnen durch die Knotenverschie-
bungen in folgender Form ausgedriickt werden:

5(21’22-53) N E(EI’KE2’E3)2’ (4.35)

wobei q der Vektor der Knotenverschiebungen ist.

Die M;trix § (¢ Ez, 23) ergibt sich fiir den 3D-Fall

folgendermafen:
AR i S
0 by, 0 : i = hgpy
0 0 by % |00 by (4.36)
by by 0 { ll bon by 0
0 by by { . : 0 byy byy
si 0 bli‘: : bsn 0 by




Die Matrizenelemente kénnen aus den Ableitungen der
Formfunktionen G: (El, 332, 23) nach der Gleichung
(4.32) gebildet werden:

3G) 3G 36,

i

Bow = ——  bsi= === by, =
1 y 2 » 73
b axl ! axz 1 ax3

(4.37)
Die Matrix B(%,.£,) ergibt sich fiir den ebenen Fall zu:

B 8y) - [-hn 0| { by; Og f by 0},
l 0 bm;...} 0 hzi! % 0 byy

Lbn bu! i by, by| { bon bin

(4.39)

und fiir den rotationssymmetrischen Fall zu:

- .

B(%;.85) = by O { ;‘bli 0 E | bin O
0 bﬂ';...% 0 by i 0 byy

bo1 bn{ §b2i by i g byn bin

by, O 5 lebm 0 i | byy O

wobei die Matrizenelemente aus den Formfunkticonen
Gi* (§y. &) nach (4.33) abgeleitet werden konnen:

G, 3G G
b= —-, by= —, b= _——, 4.40
1i a"1 21 axz (13 X, ( )
(i=1,2, ..., N)

Wir nehmen in den Schicht-Kontaktelementen nach

Bild 12 Koordinatenflichen 53 = const. an und definie-

' o » 3 . > ey
ren das lokale krummlinige Koordinatensystem t, s, n

zu diesen Koordinatenflichen. Bei den Berechnungen
braucht man die £; = const. Koordinatenfldchen, die die
Gaufischen Integrationspunkte enthalten.

Hier werden die Einheitsvektoren ?,?, n des lokalen
Koordinatensystems theoretisch auch von der Verin-
derlichen £q abhingen. Im allgemeinen dndert sich aber
die Dicke des Kontaktelementes nur in geringem Mabe.

Infoigedessen laufen die Koordinatenfidchen &, = const.
niherungsweise parallel zueinander, so daf die Anderung

der Richtungen T30 entlang der Dicke vernachlissig-
bar klein bleibt.

Ein orthogonales, lokales Koordinatensystem kann —
wie bei dem rdumlichen Flichen-Kontaktelement — in
zwei Schritten definiert werden. Im ersten Schritt kén-
. - - .
nen die Tangentenvektoren 4, a, zu den Koordina-
tenlinien ‘E} , 52 und von ihnen-der normale Einheitsvek-
b o . . 5 . .
tor n gebildet werden. Im zweiten Schritt wird ein
weiterer Einheitsvektor 5 in der Tangentenebene so

aufgenommen, daf er sowohl zum Normalenvektor n
s 3 s -

als auch zu dem Tangenten-Einheitsvektor t der Ko-

ordinatenlinie £; senkrecht steht.

Die Komponenten der Tangentenvektoren a, und ?2
kann man aus der Jacobischen Matrix entnehmen:

R TR PR PR (4412)
EPRN PR PR PR A (4.41b)

Die Jacobische Matrix lifst sich aus folgenden Bezie-
hungen berechnen:

N 3G N 3G{ N 3G
J= Y Xy % —— Xy B e X
= li=p 8F, Moy 0F, M oy eg, O
N 9G] N 9G] N 3G
z ¥ s (4.42)

— X Xa: Xa:
j=1 0f, o7 0, 2 2y 0f, O

Mz
(o}
[op]

*

N
L — Xy, T — X, p
i=1 085 111 8E5 21 oy 0%, 3‘_1

Der normale Einheitsvektor n  der Koordinatenfliche
&5 = const. ergibt sich durch ein Kreuzprodukt:

- >
ay X a, N N N

B i A Q
S5 = Py tnye, tngeg. (443)
lal X g | :

i . -
Den tangentialen Einheitsvektor t bekommt man, wenn

der Vektor _a)} durch seinen Beitrag !;1 | geteilt wird:
- ]
= al - - -
t = :é’_ = ey ttge, tigeg, (4.44)
1

Der dritte Einheitsvektor lift sich schlieflich in der

Form
~ - = - - .
"—nxtﬁslel+szez+ag

’ (4.45)

berechnen.
im 2D-Fall (Bild 11b) erhilt man die folgenden Ergeb-

nisse;

-> - -> - - y
t o= e ttye,, no= —tye t e, (446a)
wobei die Komponenten der Vektoren
1 axl 1 aX2
e st = 2, (4.47)
T 8, T 3

sind. Die Gréfe ] kann aus dem skalaren Linienele-
ment einer Koordinatenlinie '22 = const. entnommen
werden:

/ aXl 2 aX() 2
dL = /() +(z) d§ =Jd&. (448
3%, 3%, 1 1 )

Die Verzerrungsvektoren (4.34a — c) sind im globaien
Koordinatensystem x,, x4, x5 definiert. Zum Aufbau
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der Steifigkeitsmatrix ist es aber notwendig, die Ver-
zerrungskomponenten im lokalen Koordinatensystem zu
haben. Die Verzerrungsvektoren miissen deshalb ins loka-
le Koordinatensystem wie folgt transformiert werden:

f =

1 =3
ey

. (4.49)

t,s,n 1,2,3

wobei die Transformationsmatrix fir den riumlichen

Fall
o F o2 2 2 7]
z = tl t2 t3 tl t2 t2t3 t]_ t3
s% sg sg 8159 8983 818y
n ) 3 e Sy M3
(4.50a)
2t)8; 2tys, 2tys4 (t185 *ty8) (tys3 * tgs,) (tys3 * tgsy)
28, n, 2syn, 2s4ng (3yng +8yny) (syng + sgny) (syng * syny)
2t;n; 2tyn, 2tyng (tyny +tyn))  (tyng +tyn;)  (tyng + tan;)
= .
. Die Spannungen der Schicht-Kontaktelemente kénnen
Jieuema ApiEs aus dem Hookeschen Materialgesetz in bekannter Weise
r g 2 i bestimmt werden:
Ie = t] t tty , (4.50b)
o =C € (4.51)
2 t 'y =& &
2 1 1t B e
2 2
—2hty 24t t -t%) Die Matrix der Materialkennwerte C lautet fiir den
— - rdumlichen Fall B
und fiir rotationssymmetrische Aufgaben g E E2 1-») O 0 0 0 0
~ 2 ] 0 E,1-»0 0 0 0
T = 151 t5 Yty 0
-€ 0 0E,1-»0 0 0
2 2 —t.t 0
2 1 %2 0 0 0 G 0 0
2 2
2ty 24ty (h-t) O 0 0 0 0 G 0
0 0 0 1 0 o o0 o0 o0 G
L ] i !
iniert is 4.50¢ E
definiert ist. ( ) . ’ (4523)
2 (1-2v)(1+v)
fiir den ebenen Spannungszustand
C = By vE, 0—!
' vE, E, 0
0 0 G
E
E = ; ,
T —— (4.52b)

Bild 12
Krummliniges, lokales Koordinatensystem und eine £, = const.
Koordinatenfliche bei dem 3D-Schicht-Kontaktelemen
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fiir den ebenen Forminderungszustand

C= |(1-v)E, E, 0
E, (1-v)E, 0
0 0 G (4.52¢)
und fiir rotationssymmetrische Aufgaben
-~ =
C= | (-»E, E, 0 E,
E 1-»)E, 0 E
g - (=2l 2 |(@4.52d)
0 0 G 0
i E, E, 0 (1 _V)EZ.‘

In den Matrizen (4.52 a — d) ist zu erkennen, daf die
Moduli E und G voneinander unabhirigig behandelt
werden konnen. Da man hier das isotrope Coulomb-
sche Reibgesetz simulieren will, ist es ausreichend, in
der Matrix (4.52a) nur einen Schubmodul einzufith-
ren.

Fir Verschiebungselemente erhdlt man bekanntlich
die Elementsteifigkeitsmatrix in der Form

K=/ BTTTCT BdV =/ k aV, (453

(ve)
wobei die Matrix B mit (4.36), (4.38), (4.39), die

Matrix T mit (4.50a — c¢) und die Matrix € mit

(4.52a — d) gegeben sind. V® bedeutet das Volumen des
Elementes. Das Volumenelement dV Lift sich in der
Form:

€

— fiir rdumliche Aufgaben:

dV = det IJ1d; dt, d, . (4.54a)
— fiir den ebenen Spannungszustand:

dV = b det |£|d$1 dg, , (4.54b)
— fiir den ebenen Forminderungszustand:

dV = det I]1d¢, d%, , © (4.54¢)
— fiir rotationssymmetrische Aufgaben:

4V = 2x, det I] 1 dg) d, (4.54d)

beschreiben, wobei det ]| die Determinante der Jaco-
bischen Matrix (4.42) und b die Scheibendicke sind.

Die tatsichliche Berechnung der Steifigkeitsmatrix
des Kontaktelementes erfolgt mittels numerischer
Integration nach der Gaubquadratur. Es lautet z. B. fiir
den 3D-Fall zu:

R R K
I_\'*ZZEHHHI(E,E.,E
s | (11 2j 3k)
(4.55)
det 1] 15, g By -

Hier sind H,, H,, H, die Gewichtskoeffizienten und
511 ¢ £3) die Stutzstellenkoordmaten der Quadra-
tur. E?ntsprechend der angewandten Niherungsansitze
wird fiir die Anzahl der GauBischen Integrationspunkte
in Tangentialrichtung R = 3 und in Normalrichtung
K =2 gewibhlt.

5. Beriicksichtigung der Kontaktbedingungen

Bei beiden Kontaktelement-Typen werden die Kontakt-
bedingungen mit Knotenpunktvariablen aufgeschrie-
ben. In den kinematischen Bedingungen werden Kno-
tenverschiebungen, in den dynamischen Bedingungen
aber Knotenkrifte verwendet. Knotenverschiebungen
und Knotenkrifte kénnen als primire GroGen der
FEM-Berechnung beriicksichtigt werden, von denen man
deshalb eine héhere Genauigkeit erwartet. Die Verzer-
rungen und die daraus berechneten Spannungen kénnen
als Ableitungen der Niherungsansitze gebildet werden.
Infolge der Ableitung entsteht immer ein bestimmter
Genauigkeitsverlust. Deshalb werden wir auf die An-
wendung dieser GroBen bei der Formulierung der Kon-
taktbedingungen verzichten.

5.1. Kinematische Bedingung fiir die Beriihrung bei
Flichen-Kontaktelementen

Im Bild 13a ist ein Normalenschnitt des Kontaktele-
mentes dargestellt. Die Kérper A und B befinden sich in
dem Knotenpunktpaar i,(i + M) in Berithrung, wenn
der Distanzvektor h des Knotenpunktpaares nach der
Deformation keine Normalenkomponente hat:

7k =0, (5.1)

Bild 13
Veranschaulichung der kinematischen Kontaktbedingungen

wobei 1 der Normaleneinheitsvektor der fiktiven Mit-
telfliche des Elementes im Knotenpunkt i ist. Der Zu-
sammenhang (5.1) ist die kinematische Bedingung fiir
den Kontakt.

Fiir die numerische Berechnung bedeutet die Bedingung
(5.1), dak der Betrag dieses Skalarproduktes einen vor-
geschriebenen kleinen Wert nicht iiberschreiten kann:

& RI<s. (5.2)

Die Angabe dieses Wertes 8 hingt immer von den Di-
mensionen der untersuchten Konstruktion und den
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Genauigkeitsanspriichen der zu ldsenden Aufgabe. Zum
Beispiel muf ein viel kleinerer Wert & fiir eine Werkzeug-
maschinenkonstruktion, mit der eine Prizisionsbearbei-
tung von Metallen durchgefiihrt wird, als fiir eine ge-
wohnliche Maschinenkonstruktion in der Landwirt-
schaft angegeben werden.

5.2. Kinematische Bedingung fiir die Berihrung bei
Schicht-Kentaktelementen

Bei der Formulierung der kinematischen Kontaktbedin-
gungen dieses Elemententyps wird die Normaldehnung
€, benutzt. Diese Grobe wird aber unmittelbar mit
Knotenverschiebungen ausgedriickt.

Die Kérper A und B befinden sich in einem Knoten-
punktpaar i,(i + M) in Beriihrung, wenn die Normal-
dehnung € des Schicht-Kontzktelementes dort

e, = -1 (5.3)

ist. Die Bedingung bedeutet, daf die Dicke des Kon-
taktelementes im Falle der Beriihrung verschwinden
mub.

Bei der Darstellung der Normaldehnung gehen wir von
ihrer Definition aus:

2]

fier ist | eine Linge in der Richtung n vor der Defor-
mation und | dieselbe Linge nach der Deformation.
Die Grofien I, und I lassen sich nach dem Bild 13 durch

die Knotenverschiebungsvektoren und den Abstand
—>
Ax; der Knotenpunkte i und (i + M) vor der Defor-

mation einfach ausdriicken:

- >4,
. ey — 100

(5.4)
a7

Die Bedingung (5.3) bedeutet fiir die numerischen Be-
rechnungen die Erfillung der folgenden Ungleichung

le, +11 <8, (5.5)

wobei § ein gegebener kleiner Wert ist. Da die Nor-
maldehnung € eine spezifische GroBe ist, hingt der
Wert 6 nicht "mehr von den Dimensionen der Kon-
struktion, sondern nur von den Genauigkeitsanspriichen
der zu l6senden Aufgabe ab.

5.3. Dynamische Bedingung fiir die Beriihrung

Die dynamischen Kontaktbedingungen werden sowohl
fiir Flichen- als auch fiir Schicht-Kontaktelemente ein-
heitlich behandelt. Die Knotenkrifte S des Kontakt-
elementes werden im globalen Koordinatensystem
Xy, Xy, X3 Im Falle der Iteration mit veridnderlicher
Steifigkeitsmatrix zu

12

(v
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wobei K die modifizierte Steifigkeitsmatrix nach (3.7)
ist und im Falle der Iteration mit konstanter Steifig-
keitsmatrix in der Form

nen
]
IR
[k
2.

Ag2 + ... (5.6b)

e

(v

T ;. B
+ ZTK A qj + X
j=1=¢d & =1
berechnet. Hier sind r und n die nétige Anzahl der
Iterationsschritte in den ersten zwei Lastinkrementen.

Zur Formulierung der dynamischen Kontaktbedingun-
gen miissen die Knotenkrifte in das lokale Koordina-
tensystem der fiktiven Mitteifliche transformiert wer-
den:

s=1 8. . (5.7)
2

t,s,n 1,2,3

§i und §i enthalten die Komponenten der Knotenkraft

ts,n 1,23

:qj im Knotenpunkt i den Richtungen ?, Z, n bzw. X,
xl2 , X3. Im Falle der Beriihrung mufs die Dicke d des Ele-
mentes im Bild 14 verschwinden, deshalb erhilt man fiir
die Knotenkrifte aus Gleichgewichtsgriinden die Bezie-
hung

- -
S = = Sgm) - (5.8)

Die Kérper A und B befinden sich im Knotenpunktpaar i
und (i + M) in Beriihrung, wenn

5, >0, (5.9)

wobei S, die Normalenkomponente der Knotenkraft
ist. Diese Grofe hat + Vorzeichen, wenn die Richtung
der Kraftkomponente und die Richtung der Normalen-
einheitsvektor 1 gleich sind.

Der Kontaktbereich lifit sich mittels eines Relbgesetzeq
in ein Haft- und Gleitgebiet unterteilen. Nach dem Cou-
lombschen Reibgesetz befindet sich das Punktpaar in
Haftung, wenn der Zusammenhang

Is, | <wuls, (5.10)

erfiillt ist."Hier bedeutet u den Reibkoeffizient und S,
die vollstindige Tangentialkraft

g, = \/S? + 82

ir it is *

(5.11)

Korper B8

Bild 14
Innere Krifte in einem Normalschnitt der beiden Kontakt-
elemente



Zwischen den Punkten tritt Gleiten auf, wenn die Be-
ziehung

IS, 1 > uls, | (512)

gilt. In diesem Fall muB das Kontaktelement die Glei-
chung

IS, 1 —uls, 1 =0 (5.13)

befriedigen.

Fiir die numerische Berechnung bedeutet die Bedingung
(5.13), dab der Betrag des obigen Ausdruckes einen vor-
geschriebenen kleinen Wert nicht iiberschreiten kann:

1
pls,,!

18,1 -uis, 1| <. (5.14)

Auf der linken Seite der Ungleichung (5.14) steht wie-
der eine spezifische Grofe, deshalb hingt die Angabe
des Wertes & auch hier nur von des Genauigkeitsansprii-

chen der Aufgabe ab.

6. Iterative Anderung der Steifigkeits- bzw.
Materiaikoeffizienten der Kontakielemente

Die Eigenschaften der Kontaktelemente werden in nor-
maler und tangentialer Richtung als voneinander un-
abhingig vorausgesetzt. So kann die Befriedigung der
normalen und tangentialen Kontaktbedingungen ge-
sondert behandelt werden. In beiden Fillen erfolgt die
Erfiillung der Bedingungen auf iterativem Wege.

Fir die Iteration mit konstanter Steifigkeitsmatrix
findet man in der Fachliteratur weder fiir 2D- noch
fir 3D-Aufgaben, und zwar weder fiir Flichen- noch fiir
Schicht-Kontaktelemente, Angaben zur iterativen Ande-
rung der Steifigkeits- bzw. Materialkoeffizienten.

Fiir die Iteration mit verinderlicher Steifigkeitsmatrix
fehlen Angaben im 3D-Fall (Flichen- und Schicht-Kon-
taktelemente).

Fiir die Falle, fiir die keine Formeln zur Verfiigung ste-
hen, kann man als ersten Schritt versuchen, die bekann-
ten Rekursionsregeln zu erweitern. Kann ihre Anwend-
barkeit durch numerische Tests nicht nachgewiesen wer-
den, muf man weitere numerische Erfahrungen sam-
meln und durch ihre Verallgemeinerung neue Rekur-
sionsformeln ableiten.

Im folgenden werden erste numerische Erfahrungen fiir
die Iteration mit verinderlicher Steifigkeitsmatrix im
2D-Fall zusammengefat.

6.1. Normale Kontaktiteration fiir Flichen-Kontakt-
elemente

Nach den Literaturquellen [19], [26] sollte die Steifig-
keit k der Kontaktelemente 10%. bis 105fach grofer
als die durchschnittliche Steifigkeit der Festkorper-
elemente in der Nachbarschaft des Kontaktbereiches
gewihlt werden. Es fehlen aber Hinweise, was zu tun
ist, wenn die normalen Kontaktbedingungen trotzdem
nicht befriedigt werden.

In diesem Fall haben wir bisher bei 2D-Aufgaben die fol-
gende Regel erfolgreich angewendet:

(2) Wenn die Bedingung |7 * E: | <8 erfiillt wird, muf
die Grofe k| nicht geéindert werden.

(b) Wenn die Bedingung 1 E)i > 0 besteht (der Fall
des Spieles), muBi man die dynamische Bedingung
(5.9) zugrunde legen

(o) Die Beziehung S; >0 bedeutet, daf das Kon-
taktelement zu steif ist. Die Steifigkeit k wird
nach der folgenden Formel vermindert:

1

kn(j'f‘l) = i—d knj . (6.1)

Hier weisen die Indizes j und (j + 1) auf die
Iterationsschritte hin.

(B) Die Beziehung S, <0 bedeutet, daf das Ele-
ment in Normalrichtung einer Zugbeanspru-
chung unterliegt, was nicht zulissig ist. Die
Steifigkeit k, mub also in diesem Fall ver-
schwinden:
kyg+1) = 0. (6.2)

(c) Wenn die Bedingung n e E)i < 0 besteht, dann
liegt eine Durchdringung vor, weil das Element zu
weich ist. In diesem Fall muf deshalb die Steifig-
keit k  vergrobert werden:

Kngie1) = 10 ky; (6.3)

6.2. Normale Kontaktiteration fiir Schicht-Kontakt-
elemente

J. T. Stadter [29] hat fiir das Schicht-Kontaktelement
mit linearem Ansatz eine Rekursionsformel entwickelt.
Da unser Schicht-Kontaktelement eine lineare Nihe-
rung in normaler Richtung hat, kann die Giiltigkeit der
Beziehung auch auf dieses Element erweitert werden:
E(j+1) ala Ej g (6.4)
wobei E der Youngsche Modul und €, die Dehnung in
Normalrichtung sind.

Bei der Ableitung der Gleichung (6.4) setzen wir vor-
aus, daff die Normalspannung o, auf dem Kontakt-
bereich wiihrend des Schlusses des Kontaktelementes
niherungsweise konstant bleibt.

Infolgedessen wird die Normalspannung o innerhalb

eines Schrittes der Kontaktiteration unverindert ge-
halten:

o, = E(j+1)en(j+1) = Ej o (6.5)

Nach Einsetzen der Kontaktbedingung (5.3) erhilt man
aus der Gleichung (6.5) unmittelbar die Rekursionsfor-
mel (6.4).

Der Anfangswert fiir den Modul E mub so gewihlt wer-
den, dafs einige Normaldehnungswerte € fiir den Kon-
taktbereich naherungsweise gleich —1 sind.
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Beim Iterationsprozefs benutzt man die Formel (6.4) in
folgender Weise:

(a) Wenn die Bedingung le, + 11< & erfillt wird,
mub die Grofe E nicht geéindert werden.

(b) Wenn der Zusammenhang €, >—1 und le +11>8
besteht (der Fall des Spieles), mufs man die dynami-
sche Bedingung (5.9) verwenden:

(o) Die Beziehung S; >0 bedeutet, daf das Kon-
taktelement zu steif ist, also muf der Modul E
mit Hilfe der Gleichung (6.4) vermindert wer-
den.

(B) Die Beziechung Sin < 0 bedeutet, dab das Ele-
ment in Normalrichtung eine Zugbeanspru-
chung hat. In diesem Fall mu§ der Elastizitits-
modul E gleich Null sein.

(c) Wenn die Bedingung €, <'—1 und le +11>8
besteht, dann liegt eine Durchdringung vor, weil das
Kontaktelement zu weich ist. Der Modul E mu8 in
diesem Fall mit der Formel (6.4) vergroBert werden.

Das Schema fiir die Anderung des Elastizititsmoduls E
wird im Bild 15 dargestelit.

6?\

6n2 _________________
L e $
Opi PrommmmeREE Lo
1

I

Ey |

i

i

&3

Bild 15

Schema fiir die Anderung des Elastizititsmoduls E.

6.3. Tangentiale Kontaktiteration

Durch diese Iteration wird die Befriedigung des Reib-
gesetzes gewihrleistet, d. h., es wird die Gleitzone
innerhalb des Kontaktbereiches bestimmt.

Die Fachliteratur benutzt im 2D-Fall sowohl fiir FIla-
chenkontaktelemente [18], [19], [26] als auch fiir
Schicht-Kontaktelemente [27] die gleiche Formel
wie fiir die Modifikation der Tangentialsteifigkeit k,
bzw. des Schubmoduls G.

Dabei geht man davon aus, dab sich die Beriihrungs-
punkte in Haftung befinden. Dementsprechend mufs
man die Iteration mit einem verhiltnismifig grofen
Wert k, bzw. G beginnen.

(a) Wenn die Bedingung der Haftung (5.10) erfiillt
wird, muf der Wert nicht geéindert werden.

(b) Wenn die Bildung der Gleitung (5.12) besteht, mub
der Anfangswert
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(@) entweder mit der Groseschen Formel [18]:

)

n

kt(j+1) = “ é—_ ktj ) (6.6)
T

(B) oder mit der durch Feldmann [19] modifi-
zierten Rekursionsformel
- Sn &
i‘t(j+1)‘ (m S_t) ktj (6.7)
solange gedndert werden, bis die Gleichung
(5.14) erfiillt wird.

Mit der entsprechenden Wahl des Exponenten a in der
Gleichung (6.7) kann die Iteration beschleunigt wer-
den. Bei Schicht-Kontaktelementen stehen natiirlich
in den Gleichungen (6.6) und (6.7) statt der Tangential-
steifigkeiten die Schubmoduli.

7. Ausblick auf weitere Untersuchungen -

Die Arbeit wird in folgenden Hauptrichtungen fort-
gesetzt:

— Vergleich der beiden Iterationsmethoden und der
beiden Kontaktelementtypen,

— Gestaltung von effektiven Rekursionsformeln sowohl
fiir den 3D-Fall bei den beiden [terationsformen als
auch fiir den 2D-Fall bei der Iteration mit konstanter
Steifigkeitsmatrix,

— Kopplung der Losungsstrategien, Auswahl des effek-
tivsten Losungsweges.

— Nachweis der Anwendbarkeit des ausgewihlten
Lésungsweges fir Kontaktaufgaben des Maschinen-
baus.

Uber die Ergebnisse dieser Untersuchung wird in einer
weiteren Arbeit berichtet.
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