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l . Einleitung

Bei der Spannungs- und Deformationsanalyse im Körper

mit Hilfe der_Finite-Elemente-Methode ist die

Auswahl geeigneter Elemente von besonderer Bedeutung.

Hierbei ist zwischen dicken und dünnen Körpern zu un-

terscheiden. Für dünne Körper haben sich degenerierte

Elemente durchgesetzt (vgl. z. B. [1}, [2]). Für dicke,

massive Körper werden die bekannten 8— bis 21-Knoten-

Vollkörperelemente verwendet, falls keine Vereinfachun-

gen durch ebene oder axialsymmetrische Modellierungen

möglich sind.

Das FEM Programmsystem „NEANKO” [3] wurde für

zwei- und dreidimensionale Aufgaben entwickelt.

Dabei wurde ein elastisch-plastisches Materialgesetz mit

Verfestigung implementiert, wobei zunächst kleine Ver-

zerrungen und kleine Verschiebungen vorausgesetzt wur-

den Nachfolgend wurde entsprechend [5], [6] für

die Lösung geometrisch ‘nichtlinearer Aufgaben die

totale (TL) und die mitgehende (UL) Lagrangesche For-

mulierung für das 8- bis 21-Knoten-Vollkörperelement

implementiert.

Im Beitrag werden Konstitutivgleichungen für physika-

lische Nichtlinearität mit kinematisch-isotroper Ver—

festigung eingeführt. Deren Einbau in das Programm-

system NEANKO gestattet die Lösung zwei- und drei-

dimensionaler nichtlinearer Aufgaben, wobei große Ver-

schiebungen und Drehungen bei jedoch kleinen Verzer-

rungen vorausgesetzt werden.

2. Grundgleichungen

Folgende Aussagen müssen die Grundgleichungen zur Be-

schreibung linearer oder nichtlinearer Deformations-

prozesse enthalten:

— Kinematik der Bewegung (Beschreibung des Defor-

mationsprozesses durch das Verschiebungsfeld, Ver-

zerrungsmaße, die den Zusammenhang zwischen den

Verschiebungen und den Verzerrungen angeben‚usw

— Kinetik der Bewegung (Bewegungsgleichungen des

Kontinuums, Spannungstensoren, Spannungs-

geschwindigkeiten)

— Thermodynamik des Deformationsprozesses (u. a.

Ableitung eines Variationsprinzips)

— Konstitutivgleichungen (Beziehungen zwischen kine-

matischen, kinetischen und thermodynamischen

Variablen des Deformationsprozesses)

2.1. Kinematik

Zur Beschreibung der Bewegung wird in der Festkörper-

mechanik üblicherweise die Lagrangesche Betrachtungs-

weise angewendet. Dabei werden alle Größen auf die An—

fangskonfiguration bezogen, die in den meisten Fällen

bekannt ist. Auf Bild 1 sind neben der Ausgangskonfigu-

ration 0K zwei weitere Konfigurationen dargestellt:

 

Bild l

Bewegung des Kontinuums

die vorangehenden Konfiguration tK und die momen-

tane Konfiguration tJ'AtK. Die 3 Konfigurationen ent-

sprechen folgenden Zeitpunkten t' meist t = O), t und

t+ At (At ist der Zuwachs der Zeit). Die kinematischen

Größen werden auf oK bezogen, was der (TL)-Formulie-

rung entspricht. Für den Green-Lagraneschen Ver-

zerrungstensor gilt [7]:

T

”ms: tE+AE = 1/2[(1+Vt+Atn) -(1+vt*Atu)_1]

(1)

Dabei bedeuten:

V — Nabla-Operator (Ableitungen bezüglich der

Koordinaten der Anfangskonfiguration),

H AtE — Verzerrungstensor für den Momentarizustand,

wobei sich dieser aus dem Verzerrungstensor

im vorangegangenen Zustand tE und dem Zu—

wachs AE zusammensetzt,

HAIn —— Verschiebungsvektor, der den Abstand zwi-

schen einem Punkt in der vorangehenden

Konfiguration und dem gleichen Punkt in

der momentanen Konfiguration angibt sowie

l — Einheitstensor.
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Weitere kinematische Größen können Bild l entnommen

werden. Die Zeit t kann als Parameter ohne physikali-

sche Bedeutung aufgefaßt werden. Die gewählten Be-

zeichnungen entsprechen der Standardliteratur (vgl.

z. B. [7] bis [9]), die verwendeten Regeln der Tensor-

rechnung können beispielsweise [8] und [10] entnom-

men werden.

2.2. Kine tiJc

Die in den Grundgieichungen auftretenden Variablen

müssen den Bedingungen von Symmetrie und Objektivi-

tät genügen. Außerdem müssen sie im Hinsehen Sinne

arbeitskonjugiert sein [8}, [9}, [11], [12]. Die arbeits—

konjugierte Tensorgröße zum Green—Lagrangeschen Ver-

zerrungstensor ist der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungs-

tensor

ums : ts + £3

Dabei ist:

H A25 -— 2. Pioia—Kirchhoffsche Spannungstensor in

der momentanen Konfiguration,

tS — der entsprechende Tensor in der vorangehen-

den Konfiguration und

AS — sein Zuwachs im Zeitschritt At.

S hat keine physikalische Bedeutung, diese besitzt je—

doch der Cauchysche Spannungstensor T. Der Zusarn

menhang zwischen den Sgiannungseenseren läßt sich wie

folgt angeben [8]

Hierbei bedeuten:

HAil), 0p — Massendichte in t+AtK bzw. 0K und

F —- Deformationsgradient (F =V t +At X).

2.3. Thermodynamik

In dieser Arbeit werden ausschließlich isotherme Pro—

zesse betrachtet, so daß sich die entsprechenden thermo-

dynamischen Ausführungen (vgl. z. B. [10]) auf die For-

mulierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen

reduzieren. Das Gleichgewicht des Körpers zum Zeit-

punkt t+ At iäfit sich wie folgt angeben [9]:

f (ts + AS) u 50s + AE) aOV = “NR (3)

0v

t+AtR stellt die virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte

dar und kennzeichnet die Variation. Da mit dem Greenc

Lagrangeschen Tensor ein Verzerrungstensor für kleine

Verzerrungen eingeführt wurde, bleiben die weiteren

Ausführungen auf kleine Verzerrungen beschränkt

(trotzdem können große Verschiebungen und Drehun-

gen betrachtet. werden).
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2.4. Konstitutivgleichungen

Im Falle hypoelastischen Materials werden die Span-

nungsinkremente aus den Verzerrungsinkrementen be—

rechnet [9]

g = (4)L.. g <4)

Dabei sei (4)11 ein Tensor 4. Stufe, der die Materialeigen-

schaften kennzeichnet (bezogen auf 0K). Für den Son«

derfall elastisch-isotropen Materials enthält dieser Ten—

sor die Lameschen Konstanten. Die Äquivalenz der

Konstitutivgl. (4) zum Hookeschen Gesetz bei infinite—

simaien Verschiebungen ist effensiehtiich. Diese Tat-

sache ergibt sich aus der Verwendung des 2. Piola-

Kirchhoffschen Spannungstensors und des Green-La-

grangeschen Verzerrungstensors, da hiermit der Span-

nungszustand invariant gegenüber Starrkörperbewegun—

gen ist. Eine Konsequenz daraus ist, dafi jede Materiali—

beschreibung, die für infinitesimale Verschiebungen

und unter Verwendung der klassischen Spannungs— und

Verzerrungstensoren aufgestellt wurde, direkt in Be-

rechnungen bei großen Verschiebungen und Drehun»

gen, aberwhle'inen Verzerrungen benutzt werdendgn’n.

Einzige Bedingung ist die Verwendungder 2. Fioia-

Kirchhoffschen Spannungen und der Green-Lagrangev

sehen Verzerrungen [9}. Nachfolgend wird dies auf das

eiastisch-plastische Materiaigesetz angewendet.

Im Rahmen des in dieser Arbeit aneiysierten Materialw

gesetzes wird von einem Materiaimodell mit kinema-

tisch-isotroper Verfestigung ausgegangen. Die Plasti-

zitätsbedingung iäßt sich in diesem Fali wie foigt be—

schreiben [i4]:

F(S‚ a‚k) = f(S —a) 4‘13, Jig?) :

(
I
)

(5)

Die Plastizitätsbedingung erfährt eine Verschiebung und

Aufweitung, jedoch keine Gestaltänderung (Biid 2).

a = 3(8) ist der Verschiebungstensor, der die Verschie—

bung des Zentrums der Plastisitätsbedingung zur Zeit t

bezüglich 0K angibt. k bestimmt die Größe der Plasti-

zitätsbedingung in Abhängigkeit von der piastischen Ver-

zerrung in der Form des Odqist-Parameters. ß ist der

Parameter der gemischten Verfestigung, der den idealen

Bauschingereffekt wiedergibt (ß = 1 —— rein—isotrope

 

Süd 2

Piastizitätsbedingung im Oktaederraum bei kinematisch-isotro-

per Verfestigung (Translation — Beschreibung durch den Ver-

schieburgstensor a, Aufweitung -- Beschreibung durch die

Funktion k)



Verfestigung, ß = — rein-kinematische Verfestigung).

Die skalare Größe EP läfit sich aus den Geschwindigkei-

ten der plastischen Verzerrungen EP wie folgt bestim—

men:

sp = /2/3EP u s?

Die Bedingung der plastischen Belastung (der Endpunkt

des Spannungstensors iiegt bei plastischer Belastung auf

der Plastizitätsfläche) ist das totale Differential der Pla-

stizitätsfunktion dF = 0. Unter Beachtung von (5) er-

hält man damit

---s.._--.«;„ak=o (6)

Mit S und ä werden entsprechend der Zuwachs des

Spannungstensors bzw. des Verschiebungstensors im

Zeitinkrement At bezeichnet. dk stellt eine Verände-

rung der Plastizitätsfläche dar. Diese kann wie folgt

ausgedrückt werden

dk = ßk,

so daß Gl. (6) in folgende Gl. übergeht

df - .

— H S— ä. = ßk 7as < > _ < >

Weiterhin wird vorausgesetzt, dafi der Green-Lagrange-

sehe Verzerrungstensor in einen elastischen und einen

plastischen Anteil sufgespalten werden kann

E=EE+EP

Folglich lassen sich die plastischen Verzerrungsinkre-

mente mit dem asmziierten Fließgesetz (Prandtl—Reuss—

Gesetz) angeben

. öf
E?=7\ _

as

Ä ist ein zu bestimmendes Skalar (Ä >0) und stellt

eine. Funktion der Belastungsparametcr dar.

Der Zuwachs des Verschiebungstensors ä kann entweder

nach der Pragerschen Regel bzw. der Zieglerschen Modi-

fnnktion angegeben werden [15}, [16]. Die Zieglersche

Modifikation ist deshalb besonders günstig, da sie gegen-

über Dimensionsänderungen der Aufgabe invariant ist.

Sie hat die Form

ä=fl(S—a)

Die skalare Funktion i1 erhält man durch Einsetzen

von Gl. (9) in Gi. (7)

Sie-343;;

a: 5‘: (ID)

_:.,.5_

as ( a)

Den Zuwachs des Spannungstensors kann man mit

Hilfe der Fließregel (8) ausdrücken

_ (IDLE .. ‚3E = (4)LE ., (g JP) =

m
.

I

(11). ‚ f

(4)1}? .. E_Ä .3;< as>

Dabei ist MOLE der Materialtensor der elastischen Kon-

stanten. Die skalare Funktion erhält man entsprechend

der Zieglerschen Modifikation [15] bis [17}. D. h. für

eine Plastizitätsbedingung ohne singuläre Punkte sind die

Projektionen des Spannungstensorinkrements und des

plastischen Verzerrungstensorinkrements auf die äußere

Normale zur Plastizitätsbedingung einander proportio-

nal (Bild 3)

. - 8f
SH EPn—=0 12< c > as (i

 

Bild 3

Erläuterung von Gl. (12)

Gl. (12) ist eigentlich eine Bedingung der. plastischen

Belastung für rein-kinematische Verfestigung nach

Prager (ß = 0 — Ziegler ging bei Einführung dieser Be-

dingung vom Pragerschen Verfestigungsmodell aus).

Durch Einsetzen der Gin. (8) und (11) in G1. (12) er-

hält man

. öf
(MLEHE .. w

„ i l es

A = "‘ M M a
((4)LE.._+C_)H__

as as as

(13}

Unter Berücksichtigung der Gin. (12) und (13) ergibt

sich für den Zuwachs des 2. Piola—Kirchhoffscben Span-

nungetensors

s = WLEP -- i2, (14)

wobei MOLE? ein vierstufiger Materialtensor ist. Dieser

berücksichtigt die Verfestigung und hat die Form

<4>LE.. if 3}..ng

as as

((4)LE.. af+c_a_f)uä

BS öS BS

{4)LEP : (4)1}; _ (15)
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Der Parameter c wird durch Einsetzen des Fließgeset-

zes (8) in G1. (12) bestimmt

 

r? sup}?
c = _ _ = V2/3 _.__ (16)

EP„EP EP

Da die konstitutiven Gln. auch für den einachsigen Fall

gilt, erhält man für die Konstante c folgenden Wert

[15], [18]:

c=2/3H

mit H als Verfestigungsparameter aus dem einachsigen

Versuch.

Die konkrete Form des TensorifloLEP erhält mannach

Einführung von Plastizitätsbedingungen. Die van-Misce-

Bedingung lautet für das eingeführte Verfestigungs-

modell

F:3/2(sD _.D)--~(sD_.D)_a§ = o (17)

mit SD als Spannungsdeviator,

aD Verschiebung der Plastizitätsfläche in der Ebenen

des Spannungsdeviators und

aY als Fließgrenze zur Zeit t.

Nach Einsetzen von Gl. (17)' in Gl. (15) erhält man den

konkreten Ausdruck für den Materialtensor

(4)1‚EP = (4)1}: _W

(18)
02 (3G + H)
Y

Mit Gl. (18) erhält man aus der Konstituting (l4) die

Spannungszuwüchse. Zur Kontrolle der Erfüllung der

Plastizitätsbedingung ist es notwendig, die Zuwüchse

des Versehiebungstensors für die Plastizitätsbedingung

zu ermitteln. Diese erhält man durch Einsetzen von

Gl. (17) in G1. (10) und Gl. (9). Nach einigen Umfor-

mungen ergibt sich

a” = (3/2630—B)(SD—aD)(SD—8D)”5 (19)

3. Matrizen-Formulierung

Um die eingeführten Beziehungen in ein FEM-Pro-

gramm zu implementieren, werden die Tensorgleichun-

gen in Matrizen—Gleichungen überführt. Die konstituo

tive G]. (l4) geht damit in folgende Form

AS = CEP AE (20)

über, wobei AS und AE die Matrizen der Zuwüchse

des 2. Piola-Kirchhoffsehen Spannungstensors bzw.

des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors sind (vgl.

z. B. [11]) sind. Der elastoplastische Operator nach

der von-Mises-Bedingung hat die auf Bild 4- gezeigte

Struktur, wobei 7k, u“ die Lame’schen Konstanten sind,

und es gilt
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9G2
A = —— (22)

a; (3G + H)

A" ’1‘.‘ “531 5?: ' 1‘ “5‘121 5?: ' Ä' Agga 5g: ' ‘Aéga EDI: ' ' As?! E2: ' ' ‘52) 52.1

1" “‘35:”: 5:: ' 1‘53: €33 ' "A52: 5?: ' ‘ A‘gz 31:: ' ' ‘52: als):

1‘ “in‘s?“ fig: ' “‘in i‘ia' "‘53: 5:: ' ' ‘53": ill}:

am. flag?! 5'1}: - ' ‘51:): 332' ‘ “5?: 51i; ‘

l
Wu"‘35: Bär ' “5:; 3?: l

1'” “if: gnu—l

(21)

Bill 4

Elastoplsstischer Operator bei von-MisebßediIEung

Die Terme des reduzierten Deviators des 2. Piola-Kirch-

hoffschen Spannungstensors kann man wie folgt schrei-

ben

D D D D D D

S11 “‘11 i S12 ““12 ‚513 ‘313

n D D D D

°22 “‘22 ‚523 ‘323

D D
SYM 533 — a33

(23)

Die Beziehungen für den Zuwachs des, Verschiebungs-

tensors der Plastizitätsfläche (l9) lauten in Matrizen-

schreibweise

U
N

'
O

= 3(l—ß) S

202

Y

Aa (24)

dabei ist 0 eine Null-Submatrix und Ss ein Skalarpro-

dukt

-T
ss = 3 AS (25)

4. Testrechnungen

Um die Richtigkeit der Implementierung der eingeführ-

ten Beziehungen in das Programmsystem NEANKO zu

prüfen, wurden 3 Testrechnungen durchgeführt.

Das erste Beispiel bezieht sich auf einen dünnen Strei-

fen (Bild 5) unter gleichmäßiger Belastung. Das Berech-
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Bild 5

Beispiel 1 — dünner Streifen
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Bild 6

Durchsenkungen in der Mitte des Streifens
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Bild 7

Spannungsverläufe in der Mitte des Streifens
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Bild 8

Erläuterung zum Parameter der gemischten Verfestigung
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Bild 9

Durchbiegungen bei gemischter Verfestigung

 
Bild 10

Ausbreitung der plastischen Zone und Durchbiegungslinie



nungsmodell besteht aus fünf räumlichen Vollkörper-

elementen. Aufgrund der Symmetrie wurde nur die

Hälfte des Streifens vernetzt und gerechnet. Zur Beurtei-

lung des Einflusses der Plastizität bei geometrischer

Nichtlinearität wurde eine elastische und eine elastisch-

plastische (ohne Verfestigung) Rechnung durchgeführt.

Auf Bild 6 ist der Verlauf der Durchsenkungen in der

Mitte des Streifens dargestellt. Im Bild 7 sind die Span—

nungen an der gleichen Stelle aufgetragen. Die Ergeb-

nisse stimmen gut mit den in [I9] angeführten überein.

Der Einfluß des Parameters der gemischten Verfesti-

gang wurde am gleichen Beispiel untersucht (Bild 8).

Für diesen Parameter wurde das Intervall (—1; 1) ge-

wählt. Im Bild 9 ist der Verlauf der Durchbiegung in

der Mitte des Streifens angegeben. Im Bild 10 ist die

Ausbreitung der plastischen Zone und die entsprechen-

de Durchbiegungslinie in Abhängigkeit von der Bela-

stung zu sehen. Der Einfluß des Parameters ß auf die

gesamte Durchbiegung des Streifens kann leider nicht

vollständig beurteilt werden, da die plastifizierte Zone

bei Belastung und anschließender Entlastung klein ist

— Biid 10g. Daher hat sich der Einfluß des Parameters

nur iokal ausgewirkt. In einer kleinen Zone hat sich die

Fließgrenze verändert. Die Wahl solcher Belastungen, die

große Flastifizierungen hervorrufen würden und damit

einen deutlichen Einflufi des Parameters zeigen, ist nur

nach, Überschreiten durch die lokalen Extrema in der

Belastungs-Durchbiegungs-Kurve möglich. Die eingesetz-

ten Verfahren (Newton-Raphson, Newton) gestatten

nicht die Lösung des entsprechenden Problems.
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Biid 11

Beispiel 2 — Viertel einer Quadratplatte
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Bild 12

Durchbiegungen in der Mitte der Quadratplatte
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Das letzte Beispiel bezieht sich auf eine quadratische,

eingespannte Platte, die in der Mitte durch eine Einzel-

kraft belastet ist. Aufgrund der Symmetrie wurde ein

Viertel der Platte vernetzt (Bild 11). Wie im Streifen-

beispiel wurde eine elastische und eine elastisch-plasti-

sche (mit Verfestigung) Rechnung durchgeführt. Der

Verlauf der Durchbiegung der Platteaist auf Bild 12

dargestellt.
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