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1. Einleitung

Dem Problem der Lirmbekimpfung wird seit Jahren
groBe Aufmerksamkeit gewidmet. Die Ursachen liegen
einerseits darin, daff die Zahl der Horgeschidigten alar-
mierende AusmaBe erreicht hat und weiter steigt, an-
dererseits sinken nach der Einfihrung von Lirmbe-
kimpfungsmafnahmen in Betrieben die Zahl der Ar-
beitsunfille und auch Arbeitsfehler betriichtlich [12].
. Der Arzt Robert Koch sagte: ,Eines Tages wird der
Mensch ebenso unerbittlich den Lirm bekdmpfen miis-
sen wie die Cholera und die Pest”.

Die erreichbare Leistungsdichte heutiger Maschinen und
Anlagen zwingen den Konstrukteur und Betreiber, sich
intensiv mit den Fragen der Larmbekidmpfung zu be-
schiftigen. Dabei st der primidren Larmbekdmpfung
(die Entstehungsmechanismen werden gezielt beeinflufit)
der Vorzug vor der sekundiren (Schalldimmung, Schall-
diampfung) zu geben. Doch dieser Weg erfordert die ge-
naue Kenntnis der Entstehungsmechanismen. Da Lirm
vielfach in der Folge von Stromungen entsteht, miissen
Einblicke in die Zusammenhinge zwischen turbulenten
Stromungen und Schallabstrahlung gefunden werden.
Die folgende Untersuchung zeigt eine Moglichkeit, De-
tails des von einer turbulenten Strémung erzeugten
Schallfeldes auf analytischem Wege zu beschreiben.

2. Herleitung einer aeroakustischen Gleichung

Um die von stromenden Fluiden ausgehenden Schall-
wirkungen nachrechnen zu konnen, braucht man speziel-
le Differentialgleichungen, die die Zusammenhinge
zwischen der Fluidbewegung und kleinen Wechseldriik-
ken, die unter bestimmten Bedingungen als Schall wahr-
genommen werden kdnnen, beschreiben. Fiir deren Her-
leitung bilden die Bewegungsgleichung (1) und die Kon-
tinuititsgleichung fiir kompressible Medien (2) die
Grundlage.
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Der nichtlineare Term der Navier-Stokes-Gleichung (3)
wird hierbei als ein Vektorfeld Vges aufgefafst.
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Die Ableitung einer aeroakustischen Gleichung erfolgt
in enger Anlehnung an andere Autoren ([2], [3], [5]).

Hier wird nur das Endergebnis genannt.
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Diese Gleichung beschreibt fiir den rdumlichen Fall den
Zusammenhang zwischen den méglichen Druck-, Masse-
dichte- und Geschwindigkeitsschwankungen eines kom-
pressiblen Fluids.

Mittels des allgemeinen G asgesetzes (5)
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liBt sich G1. (4) noch weiter vereinfachen.

Setzt man bei dem kompressiblen Fluid voraus, daf es
sich im betrachteten lokalen Bereich im thermodynami-
schen Gleichgewicht befindet und keine Entropieiinde-
rungen auftreten, so gilt

L= a2, (6)

wobei a die Schallgeschwindigkeit des Fluids ist. Im
Falle kleiner, z. B. akustischer Zustandsinderungen,
kann die temperaturabhingige Schallgeschwindigkeit
durch die Ruheschallgeschwindigkeit ap angenihert
werden, so daf§ aus Gl. (6) folgt:
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3. Verschiedene Geschwindigkeitsansitze

Nun ist es giinstig, verschiedene Geschwindigkeitsan-
sitze in die aeroakustische Gleichung (4) einzufiihren
und somit diese Gleichung fiir die verschiedenen Stro-
mungsformen zu modifizieren. Als erstes wird voraus-
gesetzt, dab sich die Grofen Druck, Massedichte und
Geschwindigkeit aus einem zeitlich konstanten Anteil
der Grund- oder Hauptstromung und einem kleinen,
zeitlich veridnderlichen Schwankungsanteil zusammen-
setzen (Prandtl-Ansatz). Fiir die Geschwindigkeit setzt
man daher:

?(x, y,z,t) = —c:) (x,v,2) i0 (x,y,2,t). )
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Die Beziehungen fiir den Druck und die Massedichte
ergeben sich analog. Dabei wird vorausgesetzt, daf die
Schwankungshewegung unabhingig von der Haupt-
oder Grundstrémung c | existieren kann.

Werden nun der Ausdruck (9) und die ihm entsprechen-
den Ausdriicke fiir die Massedichte und den Druck in
Gl. (8) eingesetzt, so erhilt man
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Der nichtlineare Summand hat dabei folgendes Aus-
sehen:
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Mit der Gl. (10) kann nun die Massedichteschwankung
bzw. der Schalldruck innerhalb und auberhalb des Strs-
mungsgebietes ermittelt werden. Solche Vorginge, wie
Schallentstehung, Schallfortleitung, Schallausbreitung in
bewegten Fluiden, Schallbrechung in Scherschichten
u. 4., sind bei Kenntnis des Strémungsgebietes nach-
rechenbar,

An Gl. (10) fillt auf, daf sie vom Prinzip her eine in-
homogene Wellengleichung mit der Divergenz des nicht-
linearen Summanden als Inhomogenitit darstellt, die je-
doch um einige Terme erginzt ist. Und gerade die Terme
auf der linken Seite erschweren die analytische Losung
auBierordentlich.

In vielen Fillen interessiert man sich jedoch fiir den von
einer turbulenten Strémung erzeugten Schall, den man
als Beobachter aufierhalb des eigentlichen, in sich ge-
schlossenen Strémungsgebietes wahrnimmt. Ein Beispiel
dafiir ist die Schallabstrahlung von einem ortsfesten
kleinen Liifter in einem groBen Raum. Um den Liifter
herum wird sich eine Strémung ausbilden, die (fast)
keinen Einfluf auf die Strémung im Raum hat. Man
kann nun ein geniigend groBes Gebiet finden, durch
dessen Grenzen kein durch den Liifter verursachter Mas-
setransport stattfindet. Die Strémung ist also innerhalb
dieses Gebietes in sich geschlossen. Dieses turbulente
Stromungsgebiet sendet nun Druckschwankungen in das
umliegende ruhende Gebiet aus: dieses soll nur akustisch
wirksam sein und die Druckschwankungen fortleiten.
In ihm befindet sich nun der Beobachter und nimmt
diese Druckschwankungen als Schall wahr (vgl. Bild 1).

Zur mathematischen Beschreibung der eben skizzierten
Modellvorstellung werden noch einige Annahmen und
Voraussetzungen benétigt:

1. Die in sich abgeschlossene Stromung (vgl. Bild 1 —
Pos. 2) erfiillt auf Grund der niedrigen Geschwin-
digkeiten die Kontinuititss und Bewegungsglei-
chung fiir inkompressible Strémungen.

2. Die gegenseitige rdumliche Lage von Schallquelle
und - Beobachter bleiben unverindert. Mégliche
Relativbewegungen lassen sich ggfs. durch entspre-
chende Koordinatentransformationen (vgl. Lorentz-
Transformation, Doppler-Effekt) beriicksichtigen.
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Bild 1

Modellvorstellung

Liifter

in sich geschlossenes turbulentes Stromungsgebiet
Gebietsgrenze

auslaufende Schallwellen

Beobachter
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3. Die analytische Darstellung der in sich geschlossenen,
turbulenten Strémung erfolgt mittels Albringscher
Wirbelmodelle.

Beriicksichtigt man diese Voraussetzungen in Gl. (10),
erhilt man die iibliche inhomogene Wellengleichung
(12). Die Inhomogenitit ist dabei die Divergenz des
nichtlinearen Summanden der schallerzeugenden Stré-

mung.
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Die Gl (12) beschreibt damit die von einer rdumlich
fixierten turbulenten Strémung in alle Richtungen des
Raumes ausgehenden Schallwellen. Das Quellglied fiir
diesen Vorgang ist dabei die Divergenz des nichtlinearen
Summanden dieser Strémung.

4. Der nichtlineare Summand der Navier-Stokes-
Gleichung

Nach [6] li6t sich der nichtlineare Summand von Gl. (1)
in Form der Gl. (14) darstellen, d. _h., er kann wie jedes
Vektorfeld in ein rotatxonsfrexes (Vl) und in ein diver-
genzfreies (V,) aufgespalten werden. Dabei enthilt das
rotationsfreie F eld V alle Quellen und Senken des Ge-
samtfeldes V. und das divergenzfreie V2 alle Wirbel.
Die Divergenz des Teilfeldes V, und die Rotation des
Teilfeldes V, sind also genau so groﬁ wie die Divergenz
und die Rotation des Gesamtfeldes:

-

> o>
Ves = V1 + Yy (14)
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div V1 = div Vges bei rot Vl =0
- - -

rot V2 = rot Vges bei div V2 =0

ist.

Diese Betrachtungsweise des nichtlinearen Summanden
zeigt auf, daB fiir die Schallproduktion einer Strémung
(mit 1 = const) die Divergenz des nichtlinearen Summan-
den verantwortlich ist (vgl. Gl. (10)), wihrend fiir die
Beschreibung verschiedener Zustinde und Vorginge
(Turbulenz, Vermischung) es interessant ist, die Vertei-
lung, Produktion und Ausbreitung der Rotation im Fluid
zu betrachten,

5. Randbedingungen

Die Bestimmung der zur Losung einer Differentialglei-
chung notwendigen Randbedingungen basieren ent-
weder auf den konkreten Verhiltnissen bei einem phy-
sikalischen Vorgang oder auf einer Modellvorstellung, die
die interessierenden Verhiltnisse und Zusammenhinge
hinreichend genau beschreibt.

Im vorliegenden Fall treten als dufere Randbedingungen,
d. h. fiir grofie Abstinde vom Quellgebiet, die Sommer-
feldschen Strahlungsbedingungen auf.

lim p’(R) = 0 (15)
R—>o0

lim C*(R) = 0 (16)
R —o0

Fiir die Formulierung der inneren Randbedingungen sind
noch einige weitere Betrachtungen notwendig.

Die sich beim Ubergang vom turbulenten Strémungs-
gebiet zur ruhenden Umgebung ergebende Scherschicht
soll klein im Vergleich zur Wellenliinge der durchgehen-
den Schallwelle sein. In diesem Fall kann links- und
rechtsseitig der Scherschicht eine linearisierte Bewe-
gungsgleichung angesetzt werden. Daraus erhilt man die

sogenannten Diskontinuititsbedingungen [4], [7], [8]:
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Folgende Schlufifolgerungen kénnen daraus gezogen
werden:

Bleibt das turbulente Strémungsgebiet, d. h. das Quell-
gebiet der stromungsakustischen Schallentstehung auf
ein endliches Gebiet beschrinkt und verschwindet genii-
gend schnell beim Ubergang in das ruhende, nur aku-
stisch wirksame Gebiet, kann fiir die Druckschwankun-
gen p’ die Scherschicht unberiicksichtigt bleiben (GI.
(18)); fiir die Geschwindigkeit ¢’ muf jedoch Gl. (17)
beriicksichtigt werden.

Benutzt man also nur eine Differentialgleichung fiir den
Schalldruck p’ bzw. fiir die Massedichteschwankung p’,
braucht die innere Randbedingung nicht gesondert be-
achtet zu werden, und es kann so gerechnet werden, als
gibe es keinen besonderen Ubergang vom Quell- zum
Ausbreitungsgebiet.

6. Die Losung der dreidimensionalen Wellen-
gleichung

Geht man davon aus, daB sich die Massedichteschwan-

kungen p’ in der Losung von Gl. (12) beziiglich der Zeit

aus sinus- und cosinusformigen Anteilen zusammén-
setzen, kann man von vornherein durch Abspalten des

Zeitfaktors e 1! aus der Wellengl. (12) die entspre-
chende Schwingungsgl. (19) gewinnen.

-
Ap’(X)+ k%’ (X) = p, div Vg, (X) (19)

Da die Inhomogenitit von Gl. (19) auf ein endliches
Gebiet beschrinkt sein und aufierhalb dieses Gebietes
verschwinden soll (vgl. Abs. 5), bietet es sich an, die
Lésung von Gl. (19) mit Hilfe Greenscher Funktionen
zu konstruieren.

Die zu Gl. (19) gehérige Differentialgleichung fiir eine
Greensche Funktion G(x) lautet:

AG(X)+k2G(X) = 83(X). (20)

Liegt die Inhomogenitit nicht um den Koordinatenur-
sprung herum, sondern an einem beliebigen Ort X im
Raum, so lautet die zu Gl. (20) analoge Beziehung:

AL G(X-X)+k2G(RX =X = 83(X =X, (@
X

Das Symbol A_, bedeutet, daf der Laplace-Operator
entsprechend x’)l(md nicht x angewandt werden muS.

Aus Gl. (20) und Gl (21) erhilt man fiir die Greensche
Funktion die Lésungen
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Fiigt man obigen GIn. (22) und (23) den vorher abgespal-
teten Zeitfaktor e~ 1%t wieder hinzu, so erhilt man
einen Term der Form:

-
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Das negative Vorzeichen in der Klammer von GI. (24)
steht dabei fiir das retardierte Potential, das positive Vor-
zeichen dagegen fiir das avancierte Potential.

Im folgenden werden jedoch Schallausbreitungsprobleme
betrachtet, so daf nur retardierte Potentiale interessie-
ren. Es wird somit nur das negative Vorzeichen in dem
Klammerausdruck von Gl. (24) benutzt.
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Man ist nun in der Lage, mit Hilfe der gefundenen
Greenschen Funktion eine Losung fiir die Massedichte-
schwankung p’ aus Gl. (19) anzugeben.
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Diese Beziehung beschreibt das zeitliche und &rtliche
Verhalten der Massedichteschwankungen p’ im drei-
dimensionalen Raum. Es ist hierbei um das Quellgebiet
G’, das an einem beliebigen Ort im Raum liegen kann,
raumlich zu integrieren.

7. Beschreibung der Divergenz des nichtlinea-
ren Summanden mittels Wirbelmodelle nach

Albring

In dem Integral (25) tritt die Divergenz des nichtlinea-
ren Summanden der turbulenten Strémung auf. Das be-
deutet, wenn man solche Informationen aus einer tur-
bulenten schallerzeugenden Strémung gewinnen kann,
die eine algebraische Beschreibung der Divergenz des
nichtlinearen Summanden an dessen zeitlicher und 6rt-
licher Abhingigkeit gestatten, ist man in der Lage, den
von dieser Stromung produzierten Schall genau nach-
zurechnen. Doch ist dies z. Z. nicht méglich.

Nach einem Vorschlag von Albring [2] kénnen jedoch
verschiedene Effekte einer turbulenten Strémung mit
Hilfe zeitlich und 6rtlich periodischer Funktionen nach-
gebildet werden. Diese Funktionen stellen dabei Lésun-
gen der Rayleighschen Differentialgleichung dar.

Diese Wirbelfelder und Wirbelsysteme sollen zur analy-
tischen Beschreibung des nichtlinearen Summanden
und dessen Divergenz benutzt werden (zu Wirbelfelder
und -systeme vgl. [2], [3]).

Obwohl einerseits bei der bisherigen Herleitung der
Schwerpunkt auf die rdumliche, dreidimensionale Aus-
breitung von Schall lag, andererseits auch Ansitze fiir
dreidimensionale Wirbelsysteme bekannt sind, soll hier
die dreidimensionale Schallausbreitung von zweidimen-
sionalen Wirbelfeldern nachgerechnet werden (Bild 2).
Damit ist die prinzipielle Moglichkeit der spiteren Er-
weiterung auf dreidimensionale Wirbelfelder gegeben.
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Bild 2

Modell einer dreidimensionalen Schallausbreitung von einem
zweidimensionalen Quellgebiet aus
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Es hat sich als giinstig erwiesen, zwei grundlegende Ty-
pen von Wirbelsystemen zu unterscheiden [9] (vgl. auch
Bilder 3 und 4).

TypI:

YU(x,y,t)= kpexp(ajpx +aypy + agpt) x

cos (a);x + a5y + ag.t) (26)

Typ II:
w(x’y,t): klexp(ale + aZRy + 83Rt) X

cos (a);x + ag;t) cos (a;y) 27
(zu Eigenschaften dieser Wirbelsysteme vgl. [2], [9])

Die mathematisch-analytische Modellierung der Diver-
genz des nichtlinearen Summanden einer turbulenten
Stromung soll mit Hilfe von Uberlagerungen gleichartiger
Wirbelsysteme erfolgen. Dabei ist es effektiver, die rein
komplexe Schreibweise der Gl. (26) bzw. Gl. (27) zu
benutzen.

Bild 3
Wirbelsystem Typ I
(x,y)=exp(-0,35"y)*cos (0,75 x+1,5"y)

Bild 4
Wirbelsystem Typ II
(x,7)=exp(—0,35 " y) * cos (0,75 * x) * cos (1,5 * y)
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div Vl = div Vges bei rot V1 =0
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rot V2 = rot Vges bei div 9= 0
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Diese Betrachtungsweise des nichtlinearen Summanden
zeigt auf, daf fiir die Schallproduktion einer Stromung
(mit 1 = const) die Divergenz des nichtlinearen Summan-
den verantwortlich ist (vgl. Gl. (10)), wihrend fiir die
Beschreibung verschiedener Zustinde und Vorginge
(Turbulenz, Vermischung) es interessant ist, die Vertei-
lung, Produktion und Ausbreitung der Rotation im Fluid
zu betrachten.

5. Randbedingungen

Die Bestimmung der zur Lésung einer Differentialglei-
chung notwendigen Randbedingungen basieren ent-
weder auf den konkreten Verhiltnissen bei einem phy-
sikalischen Vorgang oder auf einer Modellvorstellung, die
die interessierenden Verhiltnisse und Zusammenhinge
hinreichend genau beschreibt.

Im vorliegenden Fall treten als dufere Randbedingungen,
d. h. fiir grofie Abstinde vom Quellgebiet, die Sommer-
feldschen Strahlungsbedingungen auf.
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Fiir die Formulierung der inneren Randbedingungen sind
noch einige weitere Betrachtungen notwendig.

Die sich beim Ubergang vom turbulenten Stromungs-
gebiet zur ruhenden Umgebung ergebende Scherschicht
soll klein im Vergleich zur Wellenlinge der durchgehen-
den Schallwelle sein. In diesem Fall kann links- und
rechtsseitig der Scherschicht eine linearisierte Bewe-
gungsgleichung angesetzt werden. Daraus erhilt man die

sogenannten Diskontinuititsbedingungen [4], [7], [8]:
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Folgende Schlufifolgerungen kénnen daraus gezogen
werden:

Bleibt das turbulente Strémungsgebiet, d. h. das Quell-
gebiet der stromungsakustischen Schallentstehung auf
ein endliches Gebiet beschrinkt und verschwindet genii-
gend schnell beim Ubergang in das ruhende, nur aku-
stisch wirksame Gebiet, kann fiir die Druckschwankun-
gen p’ die Scherschicht unberiicksichtigt bleiben (Gl
(18)); fiir die Geschwindigkeit ¢’ muf jedoch Gl. (17)
beriicksichtigt werden.

Benutzt man also nur eine Differentialgleichung fiir den
Schalldruck p’ bzw. fiir die Massedichteschwankung p’,
braucht die innere Randbedingung nicht gesondert be-
achtet zu werden, und es kann so gerechnet werden, als
gibe es keinen besonderen Ubergang vom Quell- zum
Ausbreitungsgebiet.

6. Die Losung der dreidimensionalen Wellen-
gleichung '

Geht man davon aus, daf sich die Massedichteschwan-
kungen p’ in der Lésung von Gl. (12) beziiglich der Zeit
aus sinus- und cosinusférmigen Anteilen zusammen-
setzen, kann man von vornherein durch Abspalten des
Zeitfaktors e %! aus der Wellengl. (12) die entspre-
chende Schwingungsgl. (19) gewinnen.

Ap(X)+ k%0 (X) = p, div Vg, (X)) (19)

Da die Inhomogenitit von Gl. (19) auf ein endliches
Gebiet beschrinkt sein und auBerhalb dieses Gebietes
verschwinden soll (vgl. Abs. 5), bietet es sich an, die
Lésung von Gl. (19) mit Hilfe Greenscher Funktionen
zu konstruieren.

Die zu Gl. (19) gehorige Differentialgleichung fiir eine
Greensche Funktion G(x) lautet:

AG(X)+k2G(X) = 83(X). (20)

Liegt die Inhomogenitit nicht um den Koordinatenur-
sprung herum, sondern an einem beliebigen Ort X im
Raum, so lautet die zu Gl. (20) analoge Beziehung:

A, G(X-X)+KG(R=X) = 63(X -%). ()
X

Das Symbol A_, bedeutet, dafs der Laplace-Operator

X
entsprechend x’ und nicht x angewandt werden mu6.

Aus Gl. (20) und Gl. (21) erhilt man fiir die Greensche
Funktion die Lésungen

> 1 eiikx
G(x)=— — (22)
dm  x
und
N | etk X=X ;
6(x)=- — ——=7 (23)
dr Ix —x

Fiigt man obigen GIn. (22) und (23) den vorher abgespal-
teten Zeitfaktor e—'“! wieder hinzu, so erhilt man
einen Term der Form:

kgl
emi(wtTk XN | —iw@E® =) (24)

Das negative Vorzeichen in der Klammer von Gl. (24)
steht dabei fiir das retardierte Potential, das positive Vor-
zeichen dagegen fiir das avancierte Potential.

Im folgenden werden jedoch Schallausbreitungsprobleme
betrachtet, so daB nur retardierte Potentiale interessie-
ren. Es wird somit nur das negative Vorzeichen in dem
Klammerausdruck von G1. (24) benutat.
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Man ist nun in der Lage, mit Hilfe der gefundenen
Greenschen Funktion eine Losung fiir die Massedichte-
schwankung p’ aus Gl. (19) anzugeben.
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Diese Beziehung beschreibt das zeitliche und &rtliche
Verhalten der Massedichteschwankungen p’ im drei-
dimensionalen Raum. Es ist hierbei um das Quellgebiet
G’, das an einem beliebigen Ort im Raum liegen kann,
raumlich zu integrieren.

7. Beschreibung der Divergenz des nichtlinea-
ren Summanden mittels Wirbelmodelle nach

Albring

In dem Integral (25) tritt die Divergenz des nichtlinea-
ren Summanden der turbulenten Strémung auf. Das be-
deutet, wenn man solche Informationen aus einer tur-
bulenten schallerzeugenden Strémung gewinnen kann,
die eine algebraische Beschreibung der Divergenz des
nichtlinearen Summanden an dessen zeitlicher und 6rt-
licher Abhingigkeit gestatten, ist man in der Lage, den
von dieser Stromung produzierten Schall genau nach-
zurechnen. Doch ist dies z. Z. nicht méglich.

Nach einem Vorschlag von Albring [2] kénnen jedoch
verschiedene Effekte einer turbulenten Strémung mit
Hilfe zeitlich und 6rtlich periodischer Funktionen nach-
gebildet werden. Diese Funktionen stellen dabei Lésun-
gen der Rayleighschen Differentialgleichung dar.

Diese Wirbelfelder und Wirbelsysteme sollen zur analy-
tischen Beschreibung des nichtlinearen Summanden
und dessen Divergenz benutzt werden (zu Wirbelfelder
und -systeme vgl. [2], [3]).

Obwohl einerseits bei der bisherigen Herleitung der
Schwerpunkt auf die rdumliche, dreidimensionale Aus-
breitung von Schall lag, andererseits auch Ansitze fiir
dreidimensionale Wirbelsysteme bekannt sind, soll hier
die dreidimensionale Schallausbreitung von zweidimen-
sionalen Wirbelfeldern nachgerechnet werden (Bild 2).
Damit ist die prinzipielle Moglichkeit der spiteren Er-
weiterung auf dreidimensionale Wirbelfelder gegeben.
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Bid 2

Modell einer dreidimensionalen Schallausbreitung von einem
zweidimensionalen Quellgebiet aus
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Es hat sich als giinstig erwiesen, zwei grundlegende Ty-
pen von Wirbelsystemen zu unterscheiden [9] (vgl. auch
Bilder 3 und 4).

TypI:
V(x.y,t)= kjexp(ajgx + aypy + agpt) x

cos (ay;x + ay;y + ag;t) (26)

Typ II:
Y(xy,0)=kpexp(ajgx + apy + agpt) x

cos (alix + asit) cos (a2iy) (27)
(zu Eigenschaften dieser Wirbelsysteme vgl. [2], [9])

Die mathematisch-analytische Modellierung der Diver-
genz des nichtlinearen Summanden einer turbulenten
Stromung soll mit Hilfe von Uberlagerungen gleichartiger
Wirbelsysteme erfolgen. Dabei ist es effektiver, die rein
komplexe Schreibweise der Gl. (26) bzw. Gl. (27) zu
benutzen.

-

Bild 3
Wirbelsystem Typ I
(x,y)=exp(—0,35"y)*cos (0,75 x+1,5y)

BiMd 4
Wirbelsystem Typ II
(x,7)=exp(—0,35 " y) * cos (0,75 * x) * cos (1,5 * y)



) 20d.4
V(x,y,t) = k'; 1?1 [exp(agt) exp(a;x + azy]l (28)

Dabei stehen die Grofen a; . a4 fiir entsprechende
komplexe und konjugiert komplexe Ausdriicke, um nach
der Summation iiber 2 oder 4 Terme die Gln. (26) bzw.
(27) exakt zu erhalten. Damit ist man in der Lage, mit
einem einfacher zu handhabenden Ausdruck zu operie-
ren und jederzeit durch Einsetzen der entsprechenden
Ausdriicke fiir a und Summierung iiber alle Terme
die vollstindige, rein reelle Gleichung hinzuschreiben.

Beispielsweise ergeben die komplexen Ausdriicke

a) =ap tiay ap = ajg —iay;

ag = agp *iay; ay = agp —iay

a3 = agg *iay; a3 =agp —iagg
nach der Summation iiber 2 Terme entsprechend Gl.(28)
direkt die Gl. (26) fiir die Stromfunktion vom Typ I:
k
1 —
V(x,y,t) = 5 [exp(a3t) exp(a;x+ agy) * exp(agt)

exp(ayx+ayy)]
= kpexp(ajg xtaypy +agpt) cos(ay;x+ayy +agt)

Um bei der Weiterrechnung die Ubersichtlichkeit zu
wahren, wird vorerst angenommen, das gesamte Stro-
mungsgebiet sei durch ein einziges Wirbelsystem entspre-
chend Gl. (26) oder Gl. (27) ausgefiillt. In diesem Fall
nimmt die Divergenz des nichtlinearen Summanden die
einfachste Form

2 2, a2
0y 0y
[ A 4 29
) o 8y2] (29)

32y
0xdy

. g
div Vi, = 2[(

an.

Setz_t) man Gl. (28) in Gl. (29) ein, so erhilt man fiir
div Vges eine Anzahl von Summanden vom Typ

komplexer * exp |} komplexer *x+t ] komplexer |y
Koeffizient 1 Koeffizient 2 Koeffizient 3
(30)

=
Fir div Vges des Wirbelsystems vom Typ I erhilt man
z. B.
o = ky 2 - - 2 —
div Vges = — e (ay3y —2aja,) * exp(ag + y)t -

(1)

“expl(ay +ap)x+ (ag + 3y)y]

und beim Wirbelsystem vom Typ II

. b d
div Vges
1, %2

kI

8

= —al2 (ay— 52)2 * exp 2azt * exp(2a; x (ay t3,)y)

-2 - < = =
—a, (ag—3,)" * exp 2a5t * exp(2d; x + (ay +3,)y)

2, 2 - g4
—ay(a; —a;)" *exp(az +d)t- exp((a) +3;)x+2a,Y)
B 53 +a,)t* +a,)x+2a
—a, (a;—3;) " exp(ag +3)t* exp((a; *a) )x +2a,y)

—— " 2 -
—[(ajay —a;8,)" + (a3, —a;2,)" ] - exp(ag +ag)t

cexp [(a) t3))x + (ay +d,)y] (32)

Uberlagert man nun mehrere Wirbelsysteme, so mufs
Gl. (29) um die Terme erweitert werden, die die nicht-
linearen Wechselwirkungen der Wirbelfelder untereinan-
der beriicksichtigen. Auch in diesem Fall entstehen dann

Ausdriicke vom Typ (30). Somit ist die oben getroffene
Annahme, im weiteren nur ein Wirbelsystem zu betrach-
ten, keine wirkliche Einschrinkung. Man kann sich im
folgenden also auf eine prinzipielle Lésung beschrinken
und leitet die weiter benstigten Terme durch Variation
der komplexen Koeffizienten entsprechend der Aus-
gangswirbelsysteme her. Die folgenden Rechenginge
werden deshalb an Hand des Terms

exp (a;x + a,y) 33
1X 7 A2Y

demonstriert. Es wird aber stillschweigend davon ausge-
gangen, dab fir a; bzw. a, in Gl. (33) jede beliebige
Kombination von a,, a, ay, 52 stehen kann und der
Ausdruck (33) mit verschiedenen komplexen Koeffi-
zienten multipliziert werden kann.

8. Losung des Integrals fir den Schalldruck

Unter Beriicksichtigung von GIl. (6) erhilt man aus
Gl. (25) das Integral fiir den Schalldruck p’, der von
einem Quellgebiet G’ ausgesandt wird. Da das Quell-
gebiet auf einen endlichen Bereich beschrinkt ist und
sonst verschwindet, kann das Integrationsgebiet iiber
das Gesamtgebiet bis ins Unendliche ausgedehnt wer-
den (G — G), im speziellen die positive y-Halb-
ebene.

p (X, 1) (34)

agp ik lx—x"l
2, > R"o LT o, € B —iwt ;=
=agp (x,t)=——-—4 I div Voo (X738 ——- e 'YhdX
ar Gv__)G lX*—X'

s

rein reale Grofie nur Realteil nutzen
Im folgenden wird wieder die verkiirzte Schreibweise
unter Benutzung komplexer Ausdrucke verwendet. Da-
bei ist zu beachten, von welchem Ausdruck nur der Real-
teil zihlt und welcher Ausdruck rein real ist und nur in
komplexer Schreibweise erscheint (vgl. G1. (34)).

Setzt man Gl. (29) unter Beriicksichtigung von Gl. (28)
in Gl. (34) ein und interessiert sich nur fiir die prinzi-
pielle Losung (vgl. Abs. 7), so findet man als typischen
Ausdruck fiir G1. (34)



= (alx’+azy’) agt ok X% . N
p’(x,t)"’falaze ‘e . ra— .e-—xwtdx7
G Ix —x"l

(35)

Die erste Integration (iiber dz’) liefert einen Ausdruck
der Form

1( oo b ) ;
P~ L 3t )

a;a, *e
0=0 Ix '|=0 L

CHP R IR =19t gy gy (36)

Eine z-Abhiingigkeit tritt wegen des zweidimensionalen
Quellgebietes nicht mehr auf.

In dieser Schreibweise ist das Integral schlecht 16sbar.
Aus diesem Grund wird ein , Additionstheorem” der
Besselfunktion angewandt [11].

@, > -, .
Ho (k|x —X |) (37)

1)

=) (k1K) - H V(K IX Ty +

2 2 (kI H (kIR + cos[v (0]
v=1

Wird G1. (37) in Gl (36) eingesetzt, erhilt man Integral-
ausdriicke folgender Form:

p(X )~
m %)

foJ
=0 Ix'k=

(38)

agt  (a;x’+ayy))
aa red a1 277,
ajay ‘e e

*J,(k X1y« cos [¥(p —¢)]* K7

HOK IR et 120 dy

+ oo,

mtv=0,1,2, ...,

Vor dem eigentlichen Weiterrechnen soll noch der Term

cos[v(p—¢)]  fir v»=0;1;2; ... oo
betrachtet werden. Es fillt auf, dak er neben der Inte-
grationsvariablen ¢’ auch den Winkel ¢ zwischen Auf-
punktvektor und positiver x-Achse enthilt. Nach der
Ausfiihrung der bestimmten Integration iber dy’ wird
die ¢’-Abhingigkeit verschwinden und nur noch die Ab.-
hiingigkeit von ¢ bestehen bleiben. Die Gréfe ¢, die mit
v multiplikativ verbunden ist, wird als Argument trigo-
nometrischer Funktionen in der Lésung auftreten. Doch
diese Ausdriicke sind als die sogenannten Richtfaktoren
bei Multipolen bekannt. Es lassen sich dann die Sum-
manden, die die trigonometrischen Funktionen mit dem
Argument v (g — ¢’) enthalten,

fir v=0 als Monopolanteil,
tir »=1 als Dipolanteil,
fir v=2 als Quadrupolanteil usw.

an der Gesamtlosung deuten.
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Da i. a. die Multipolzerlegung bis zum Quadrupol gefiihrt
wird, soll auch hier GI. (38) fir v=0, 1, 2 gelost wer-
den.

Zur Losung von Gl. (38) ist es vorteilhaft, zuerst die
bestimmte Integration iiber d X"l und danach iiber dy’
auszufiihren. Bei der Berechnung ist darauf zu achten,
von welchem Term der Realteil zihlt und welcher reale
Term in komplexer Schreibweise benutzt wird.

Nach den Integrationen erhilt man

[Wirbel-
1 systeme] [Typi/m]
p’(|?|,gp,t)= Zpo z [k;e > {Dl’rchosw
n m

+ Dy sing + D, cos?p + D, sinZyp (39)

+Dg cos2¢ + D, sin2sp} ]

m n
Mit
Monopol
J’ - —2a2
D, =Real { Ce 3 .

1 ;
[ (a2 + a2 + kB Val + 12

[J, (kIX Deos(agkt) + Y_ (k X [xin(ay kt)]

Dipol:
—4a1 a,

k(a% + a% + k2 Va% + k2

[J, (kIX1) cos(agkt) + Y, (kX Isin(agkt)]

agt 4(3% i kz) 1
Dy = Real 3 Ce . »
k(a% # a% + k) \/a21 + k2

[, (KIXT) cos(agkt) + Y (kIX]) sin(ag kt)]

Quadrupol: 1
t —4da,

a3
D4 = Real Ce

(ail2 +a§ + kz)\/a% + sz5
[T (K IX kos(aykt) + Yo (k IX'1) sin(ag kt)]

1a
Ce 3! 2 — "
(a2 + a2 + k2) Va? + k2

[T, (kIXT) cos(agkt) + Y, (kIX1) sin(ag kt)]



—8a2a

t

D¢ = Real { Cea?’ 172 .
k?(a? + aj + kz)\/w

Uy (kIXl) cos(agkt) + Y, (k K) sin(ag kt)]

8a; (a% + k2)

i t
D, = Real { Ce'3 :
k2(a% + ag + k2) \WJ

[Ty (kK1) cos(agkt) + Y, (k IXT) sin(ay kt)]

Die Gl. (39) erméglicht die Berechnung des zeit-, orts-
und frequenzabhingigen Schalldrucks im Nah- und Fern-
feld fiir das speziell interessierende Wirbelsystem. Die
Grobe C steht fiir die komplexen Koeffizienten vor den
e-Funktionen .in G1. (31) bzw. GI. (32). Sie lassen sich
durch einen Vergleich ermitteln. Um dies zu verdeutli-
chen, soll an einem kleinen Beispiel gezeigt werden, wie
die komplexen Koeffizienten C fiir ein Wirbelsystem
vom Typ II lauten (vgl. auch Gl. (32)):

1. _ 2
m=1 C:=—§af(az—a2)

a;:=2a; ay:=a, ta, ag: = 2ay
m=2 C =—%5%(32—a2)

ay:=2a; ag:=ay ta, ay: =2,
m=3 C::—%ag(a\l—él)2 (40)

ay:=a) +a; .':12::232 ag:=ag+ag

. 1 s w2 = - &
m=oL::—§[(ala2—a132) +(a132—ala2)2]

Zur vollstindigen Darstellung des Wirbelsystems ist da-
bei iiber m Werte zu summieren, wie dies die innere
Summation andeutet. Fiir ein Wirbelsystem des Typs I
(vgl. Abschnitt 7) betriigt m gleich 1, fiir den Typ II
gilt jedochm = 3.

Im allgemeinen wird ein turbulentes Strémungsgebiet
durch die Uberlagerung rrileehrerer Wirbelsysteme unter-
schiedlicher Intensitat (k; ), Dimpfungsfaktoren (a;p,
agp agp), Wellenzahlen (a;;, a,) und Kreisfrequenzen
(ag;) machgebildet. Fir die Nachrechnung des Schall-
druckes kann auf Grund der Giiltigkeit von

-
7

-
(div V) oo = ?(div Ve, (41)

. = => e
d.h. div \’wlw,z = divV) +divVy +divVy + ...
- -
#* div le + div v¢’2

der Gesamtschalldruck aus der linearen Uberlagerung
einzelner Schalldruckanteile ermittelt werden. Diese
Einzelanteile folgen aus der Zerlegung von div V__ in
mehrere Summanden (vgl. Gl. (41)). Der Zusammen-

hang wird durch das erste Summenzeichen verdeut-
licht.

Mit G1. (39) ist man nun in der Lage, auch von sehr kom-
plizierten Modellstréomungen den Schalldruck im Nah-
und Fernfeld und vor allem auch beim Ubergang vom
Nah- zum Fernfeld nachzurechnen. Durch die Zeit- und
Ortsabhingigkeit des Schalldrucks hat man weiterhin die
Moglichkeit, Details der Schallausbreitung, besonders
im Nahfeld nachzurechnen und zu untersuchen. Man
kann also besondere Eigenschaften des Nahfeldes besser
und ausfiihrlicher studieren und Schluffolgerungen iiber
die erzeugende Modellstrémung ziehen.

Weiterhin erméglicht Gl. (39) die Ermittlung des konti-
nuierlichen Frequenzspektrums (k = 27 f/ap).

9. Einige Eigenschaften der Gleichung fiir den
Schalldruck (39)

a) Fernfeld

In vielen praktischen Fillen interessiert nur das Ver-
halten des Schalldrucks in groBen Abstinden von der
Schallquelle, d. h. im sogenannten Fernfeld. Hierbei
ist kIX| sehr groB, so daf die Approximation der
Besselfunktionen fiir grofie Argumente [10] benutzt
werden kann.

2 1 1
J,,(H;'):\/ = cos(kﬁ?l——vﬂ'-—-—n)
nklix | 2 4
42)
2 1 1
Yp(kl;?l):\/ — sin(k IX| —~vr — = n)
kx| 2 4

Nach einigen Stufen der Zwischenrechnung erhiilt man
fiir den Schalldruck einen Ausdruck der Form:

1
B s 1) 2 o e

Vrk x|

f(sin(k|X |—ag ), cos(k X |—agt)) (43)

In den trigonometrischen Ausdriicken tritt also deut-
lich die Retardiertheit der Losung (39) hervor. Diese
Eigenschaft ist in Gl. (39) durch die Verwendung der
Besselfunktionen auf den ersten Blick nicht gleich sicht-
bar. Dennoch beschreiben beide Gleichungen die fiir
Schallausbreitungsvorginge typische Eigenschaft der
Retardiertheit. Das bedeutet, daB die an einem bestimm-
ten Ort des Raumes zu einem bestimmten Zeitpunkt
bemerkte Stérung um eine gewisse Zeitspanne, die ge-
nau der Zeitdauer entspricht, die die Stérung benstigt,
um vom Quellpunkt zum Aufpunkt zu gelangen, eher
von ihrem Quellpunkt ausgesandt worden sein mub

b) Schallschnelle

Eine Gleichung fiir die zeit-, orts- und frequenzabhiingige
radiale Schallschnellenkomponente kann man aus
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Gl. (39) unter Beriicksichtigung der linearisierten radia-
len Bewegungsgleichung

dc
¢ 10
—=-—F (a4

erhalten. Nach entsprechender Differentiation und nach-
folgender Integration folgt fiir die radiale Schallschnelle:

1 k
2 212
433 +aRk

Cr(x,¢, t)’=
DC, .
[—a3 (J; (kx) cos(agkt) + Y, (kx) sin(agkt)) —
—agk (J; (kx) cos(agkt) — Y, (kx) sin(agkt))]
+ (DCy * cosp + DGy * sing)
[ag (Jo (kx) cos(agkt) + Y (kx) sin(agkt) +
+ agk (J (kx) sin(agkt) — Y, (kx) cos(ag kt))

— E% (J; (kx) cos(agkt) + Y, (kx) sin(agkt)) —

aRk
- (J; (kx) sin(agkt) — Y, (kx) cos(apkt))]

+ (DC, * cos? ¢+ DCy * sin®¢ + DCy * cos2¢ + DC., - sin2¢) o

[—ay(J, (kx) cos(agkt) + Y, (kx) sin(ag kt) —

— agk (J; (kx) sin(agkt) — Y, (kx) cos(agkt)) (45)

3 .
e (Jz(kx) cos(agkt) + Y2 (kx) sin(ap kt) —

apk
_—k;-(.lz(kx) sin(ag kt) — Yz(kx) cos(agkt))]

Fiir grobe Argumente kIX| geht die Schallschnelle
gegen Null und erfiillt somit problemlos die duferen
Randbedingungen (vgl. GI. (16)). Bei sehr kleinen Wer-
ten von kX | dagegen strebt ¢ gegen Unendlich und
zeigt in der unmittelbaren Umgebung des Nullpunkts
dasselbe Verhalten wie bei einer Punktquelle. Bei sol-
chen kleinen Abstinden befindet man sich nicht mehr
im nur akustisch wirksamen Gebiet, sondern bereits im
turbulenten Strémungsgebiet. Hier jedoch besitzt die
inhomogene Wellengleichung (12) keine Giiltigkeit
mehr. Wie Rechnungen gezeigt haben, ist das singulire
Verhalten der Schallschnelle auf ein sehr kleines Gebiet
um den Nullpunkt herum beschrinkt. Das turbulente
Stromungsgebiet hat dagegen viel grofiere Abmessungen.
Das hat zur Folge, dafs G1. (45) vom Fernfeld bis an die
das Stromungsgebiet umgebende Scherschicht (vgl.
Bild 1) giiltig ist. Beim weiteren Vordringen in Richtung
turbulentes Strémungsgebiet mufl dann die innere Rand-
bedingung fiir die Geschwindigkeit (Gl. (17)) beriick-
sichtigt werden.
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¢) Phasenverlauf Schallschnelle und Schalldruck

Bekannt ist, daf beim Ubergang vom Nah- zum Fern-
feld eines Strahlers der Phasenunterschied zwischen
Schallschnelle und Schalldruck stindig abnimmt. Vom
Fernfeld kann man dann sprechen, wenn dieser Phasen-
unterschied einen vorgegebenen kleinen Grenzwert
unterschreitet. Man geht daher im Fernfeld davon aus,
daf Schalldruck und Schallschnelle in Phase sind. Der
Quotient aus beiden Groéfen ergibt einen nur von den
Stoffwerten des Mediums abhingigen Wert Py AR die
sogenannte Schallkennimpedanz.

Dieses Verhalten kann auch an Hand von Gl. (39) und
(45) untersucht werden, Dazu setzt man

L ag P’ cos(o(IX1,9)) 146)

2

r

an. Fiir kleine Abstinde k|X| verhilt sich der Aus-
druck p’(IX1, «p)/c;( IX1,0) wie }—n , d. h., er strebt
gegen Null.

Fiir sehr grobe Werte kIX| strebt die linke Seite von
Gl. (46) gegen den Wert app . Das bedeutet, im Fern-
feld geht der Phasenunterschied asymptotisch gegen
Null.

d) Zeitabhingigkeit

Die Zeitabhiingigkeit in den GlIn. (39) und (45) gestattet
nun, das riumlich-zeitliche Verhalten des Schalldrucks
und der Schallschnelle beim Schallausbreitungsvorgang
niher und detaillierter zu untersuchen. Damit wird es
moglich, aus geeigneten ortlichen und zeitlichen Messun-
gen iiber Vergleiche mit Rechnungen Aussagen zu den in
Frage kommenden, schallerzeugenden Wirbelsystemen
zu machen. Um erste Anhaltspunkte dazu zu gewinnen
und um ein gewisses Gefiihl fiir das Verhalten des Ge-
samtsystems der turbulenten Schallentstehung zu ent-
wickeln, ist es zweckmiiBig, auf einen grafikfihigen Com-
puter einen kleinen Computer-Grafik-Animations-Film
zusammenzustellen. Giinstig dafiir ist die Darstellung von
Isobaren. Besonders interessant ist das zeitliche Ver-
halten dieser Isobaren im Nahfeld. In ihm laufen viele
intensive Umwandlungsprozesse (z. B. Blindleistungs-
transport) ab. lhr zeitliches Verhalten kann aber nur ein
Film deutlich machen. Einige Ausschnitte aus einem -
solchen Film sind in den Bildern 5 bis 6 dargestellt.

e) akustische Groen

Die Herleitung weiterer akustischer GréBen (Schall-
druckpegel, Schalleistung u.i.) ist ausgehend von G1. (39)
auf analytischem Weg leicht moglich.

10. Schlutifolgerungen

Mit Hilfe der Berechnungsgleichung fiir den Schall-
druck (39) lassen sich Einzelheiten bei der Schallausbrei-
tung (Multipolanteile, Phasenverlauf usw.) untersuchen.
Im Mittelpunkt steht das Verhalten des Schallfeldes im
Nahfeld. Auf Grund des analytischen Losungsweges
kann der Einfluf der charakteristischen GroBen der Wir-
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Bild 5
Linien gleichen Schalldruckes im Ubergangsgebiet Nahfeld — Bild 6
Fernfeld zu unterschiedlichen Zeitpunkten (Wirbelsystem Linien gleichen Schalldruckes im Nahfeld zu unterschiedlichen
Typ II) — vgl. auch Bild 6 Zeitpunkten (Wirbelsystem Typ II) — vgl. auch Bild 5
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belsysteme auf die Schallausbreitung genau studiert wer-
den. Besonders bei der Uberlagerung mehrerer Wirbel-
systeme sind hierzu numerische Experimente sinnvoll.
Werden diese mit akustischen Messungen (vor allem im
Nahfeld) verglichen, konnen Erfahrungen zur analyti-
schen Modellierung von Strémungen gewonnen werden,
die dasselbe oder dhnliche akustische Verhalten wie die
turbulente Ausgangsstromung zeigt.
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