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Ein Beitrag zur Behandlung von Differentialgleichungssystemen

in der Finite-Element-Methode

Jens von Wolfersdorf, J6rg von Smuda
1. Einleitung

Bei der numerischen Behandlung von Feldproblemen
mit der Methode der finiten Elemente (FEM) erhilt
man bei instationiren Aufgabenstellungen gew&hnliche
Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung.

Fiir nichtlineare Wirmeleitprobleme ergibt sich z. B.
das zu I6sende Differentialgleichungssystem

C(T) - %} +K(T) - T+FT)=0 T, =T(t) (I

C(T) ... Kapazititsmatrix

K(T) ... Leitfihigkeitsmatrix

F(T) ... Vektor der thermischen Belastungen
T ... Vektor der Knotentemperaturen

t ... Zeit t ... Anfangszeit

Bei der Behandlung von (1) miissen die speziellen Eigen-
schaften des Systems, wie Steifheit und Nichtlinearitit,
beriicksichtigt werden. Weiterhin ist zu beachten, daf
das System (1) bei praktischen Problemstellungen aus
einigen tausend Gleichungen bestehen kann.

2. Numerische Behandlung des Differentialglei-
chungssystems

Fiir die Auswahl eines geeigneten Integrationsverfahrens
sind zunichst die FEigenschaften von (1) ausschlagge-
bend. AuBerdem miissen numerische Effektivitit und
Méglichkeiten einer automatischen Schrittweitensteue-
rung in Betracht gezogen werden.

Diese Probleme besitzen gerade fiir nichtlineare Modelle
eine grofie Bedeutung.

— Eigenschaftsuntersuchungen fiir Systeme der Form
(1) werden im allgemeinen an dem linearen System

T-A-T+G @)

mit A als konstanter (m,m) Matrix durchgefiihrt.
Das System (2) wird als steifes System bezeichnet
[1], wenn fiir die Eigenwerte w, (i=1, ..., m) der
Systemmatrix A gilt

a) Re(w;) <0
b) max |Re(wi)f/ min |Re(wi) I>>1
i i
Die Besonderheit, welche Integrationsverfahren fiir

steife Systeme besitzen miissen, besteht darin, daB
die stark abklingenden Komponenten in der Losung

unabhingig von der gewihlten Schrittweise stabil
integriert werden. Verfahren, die diese Eigenschaft
besitzen, werden als A-stabil bezeichnet [2]. (Eine
Ubersicht iiber Verfahren fiir steife Systeme ist in
[3] angegeben).

— Diskrete Schemata zur Integration von Differential-
gleichungen gehen im allgemeinen von der Form
T-= f(T(t),t) To = T(lo) (3)
aus. Fiir (1) bedeutet dies, daf die inverse Matrix
C(T)_1 gebildet werden muf. Da die Berechnung
der Inversen sehr aufwendig ist, wird stattdessen mit
C(T) multipliziert und das entstehende Gleichungs-
system gelost.

— Fiir Rechnungen mit variabler Schrittweite werden
zweckmiiBig Einschrittintegrationsverfahren angewen-
det. Mehrschrittverfahren bendtigen zur Bestimmung
einer Niherung jeweils eine Anzahl dquidistant gele-
gener vorangegangener Niherungen und sind daher
fiir Probleme mit Schrittweiteniinderungen nur be-
dingt geeignet.

In der vorliegenden Arbeit werden A-stabile Einschritt-
integrationsverfahren betrachtet und Méglichkeiten
einer automatischen Schrittweitensteuerung diskutiert.

2.1. Einschritt-©-Verfahren

Zu den bekanntesten Einschrittverfahren gehoren die
©-Verfahren. Bei ihrer Anwendung auf (3) ergibt sich

das allgemeine Rekursionsschema
T -T,=4at[(1-6)f +6f 1 0<O<1 (9

n,n+l . .. diskrete Zeitpunkte

At=t 4 —t ... Zeitschrittweite
Mit der Wahl des Gewichtsfaktors © steuert man die
Art des numerischen Integrationsverfahrens. Fiir spe-
zielle Gewichtsfaktoren erhilt man bestimmte: Ein-
schrittverfahren (z. B. ©® = 0 explizites Eulerverfahren;
© = 1/2 Trapezregel; © = 1 implizites Eulerverfahren).
Die ©-Verfahren gehéren fiir © = 1/2 zu den A-stabilen
Verfahren.

Bei der Anwendung des Schemas (4) auf das nicht-
lineare System (1) ergibt sich

- —1
Togq =Ty = A [(A—8)C_ (K, T +F )+

()
=1
+ec n+1 (Kn+l Tn+1 * Fn+l)]
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Fir 0 < ©® < 1 treten dabei zwei unterschiedliche
inverse Matrizen auf.

Dadurch ist eine Umgehung der Matrixinvertierung
durch Losung eines Gleichungssystems in einem
Schritt nicht méglich, will man Matrixmultiplikationen
vermeiden. Das Schema (5) muB somit in zwei Teil-
schritte zerlegt werden. Der erste Teilschritt besteht in
der Ermittlung eines Zwischenwertes zum diskreten
Zeitpunkt t ,, o , wobeidas explizite Eulerverfahren
mit einer Schrittweite von At = (1 — ©) At angewendet

wird.
1 —
Tn+1—®_Tn =(1 —(:'))At[(]n (KnTn +Fn)] =At- fn (6a)

Der zweite Teilschritt besteht in der Anwendung des

i}\npliziten Eulerverfahrens mit Schrittweite
At =0 * At.

einer

_ -1 _
Tn+1 - Tn+1—@ N @At[le(Kmlel +Fn+1)] -

A
=At-f (6b)

Das Gesamtverfahren besteht also in der zyklischen
Nutzung zweier spezieller ©-Verfahren ihnlich der
Vorgehensweise bei zusammengesetzten Methoden [4].

2.2. Abschdtzung des lokalen Fehlers

Die Einschritt-©-Verfahren gehoren zur Klasse der
Taylorreihenmethoden. Fiir eine Taylorreihenmethode
p-ter Ordnung kann der lokale Fehler mit

T(tye1) = Tpey = Cpyp - AL TP (e )+ 0(A*2)

()
T(t,,1) - .- exakte Losung zum Zeitpunkt L
T, .1 - - - numerische Losung zum Zeitpunkt t
Cpe1 -+ Fehlerkonstante

T'(pﬂ)(tn) ... (p+1)-te Ableitung zum Zeitpunkt t

angegeben werden.

Fiihrt man diese Fehlerabschitzung fiir zwei verschie-
dene Verfahren gleicher Ordnung p im selben Integra-
tionsintervall durch, erhiilt man '

T(tn+l)—Tn+l = Cp+l . Atp+1. T(p+1)(tn)+0(Atp+2) (83)

A A
T(ty1)=Tpy =Cprp - A8 TP+ (¢ ) +0(AtP*2) (8b)

T, .q - - - numerische Losung des 1. Verfahrens
A

Tn+l . numerische Losung des 2. Verfahrens
— A

Cp+l’ Cp+1 ... Fehlerkonstanten

Fiir das filhrende Glied der Fehlerformel des 2. Verfah-
rens ergibt sich nach Elimination von AtP+1. T(p+1 )(tn)

&
~ A pt+l A —
dn+l :T(tn+l)_Tn+l - C é\ (Tn+1_Tn+1)
ptl - Tptl )
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Diese Vorgehensweise wird oft im Zusammenhang mit
Pridiktor-Korrektor-Verfahren verwendet und als Me-
thode von Milne bezeichnet [5].

Will man diese Fehlerabschitzung auf das vorgeschlagene
Verfahren anwenden, miissen die Werte T ntp und T 1
ermittelt werden. Diese Werte erhilt man aus (6a) und

(6b) iiber

1
Tn+1= 1-0 (Tn+1_®_Tn)+Tn 64:1
und
T =1 g
n+l = 6(Tn+l _Tn+l—®) * Tn ®=0

Damit kann der lokale Fehler des Gesamtverfahrens (6a),

(6b) mit C ., = 1/2 (explizites Eulerverfahren) und

Cp+1 = —1/2 (implizites Eulerverfahren) angegeben wer-
en.

1-26 20-1
dn+l = T(tn+])—Tn+] = 2@ n+l ¥ 29(1_'®) Tn+]_—®+
1-20
+ T 0<©<1(10)
2-20 "

Ein wesentlicher Vorzug der Abschitzung (10) liegt dar-
in, daB alle benotigten Werte automatisch durch das
Integrationsschema bereitgestellt werden.

Eine besondere Stellung unter den ©-Verfahren nimmt
die Trapezregel (® = 1/2) ein. Bei ihr ist der Abbruch-
fehler proportional zur 3. Potenz der Schrittweite
(O(At3)), wogegen ‘er bei den anderen ©-Verfahren
proportional zum Quadrat der Schrittweite (O(At2))
ist. Da die Gleichung (10) einen Fehler in der Ordnung 2
abschitzt, muB sich fir © = 1/2 in (10)

d ., =0

ergeben. (Eine Fehlerabschitzung fiir die Trapezregel
und fiir andere allgemeine ©-Verfahren hoherer Ord-
nung ist in [6] angegeben.)

3. Schrittweitensteuerung

3.1. ,,Optimale” Schrittweite

Die Schrittweitensteuerung wird in drei Teilschritten
vorgenommen. Zuerst wird ein Integrationsschritt mit
der Schrittweite At durchgefiihrt. Anschliefend wird
der lokale Fehler bestimmt und die Schrittweite At
ermittelt, die man hitte nutzen miissen bzw. konnen,
um den Fehler in einer vorgeschriebenen Toleranz e
zu halten. Wenn der lokale Fehler des Schrittes mit
At dy,y st und d ., der lokale Fehler des Schrittes

mit At, gilt

1
d ;= D(t,) " AtP*
dn+1 - D(tn) ' Atp+l

Wird fiir den lokalen Fehler En+1 gefordert, dafi er
kleiner € sei, ergibt sich fiir At



p+l

At < At

n+l

Dabei wurde der absolute Fehler zur Bestimmung
einer ,optimalen” Schrittweite verwendet. Speziell
fiir steife Probleme sollte man nach [7], [8] den relativen

Fehler nutzen.

3.2. Anderung der Schrittweite

Fiir die Schrittweitensteuerung muf ein Algorithmus
bereitgestellt werden, der moglicherweise ungenaue
Schitzungen ausscheidet. Da die Schrittweite At aus
dem friiheren Ldsungsverhalten ermittelt wird, braucht
sie fiir den nichsten Schritt nicht unbedingt geeignet
sein. Daher werden Grenzen fiir einen Schrittweiten-
wechsel festgelegt. Um zu vermeiden, dafs der Fehler zu
grofi wird, verwendet man eine Schrittweite, die einen
Fehler von 0,5 € voraussagt.
1

el
At = At 05¢ ERR ..
ERR

. relativer Fehler

Weiterhin beschrinkt man eine Schrittweitenvergrofe-
Jung auf einen Faktor zwischen 1,5 und 2. Dies wird
iiber den Test

05¢=>(1,5...2)P" . ERR

realisiert, wodurch Schwierigkeiten bei ERR=0 verhin-
dert werden. Ist eine VergroBerung der Schrittweite um
den Faktor 1,5 nicht méglich und der Fehler kleiner
0,5 €, behilt man die alte Schrittweite bei.

Wenn der Fehler grofer als 0,5 € ist, mufi der Schritt
mit einer kleineren Schrittweite wiederholt werden.
Die alte Schrittweite wird dabei um den Faktor § mit
0,5 < <09 verringert. Die obere Grenze von 0,9
sichert, daf die Schrittweite um einen nichttrivialen
Betrag verringert wird. Die untere Grenze von 0,5 wird
gewihlt, damit keine zu starken Schrittweiteninderun-
gen auftreten. Zusammen mit der Beschreibung beim
Vergrofiern der Schrittweite wird dadurch die Stabili-
tit des Algorithmus beziiglich der Anderungen gewiihr-
leistet.

3.3. Bestimmung der Anfangsschrittweite

Um eine stabile Integration zu gewihrleisten, ist es not-
wendig, mit einer zweckmiBigen Schrittweite zu be-
ginnen. Da man bestrebt ist, eine stabile und oszilla-

tionsfreie Losung zu erhalten, ist als Kriterium an die
Anfangsschrittweite die Forderung nach L-Stabilitit
des Integrationsschrittes zu stellen [1].

o
wn(l—(—))

Dabei ist fiir w_ der maximale Eigenwert der System-
matrix A =C "+ K  einzusetzen. Eine exakte Ermitt-
lung des maximalen Eigenwertes ist aber mit einem sehr
hohen numerischen Aufwand verbunden und scheidet
daher fiir praktische Schrittweitenabschitzungen aus.
Der interessierende hochste Eigenwert der System-
matrix kann aber nach dem Theorem von Irons [9]
durch die Betrachtung der einzelnen Elemente abge-
schitzt werden. Dieses Theorem besagt, daf der grofite
Eigenwert des Systems kleiner sein muf als der grofte
Eigenwert eines einzelnen Elementes.

Damit gilt als Abschitzung [10]

wmax < pmax ’ max[wmax(Ae)]
e

e ... Elementanzahl
Ae = C;l' Ke ... Elementmatrix

. .. max. Anzahl von Elementen, die an einem Kno-
ten zusammentreffen.

pm ax

Die Anfangsschrittweite kann somit iiber

At < !
° *max[w . (A)](1-©)
e

pm ax

fir die verschiedenen Verfahren abgeschitzt werden.
Fir eine automatische Ermittlung der Anfangsschritt-
weite konnen die interessierenden Eigenwerte iiber

-1 _ “max ( Ke)

wmax( € e) wmln(ce)

bestimmt werden, wobei die Berechnung der Eigen-
werte von K und C_ z. B. mit der Rotationsmethode
von Jacobi erfolgen kann. Fiir bestimmte Element-
typen lassen sich die entsprechenden Eigenwerte auch
vorab ermitteln. Derartige Abschitzungen sind fiir ver-
schiedene Elemente z. B. in [10] und [11] angegeben.

4. Demonstration der Leistungsfihigkeit des
Verfahrens

Betrachtet wird die Erstarrung eines halb-unendlichen
fliissigen Stabes. Dieses Phaseniibergangsproblem ist
Gegenstand der Untersuchungen vieler Autoren. (Eine

o TTTTTITT T I e
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Ubersicht ist in [12] angegeben.) Das Wasser (0 < x < o)
mit der Anfangstemperatur T_= 10 °C erstarrt durch
das Aufbringen einer Randtemperatur von Tp(x = 0) =
—20 °C. Die Phasengrenze wandert mit fortschreiten-
der Zeit in das Wasser hinein. Die analytische Losung des
Problems [13] wurde mit der numerischen Losung ver-
glichen. Dabei wurde eine Rechnung mit automatischer
Schrittweiteninderung und eine Rechnung mit konstan-
ten Schrittweiten durchgefiihrt (beide Rechnungen mit
© = 7/8). Die Schrittweite fiir die zweite Rechnung wur-
de so bestimmt, daf die Anzahl der Integrationsschritte
bei beiden Rechnungen gleich war.

Zur Modellierung der Unendlichkeit wurde bei x =10 mm
die analytische Losung T,(t) als Randbedingung 1. Art
betrachtet. Der Phaseniibergang wurde mit dem Konzept
der dquivalenten Stoffwerte [14] mit ATy, = 1K behan-
delt.

Wirmeleitfahigkeit: Ay, =0,556 W/mK;
Agi, = 2,2 W/mK

volumenspezifische p * C = 4,226 100 J /m3K

‘Wasser
Wirmekapazitit:  p+ Cg, = 1,762+ 10° J/m®K
L3
S
3-
2
S 21
2
£
0 T T T T T T T T T T T T T !
0 4 8 12 16 20 24 28
Schrittnummer
Bild 2

Schrittweitenverlauf 0 <t <25 s

volumenspezifische
Schmelzenthalpie: p * Ah = 3,38 - 108 J/m3K

Die Bilder 2 und 3 zeigen den Verlauf der Zeitschritt-
weiten fiir die Rechnung mit automatischer Schrittwei-
tensteuerung. Die Anfangsschrittweite wurde mit At =
0,487 s automatisch bestimmt.

Im Bereich starker Losungsinderungen (0 <t < 25 s)
indert sich die Schrittweite nur allméhlich (Bild 2), wo-
gegen fiir t >:25 s (Bild 3) ein sprungartiges Anwach-
sen der Schrittweiten bis zu einer Endschrittweite von
120 s zu verzeichnen ist. Im Bild 4 sind die numerischen
Ergebnisse und der analytische Verlauf der Phasengrenze
dargestellt. Der erste Bereich (0 <t <25 s) wird durch
die geringen Schrittweiten im Vergleich zur Rechnung
mit konstanter Schrittweite sehr gut erfaft. Trotz der
groBen Schrittweiten fiir t > 25 s tritt kein Genauig-
keitsverlust auf. Die Rechnungen wurden mit einem neu
entwickelten leistungsfahigen 2D FEM-System auf der
Basis des Systems ROBDIS [15] durchgefiihrt.

120+

100+

Schrittweite
) 3

8

2 2 28 30 32 34 36
Schrittnummer

Bild 3
Schrittweitenverlauf 25 s <t < 400 s

101
mm-4
8.
6-
s(t) |

analytische Losung

41 e variable Schrittweite

% konstante Schrittweite
24

0 —T —r T
0 100 200 t © 300 s 400

Bild 4

Verlauf der Phasengrenze

162



LITERATUR

(1]

[2]
(3]

(4]

(7]

(8]

(91

Lambert, J. D.: Stiffnes, Computational techniques for
ordinary differential equations (eds. Gladwell, I.;
Sayers, D. K.). Academic press 1980.

Dahlquist, J. D.: A special stability problem for linear
multistep methods B. 1. T. 3 (1963), 27 — 43.

Byrne, G. D.; Hindmarsh, A. C.: Stiff ODE Solvers: A
review of current and coming attractions. SIAM J. Comp.
Phys. 70 (1987),1 — 62.

Isertes, A.: Composite methods for numerical solutions
off stiff systems of ordinary differential equations.
SIAM J. Num. Anal. 21 (1984), 340 — 351.

Grigorieff, R. D.: Numerik gewohnlicher Differential-
gleichungen II. Stuttgart, Teubner-Verlag 1977,

Zienkiewicz,0.C.; Wood, W, L.; Hine, N. W_: Taylor, R.L.:
A unified set of single step algorithms Part I: General
formulations and applications. Int. J. Num. Meth. Engng.
20 (1984), 1529 — 1552,

Curtis, A. R.: Solution of large stiff initial value pro-
blems — The state of the art in: Numerical software —
needs and availability (ed. Jacobs, D.) Academicpress
1978.

Shampine, L. F.; Gordon, M. K.: Computer-Lésung ge-
wohnlicher Differentialgleichungen. Vieweg & Sohn,
Braunschweig 1984,

Irons, B. M.: Applications of an theorem on eigenvalues
to finite element problems. Univ. of Wales, Dept. of
Civil Eng. 1970 (CR/132/70).

[10]

(11]

(12]

(13]

(14]

[15]

Gabbert, U.; Baumgarten, H.: Nichtlineare instationire
Temperaturfeldberechnungen mit der Finite-Element-
Methode. Techn. Mechanik 8 (1987), Heft 2, 5 — 18.

Liu, W. K.; Zhang, Y. F.: Improvement of mixed time
implicit-explicit algorithmus for thermal analysis of
structures, Comp. Meth. Appl. Mech. Engng. 37 (1983)
207 — 223.

Furzeland, R. M.: A comparative study of numerical
methods for moving boundary problems. J. Inst. Maths.
Applics. 26 (1980), 411 — 429,

Carslaw, H. S.; Jaeger,J. C.: Conduction of heat in solids.
Oxford Clarendon press 1959,

Fischer, S.: Zur numerischen Behandlung von Wirmeleit-
vorgingen mit dem Phaseniibergang fest-fliissig. Luft- und
Kiltetechnik 2 (1985), 80 — 85.

Fischer, U.: Finite Elemente Programme in der Fest-
korpermechanik. Fachbuchverlag Leipzig 1986.

Anschrift der Verfasser:

Dipl.-Ing. Jens von Wolfersdort
Dipl.-Ing. ] 6rg von Smuda
Technische Universitit Dresden
Sektion Energieumwandlung
Mommsenstrafie 13

Dresden

8027

163



