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Berechnung von Balken unter Beriicksichtigung

physikalischer Nichtlinearitat

Erich Raue

1. Problemiibersicht

Die Untersuchung der Tragwerke im Grenzzustand
der Tragfahigkeit setzt haufig eine Berechnung unter
Beriicksichtigung von physikalischen Nichtlinearititen
voraus. In vielen Fallen stellt jedoch die Tragwerks-
analyse auf der Basis linear-elastischen Materialverhal-
tens bereits fiir die Beurteilung des Grenzzustandes der
Nutzungsfahigkeit eine grobe Naherung dar, so daR auch
fir diesen Grenzzustand Berechnungsmodelle anzu-
nehmen sind, die nichtlineares Materialverhalten beriick-
sichtigen.

Bei biegebeanspruchten Stahlbetonkonstruktionen wer-
den Abweichungen vom linear-elastischen Tragverhaiten
hervorgerufen durch

— RiRbildung des Betons in der Zugzone,

— nichtlineare Betonspannungsverteilung in der Druck-
zone,

— zunehmend plastische Verformungen des Stahles bei
Erreichen der FlieRgrenze,

Bei biegebeanspruchten Stahlkonstruktionen wird die
Grenze p des elastischen Widerstandes erreicht, wenn
die Randspannungen im meistbeanspruchten Quer-
schnitt die FlieRgrenze erreichen.

Die Nichtlinearitait des Zusammenhangs zwischen
SchnittgroBen und zugehorigen Formanderungen ist bei
statisch unbestimmten Tragwerken Ursache fiir Schnitt-
groBenumlagerungen,

Bei Tragwerken aus elastisch-ideal-plastischem Material
wird das elastisch-plastische Stadium durch die Bela-
stungsintensitat Pp. die den plastischen Widerstand
charakterisiert, begrenzt. Bei entsprechend groflem pla-
stischem Formanderungsvermogen des Materials kann
Pp zur Beurteilung des Grenzzustandes der Tragfahig-
keit herangezogen werden. Ist das Formanderungs-
vermogen einzelner Querschnitte, Zonen u. a. jedoch
begrenzt, werden Formanderungskriterien fiir die Be-
wertung des Grenzzustandes der Tragfahigkeit relevant.
Auch aus dieser Sicht gewinnen Berechnungsverfahren
fir Tragwerke mit tei/lweisen SchnittgroBenumlagerun-
gen an Bedeutung. Die Tragwerksanalyse im Belastungs-
bereich Pe < p < Pp wird im allgemeinen iterativ
durchgefiihrt, wobei beanspruchungsabhangige Steifig-
keiten eingefiihrt werden. Eine Alternative hierzu bietet
die Formulierung von Berechnungsmodellen auf der
Grundlage von Extremalprinzipien und deren Uberfiih-
rung in Aufgaben der quadratischen Optimierung [1].

Die Anwendung dieser Methode auf Balkentragwerke
mit elastisch-ideal-plastischem Materialverhalten, d. h.
bilinearer Arbeitslinie, wird in [2] gezeigt.

Diese Berechnungsmethode |aBt sich verallgemeinern
und auch auf den Fall , multilinearer’” Arbeitslinien
universell fiir beliebige Tragwerke anwenden.
Nachfolgend wird dieser Berechnungsweg am Beispiel
von Balkentragwerken demonstriert, Ohne Iteration
oder schrittweise Berechnung ist es mdglich, die Biege-
momente und Durchbiegungen auch fiir Belastungsinten-
sitaten Pe <p< Pp direkt zu bestimmen.

2. Modellbildung des Materialverhaltens

In Bild 1 sind charakteristische Momenten-Kriimmungs-
Beziehungen angegeben, die durch multilineare Arbeits-
linien approximiert werden, Diese bereichsweise linearen
Arbeitslinien werden zerlegt, indem der vorgegebene
elastisch-plastische Korper als Summe spezifischer ela-
stisch-plastischer Korper aufgefalt wird. Dem entspricht
eine Zerlegung des Momentes M in m Momentenanteile
Mj(j=1,2, .e., m)

M=M1+...+Mj+...+Mm=E1Mi (2.1)
denen die Plastizitatsbedingungen

M, < m (2.2)
-M, < Mj") (2.3)

zugewiesen werden,

Bei Material mit Verfestigung im plastischen Stadium
entfallt die Bedingung (2.2) fir j = 1 bzw. (2.3) fiir
j=m.

Wie Bild 1 zeigt, sind teilweise unterschiedliche Zer-
legungen in SchnittgroBenanteile moglich.

Fiir die praktische Berechnung ist eine Aufgliederung in
moglichst wenige Momentenanteile anzustreben, um die
Anzahl der Unbekannten gering zu halten. Die Zerle-
gung in SchnittgroBenanteile stellt eine Alternative zum
Schichtenmodell dar, das ebenfalls prinzipiell immer an-
wendbar ist. Die Entscheidung zwischen Zerlegung der
Schnittkrafte in SchnittgroBenanteile oder Zerlegung
des Querschnitts in mehrere Querschnittsanteile hangt
von der Spezifik der Arbeitslinie und der Plastizitats-
bedingungen im Raum der Spannungen bzw. der Schnitt-
groRen ab.
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Modellbildung des Materialverhaltens

3. Berechnungsgrundiagen

Nach dem Prinzip vom Minimum der konjugierten Form-
anderungsenergie gilt [1]:

In einem Tragwerk tritt unter Belastung p < Pp von
allen statisch zulassigen SchnittgroRenzustanden der-
jenige ein, fiir den die konjugierte Formanderungsenergie
ein Minimum annimmt.

Statisch zulissig ist ein SchnittgroBenzustand, wenn die
Gleichgewichtsbedingungen sowie die statischen Rand-
bedingungen erfiillt und an keiner Stelle des Tragwerkes
die Plastizitatsbedingungen verletzt werden.
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Fir Balkentragwerke, bei denen die Querkrifte Q(x)
keinen EinfluB auf die Formanderungen und auf die
Plastizitatsbedingungen haben, liefert das Prinzip vom
Minimum der konjugierten Formanderungsenergie fol-
gende Extremalaufgabe [2]:

Von allen statisch zuldssigen Biegemomenten Mj(x)

m
M(x) = 2 Mj(x)

=1
treten unter einer Belastung p(x) = pp(x) mit der Bela-
stungsverteilung p(x) und der Belastungsintensitit
p < Pp diejenigen ein, fiir die die Extremalbedingung



tm g MIx)

> o
of =1 [2 Bi(x)

+ x}."(x) Mj(x) ] dx — Minimum (3.1)

erfiillt ist.
Hierbei ist B.(x) die zum Momentenanteil M’.(x) geho-
rige Biegesteigigkeit

B. = tana.

, , (3.2)

Die mit k' bezeichneten Kriimmungen stellen , Vor"-
krimmungen dar (Abb. 1),

Die Biegemomente Mj(x) i=1,2, ., m) sind sta-
tisch zuldssig, wenn sie folgende Nebenbedingungen
erfiillen:

Gleichgewichtsbedingung

d? T M,
d?m i=1
_— p = + p
dx2 dx?
(3.3)
m dZM,
= 2 +p =0 x€[x,,x]
. 2 n
i=1 dx

Statische Randbedingungen

Bei frei verschieblichen Randern gilt fiir die Quer-
krafte

—Qi(xo) = le(xo) = 0. '
(i=1,2,..., m (3.4)
Q‘.(xn) = —M;(xn) = 0.
Bei gelenkiger Randlagerung ist
——M].(xo) =0
(i=1,2,..., m} (35)
Mj(xn) = 0.
Plastizititsbedingungen
Fir die Biegemomentenanteile gilt
M (x) =M (x) <0
(3.6)

—M,(x) —Mj(')(x) <0

Die Extremalaufgabe mit der Extremalbedingung (3.1)
und den Restriktionen (3.3 bis 3.6) 148t sich in eine
Extremalaufgabe iberfiihren, die von den Nebenbedin-
gungen (3.3 bis 3.6) frei ist. Dazu wird unter Verwen-
dung der Lagrange-Multiplikatoren 7\W, kwo, )\wn usw,
die Lagrange-Funktion

1 m ! sz m I 5
L= — J —dx + X ledeX

2 .10 B i=10

| m
+ f ?\W[ > Mj"+p]dx
0 =1

m
wn 51 Mi(xn)llpQ

m
+ Mo  Mlx)) =2 (3.7)
i=1

m m
+ [N ZM(x )+ A 2 Mix)]
¢°j=1 "o wni=1 oM

m |
+ T af
0

[)\'(H (Mj_Mi(-'-)) + )\j(-)(—Mj_ Mi(-))]dx
j=

]

-

mit xi"" >0 und xi"’>o.

Durch|_. bzw. 'pM werden querkraftfreie bzw. momen-
tenfreie Rander markiert,

Nach partieller Integration des dritten Gliedes in Gl. (3.7)
ergibt sich

2
m IMj m |
2 [ —dx+ Z fxi“Midx
=10 B =10

m
+ 2

! [
S Ay Mdx + [ A, pdx
j 0

1 0

m m
+ A, x,) 51 Milx,) = A, (x,) ji M (x,)

N, (x) = M)
=1
m (3.8)
+ )\"N(xo) .21 Mj(xo)
j=

m

+

[A

wo

m
z M,f (xo) - A
=1

wn -1 Mi(xn)]|pQ

3

+[—=A

M3

1 Mj(xo) + R‘pn ,

i ™M

™ Mj(xn)]lp

j 1 M

m |
+ 3 f [)\,(+)(M‘_M’(*))+>\’(-)(_MI_M1(~))]dx
=10

Die Variation der Lagrange-Funktion nach Mi ergibt
die Vertraglichkeitsbedingungen

M.

Lrkre A A k=0 " (3.9)
B ] J

) )
]

x € [x,,x ]

fir die Krimmung k, wobei )\W = w als Durchbiegung
identifiziert werden kann.

Durch Variation von L nach den Randwerten von M und
M’ auf den Randern Ipo und Ip erhalt man die Bezie-
hungen

M

wix,)

(]
(N
=1



A = kw(xn) = w(x“)

wn
und

)\‘P° - )\‘P(xo) b w'(xo) = %
an g Rw(xn) ™ W'(xn) I

Die entsprechenden Variationen von L auf den nicht zu
| und |__. gehorigen liefern die kinematischen Rand-
pQ pM = . ;
bedingungen fiir die Durchbiegungen w, bzw, w, sowie
die Verdrehungen @, bzw. @,

Die Lagrange-Multiplikatoren )\‘i” und x‘i" stellen die

FlieBparameter dar und sind mit den plastischen Kriim-
mungsanteilen identisch.

Die Minimumaufgabe (3.1) mit den Nebenbedingungen
(3.3 bis 3.6) geht mit Hiife der Lagrange-Funktion in
die Minimaxaufgabe

min max L (M,w, A*) a0y
M wA

mit

4, Diskretisiertes Berechnungsmodell

Um die Extremalaufgabe (3.1) mit den Nebenbedingun-
gen (3.3 bis 3.6) in eine quadratische Optimierungsauf-
gabe zu iberfiihren, ist eine Diskretisierung vorzuneh-
men.

Die Biegemomente M.(x), die Belastungsfunktion p(x),
die Durchbiegung wix), die FlieBparameter A(*)(x),
Al-M(x) usw. werden durch ihre Funktionswerte an aus-
gewahiten Stellen X; (i=1,2, ..., n) beschrieben und
als Vektoren dargestellt (Bild 2)

—>x

R PR Pn R PR P P
2R R A A R |
P |% TR LT L Pa1 |Pn
H) i i1 i i+1

N i

Bild 2
Diskretisierung der Belastung und des Momentenverlaufes
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Bild 3
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Bild 5 ; - § drati el
Problemmatrix (SchnittgréRenanteil j) Im Ergebnis erhélt man eine qua ratische Optimie-
N T rungsaufgabe mit der Zielfunktion (ZF)
M=[M ’ ,M ’ - M ] 1 -7 - ->
’ L ! s - M QM+c' M — Minimum (4.2)
. _ T 2
P o™ [B5e wesw P nura B ] . . . . .
! 0 Nebenbedingungen sind Gleichgewichtsbedingungen
- T (GB) einschlieBlich statischer Randbedingungen (RB)
w =[Wo""'wi""'wn] (4.1) N N )
A.M=0b (4.3
Mt = M RN ¢ © -
} jo ™t AR jn und Plastizitatsbedingungen (PB)
T — -
(+) (+) (+) {(+) -
A [)\]0 , .. 7\“ , , )\’.’n ] ApM bp (4.4)
g . mit
In der Lagrange-Funktion werden niherungsweise die 5 5 5 - T
Integration durch Summation, die Differentialquotien- M = [M1, S Mj, e MU (4.5)

ten durch Differenzenquotienten ersetzt, Durch Nuli-
setzen der partiellen Ableitungen dieser angeniherten
Lagrange-Funktion nach den Légrange-Multiplikatoren
w,, )\(j*') , )\j(') ergeben sich die Gleichgewichts- und Pla-
stizitatsbedingungen in diskretisierter Form [2].

Der Aufbau der Problemmatrix der Optimierungsauf-
gabe und dae_l)Elemente der Matrizen Q, A A und der
Vektoren c, b und by, sind in den Blldern 3 b|s 5 an-
gegeben,
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Als Losung der Optimierungsaufgabe (4.2) bis (4.4)
erhdlt man die Biegemomente M fiir eine vorgegebene
Belastung. Die zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren
stellen die Durchbiegungen und die plastischen Verdre-
hungen in den Teilungspunkten dar.

Soll die Grenztragfahigkeit Pp ermittelt werden, so ist
die lineare Optimierungsaufgabe

p —> Maximum

-> -

AgM —pb;=10 (4.6)
- -

AP M = bP

zu losen.

Bei Anwendung der Tafel nach Bild 5 ist darauf zu ach-
ten, da die Gleichgewichtsbedingungen nur fiir solche
Teilungspunkte aufgestelit werden, an denen eine Ver-
schiebung w maoglich ist. Sind die Balkenrinder unver-
schieblich gelagert, so entfallen die zweite bzw. vor-
letzte Bedingungsgleichung in

- -

A-M = b

G

bei eingespannten Randern entsprechend die erste bzw.
letzte Bedingungsgleichung.

G’

5. Berechnungsbeispiele

Beispiel 1

Fiir den in Bild 6 dargesteliten, beidseitig gelenkig ge-
lagerten Einfeldtrager sollen die Biegemomente und
Durchbiegungen bestimmt werden. Die Momenten-
Krimmungslinie im Bereich positiver Biegemomente hat
einen trilinearen Verlauf, der sich in zwei bilineare
Verlaufe zerlegen laRt.

Statisches System und Belastung
R R B

. Yt Y

ot— o0
<+

ROR
P 4

»

5 =

ig_*m | 07 107 | 07 { 07 ,07 ,07

56m

Momenten - Kriimmungslinie

M inkNm
A
100 Biegesteifigkeit
85 kNm
80" Ll Stadium I:
Bi(x) = By = 1,6 B
60 E Stadium IT:
40 H o SOKNM By (x) = By < 0,6 B
1 ! Stadium III:
21 | : Brpp(x) = Bppp = ©
l Stadium 7
oo

Bild 6

Das Biegemoment M(x) wird demzufolge als Summe
der beiden Anteile M1 (x) und Mz(x) dargestelit.

M(x) = M, (x) + My(x)

Es wird angenommen, daB die Biegesteifigkeiten B'
und BII iiber die Balkenlange konstant sind. Da der Bal-
ken gelenkig gelagert ist, wird

Mo =My =Mg=Mg=0

gesetzt, und die entsprechenden Spalten der Problem-
matrix werden gestrichen. Es entfallen in den Glei-
chungsbedingungen nach Bild 5 die beiden ersten und
die beiden letzten Bedingungsgleichungen.

Die Zielfunktion wird mit B multipliziert. Man erhalt
deshalb die Durchbiegungen ebenfalls B-fach.

Mit

1:(0,7+0,7) _

‘ 2 B1 i 21

ax &ty _

(i=1,2,...,7)

- A% (& + Eivq) 1:(0,7+0,7)

= = 1,166
qu,ii 232 : 2:06
(i=1,2,...,7)
1 1
— = = 1,42857
EiAX 0710
1 1 1 1 1 1
(= +—) —=—(—=+——) - = -285714
£, &, AX 07 07 1
1=5,6m
OXy = . =Ax8 =0,Tm
AX =1m
Eq = . = gs = 0,7
?1 « = P., =p
kM1 ,M; in kNm
Momentenanteil H1:
= By(x) =B, = B
80+ B, =1
6OkNm  M(x) € w*) < 25 m
601 - /i i} =0
40 \J]MZ 25 kNm Momentenanteil M,:
20% By(x) = B, = By = 0,63
/M, | Y
l K > Mp(x) $u?) - 60 saim
#, = 0

Statisches System, Belastung und Momenten-Kriimmungslie zu Berechnungsbeispiel 1
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Bild 7

Entwicklung der Biegemomente und Durchbiegungen (Beispiel 1)

kann die in Bild 6 angegebene Problemmatrix aufgestellt
werden. Die Grenze des elastischen Widerstandes ist
bei P = 7,14 kN erreicht, die Grenztragfihigkeit bei
PP = 15,178 kN.

In Bild 7 sind die Ergebnisse der Berechnung fiir drei
Belastungsintensitaten zusammengestelit.

FaBt man den Knick in der Arbeitslinie bei M = 40 kNm
als RiBbildungsmoment auf, so kann man die Ausbrei-
tung der gerissenen Bereiche iiber den Balken an ‘der
Entwicklung des Momentenanteils M verfolgen. In den
Bereichen mit M = M‘” =25 kNm ist der Balken ge-
rissen. Deutlich |st d|e Zunahme der Durchbiegungen
nach Uberschreiten der Grenze des elastischen Wider-
standes erkennbar. Da der Balken statisch bestimmt ge-
lagert ist, nehmen die Biegemomente M(x) proportional
zur Belastung zu.

Beispiel 2

Im Unterschied zu Beispiel 1 soll der untersuchte Tréger
an den beiden Randern eingespannt sein. Geometrie und
Belastung sollen die gleichen wie im Beispiel 1 sein. Es
wird vorausgesetzt, da8 sich die Arbeitslinien im Bereich
negativer und positiver Momente entsprechen und den
im Beispiel 1 angenommenen Verlauf haben.

Das Biegemoment M(x) wird wieder als Summe von zwei
Anteilen M, (x) und M2(x) aufgefalt.

3

-4—— BwinkNm

——— P :R = 7% kN
——— P 10,0 kN
———— P =P, = 15,778 kN
100 SEn , 500
T § | ' 1
= p.
8 o i 4 40
lli I
E D_w ™
2 ] M, £
r ‘ } .
) / ¥
40 t 200
ﬁ \Bw. || %
J 8
20 - ~ —— 100
e
/I( I !'.Q.
| | a%
] I
0 5 10 15 20
PinkW —»

Im Unterschied zu dem vorangegangenen Beispiel sind
die Plastizitatsbedingungen zu ergénzen

M, < M{*) und  —m, < m!-)

1

(+) (-)
M2 < M2 und "Mz < M2
Die Gleichgewichtsbedingungen sind fiir alle Innenpunk-
tei=1,2, , 7 aufzustellen.
Die Ergebnisse der Berechnung zeigt Bild 8.

Beispiel 3

Untersucht wird ein beidseitig eingespannter Balken mit
der gleichen Belastungsanordnung und Geometrie wie
im Beispiel 1 und 2. '

Das Materialverhalten wird durch die in Bild 9 dargestell-
te Arbeitslinie beschrieben, die in 3 Anteile zerlegt wird.

Die Matrizen Q1, 02 und 03 sind Diagonalmatrizen mit
den Elementen

AXE q.07

B E = — = 04118 = Bgq
q1 00 ZB1 5 2°:0,85 1,88
AX(E +E . +
Bq, . = m) 107407 0,82353
1,ii 28, . 2:085
(i=1,2, ...,7)
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Bild 8

Entwicklung der Biegemomente und Durchbiegungen (Beispiel 2)

Bild 9

Momenten - Krimmungslinie

-85kNm

Momenten-Kriimmungslinie zu Berechnungsbeispiel 3
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Bild 10

Entwi(;klung der Biegemomente und Durchbiegungen (Bei-
spiel 3

ARE
1 10,7
qu 00 o B e sl 0,2188
! 262’0 2- 1,6
5 Ax(E+E.)  1.(07+07)
Ba,, = = = 0,4375
‘ 252 i 2 1,6

(i=1,2, ..., 7)

Bag oo = Bay oo = Bdzgg
Baz; = Bay ;-
(i=1,2,...,7)

Fir den linearen Anteil der Zjelfunktion erhdlt man

5 AxE, 1:07 40
C = K . [ =
1,0 2 1,0 2 0,85

= 16,4706 = §c18

= AX(E+E,,) )
B°1,i = EEEETTasen Ky, =

1+(0,7+07) 40

e ' = 32,9412
2 0,85

(i=1,2,...,7)
302,0 = 0 (i=0l1’.”'8)
Begp = —Beyg = Begg
§C3'I = —§C1,i (i=1,2' e 7)

Die Entwicklung der Biegemomente und Durchbiegun-
gen ist in Bild 10 dargestelit.

Der Vergleich der Momentenverlaufe nach Beispiel 2
und 3 zeigt nur geringe Abweichungen. Die Unterschiede
zwischen den Arbeitslinien nach Beispiel 2 und 3 werden
bei den Durchbiegungen deutlich.

Im Beispiel 3 sind die Durchbiegungen in Feldmitte bei
P =25 kN um 40 %, bei P = Pp =30,36 kNum115%
groRer.
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