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0. Einleitung

Aufgrund bestimmter Praxisanforderungen (insbeson-
dere aus dem Bereich der Schliissel- bzw. Hochtechnolo-
gien) nehmen in letzter Zeit in der Mechanik-Forschung
die Fragen der verbesserten Werkstoffmodellierung an
Bedeutung zu. Der Begriff , verbesserte Werkstoffmo-
dellierung” (als Synonym kann hier auch realistischere
Modellierung stehen) ist dabei im Sinne von Erweite-
rungen existierender Modelle zu verstehen, wobei derzeit
hauptsachlich 3 Erweiterungsrichtungen zu erkennen
sind: linear elastisch-inelastische Werkstoffmodelle,
nichtlineare Werkstoffmodelle sowie sogenannte bi-
modulare Werkstoffmodelle (d. h. Modelle fiir Werk-
stoffe mit wesentlichen Unterschieden in den Werk-
stoffeigenschaften bei Zug und Druck). Dabei stellen
die bimodularen Werkstoffmodelle ein bestimmtes
Modell eines nichtlinear-elastischen Werkstoffverhaltens
dar, wobei der Rahmen der abschnittsweise linearen
Approximation des Deformationsdiagrammes bei Zug
und Druck nicht verlassen wird. Aligemein geniigt es
jedoch nicht, das Verformungsverhalten durch bimodu-
lare Werkstoffmodelle (einfachste Approximation) zu
beschreiben,

Nachfolgend werden fiir kieine Verzerrungen die kon-
stitutiven Gleichungen der nichtlinearen Elastizitats-
theorie auf der Grundlage von 3 Invarianten des Span-
nungstensors und 6 Konstanten formuliert. Dabei wer-
den auch die grundlegenden Experimente zur Modell-
verifikation beschrieben. Fir den Sonderfall einer
speziellen Konstitutivgleichung sind jedoch nur 3 Para-
meter notig. Die Anwendungsgrenzen der vorgeschla-
genen Beziehungen werden formuliert, :
Zur Uberprufung der Berechnungsergebnisse, die ent-
sprechend den vorgeschlagenen Beziehungen erzielt wur-
den, erfolgen Vergleiche mit experimentellen Daten fir
einachsige und mehrachsige Spannungszustande, wobei
als Werkstoffe Celluloid, Polyethylen und GrauguR
betrachtet werden. Eine Diskussion der Einschrankun-
gen aus dem Druckerschen Stabilitatspostulat fir die
Parameter in den Konstitutivgleichungen bilden den
AbschluR3,

Der vorliegende Beitrag steht im Zusammenhang mit
friheren Arbeiten [1], [2].

1. Diskussion experimenteller Ergebnisse

Im Rahmen der nichtlinearen Elastizitatstheorie fir
isotrope Werkstoffe bei kleinen Verzerrungen und bei
Deformationscharakteristika, die von der Belastung

abhingen, ist eine wichtige Frage die nach dem Ver-
haltnis der Elastizitdtsmoduln bei Zug und Druck. Fiir
klassische Werkstoffe (z. B. Stdhle mit geringem Koh-
lenstoffanteil} kann die Frage eindeutig beantwortet
werden. In diesem Fall enthdlt das Deformationsdia-
gramm einen linearen Anfangsabschnitt, wobei dieser
fir Zug und Druck identisch ist. Der Tangens des An-
stiegswinkels der Geraden ist gleich dem Wert des Ela-
stizitatsmoduls fiir den Werkstoff.

Fir GrauguB8, Graphit, Polymere, Komposite und andere
Werkstoffe gibt es Schwierigkeiten bei der experimen-
tellen Ermittlung der Elastizitdtsmoduin. Die Deforma-
tionsdiagramme der betrachteten Werkstoffe weisen
eine wesentliche Nichtlinearitat auf und enthalten nur
einen kleinen linearen Anfangsabschnitt. Die Ermitt-
lung der Elastizitatsmoduln erfolgt daher nicht iiber
den Tangens des Anstiegs im Anfangsbereich, sondern
auf der Grundlage eines bestimmten Sekanten- bzw.
Tangentenmoduls, Daher geben unterschiedliche Auto-
ren ziemlich stark voneinander abweichende Ergebnisse
an. Genauso wird die Gleichheit der Werte bei Zug
und Druck eingeschatzt: einige Autoren gehen von der
Gleichheit aus, andere von wesentlichen Unterschie-
den (2- bis 4fache bzw. eine oder mehrere Zehnerpoten-
zen). Die letztgenannte Tatsache fiihrte zur Entwick-
lung der bimodularen Elastizitatstheorie [3] bis [7],
wahrend die erste Aussage die Konsequenz hat, daf} es
fir die bimodulare Elastizitatstheorie keine experi-
mentelle Bestatigung gibt [8], [9].

Um die wirkliche Situation besser zu verstehen, kann
man beispielsweise Ergebnisse zur nichtlinearen Ver-
formung von Phenoplasten bei einachsigem Zug bzw.
Druck analysieren. Auf Bild 1 ist das Verformungsdia-
gramm bei Druck fir festen Phenopolyurethan der
Dichte 76 kg/m3 dargestellt [10]. Es ist zu erkennen,
daR auf der betrachteten Kurve zwei quasilineare Ab-
schnitte liegen. Dabei ist der Elastizitatsmodul Eo,
der fiir den ersten Abschnitt gilt, groRer als der Modul
E1 auf dem zweiten Abschnitt. Da der erste Abschnitt
nur schwer zu erkennen ist, wird traditionell bei Druck
der Modul E1 angenommen.

Analog verhalt sich die Situation bei Zug. Auf Bild 2
ist das Deformationsdiagramm bei Zug fiir festen Phe-
nopolyurethan der Dichte 56 kg/m3 dargestellt [8].
Charakteristisch ist, daR auch hier zwei Moglichkeiten
der Bestimmung der Tangenten zur Kurve bestehen.
Dabei werden zwei lineare Abschnitte definiert und ent-
sprechend die Moduln EO und E1. Die Grenze des
zweiten linearen Abschnitts befindet sich im Schnitt-
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Bild 1
Verformungsdiagramm des festen Phenopolyurethans bei Druck-
belastung
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Bild 2

Verformyngsdiagramm des festen Phenopolyurethans (Dichte
56 kg/m*) bei Zugbelastung

punkt der Tangenten, die E_ definiert, mit aer Ver-
formungskurve. Es konnte festgestelit werden, daB im
Gegensatz zum Verhiltnis bei Druck Eo < E1 - gilt.

Dies kann durch die Streckung der Elemente von Mole-

kiilketten des Phenoplasts bei Zug infolge der Belastungs-
aufnahme erklart werden, da in diesem Fall die Nach-
giebigkeit des Materials in Belastungsrichtung kleiner
wird. Es sei darauf hingewiesen, daR durch spezielle
Experimente zur Energiedissipation nachgewiesen wur-
de [10], daR sich die untersuchten Phenoplaste inner-
halb der Grenzen der angegebenen linearen Bereiche
sowoh| bei Zug wie auch bei Druck im elastischen Zu-
stand befanden. Deshalb sind E0 und E1 tatsachlich
Elastizititsmoduln der Materialien. Die Moglichkeit der
Existenz mehrerer Elastizititsmoduln bei bestimmten
Belastungsarten wurde schon friiher fiir verschiedene
Materialien experimentell nachgewiesen [11], wobei
auch eine quantenmechanische Erklarung dieser Effekte
gegeben wurde,

Auf Bild 3 ist die Anderung des Elastizitatsmoduls Eo
fir festes Phenopoiyurethan in Abhingigkeit von der
Dichte p bei Zug (1) und Druck (2) dargestellt [10].
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Anderung des Elastizititsmoduls En fiir Phenopolyurethan in
Abhingigkeit von der Dichte (1 -Zug,%-Druck)
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Bild 4
Anderung des Elastizitatsmoduls E, fir festes PVC in Ab-
héngigkeit von der Dichte (1-Zug, 2-Druck)

Unter Beriicksichtigung der natiirlichen Streuung expe-
rimenteller Ergebnisse a8t sich die Annahme der Gleich-
heit der Elastizitditsmoduln bei Zug und Druck im
linearen Anfangsbereich des Deformationsdiagramms
begriinden. Analoge Aussagen lassen sich fiir GrauguR,
organisches Glas, Glasplaste mit Epoxyd-Phenol-Matrix,
Polymerbeton und Phenopelystyrol fiinf verschiedener
Dichten mit speziell fiir diese Ziele durchgefiihrten Expe-
rimenten treffen. Zum Vergleich ist auf Biid 4 fiir festes
Phenopolyvinylchlorid die Anderung des Moduls E

in Abhéangigkeit von der Dichte p bei Zug (1) und
Druck (2) dargestellt [10]. Dabei kann festgestellt wer-
den, daR der Modul bei Zug zweimal so groR wie der
analoge Wert bei Druck ist. In diesem Falle kann man
von bimodularem Material sprechen. Es ist offensicht-
lich, dal es bei Berechnungen von Konstruktionen aus
den untersuchten Materialien notwendig ist, die Werte



fir E1 zu beriicksichtigen, da die genaue Ermittlung
des Moduls E_. sehr schwierig und auch der entspre-
chende lineare Bereich klein ist, so daR Aussagen iiber
diesen Abschnitt fiir Berechnungen keine Rolle spie-
len. Aus dem bisher Dargelegten ergibt sich die Notwen-
digkeit der Ausarbeitung einer Elastizititstheorie fiir
bimodulare Materialien.

Die Gleichheit von E0 bei Zug und Druck hat keiner-
lei Beziehung zur bimodularen Elastizitatstheorie. Die
Behauptungen in [9], daBR ,die grundlegende Hypo-
these der Elastizitatstheorie fiir bimodulare Materia-
lien keine experimentelle Bestatigung hat’, ist nicht
zutreffend. Die Diskussion dariiber, die von verschie-
denen Autoren gefiihrt wird [9], [12], [13], héngt
mit den verschiedenen Deutungen der existierenden
Termini , Elastizitatsmodul” und ,,Bimodularitat” zu-
sammen.-Man kann sich natiirlich iiber Vor- und Nach-
teile der Verwendung dieser Termini streiten. Den-
noch ist die Notwendigkeit der Ausarbeitung der Elasti-
zitatstheorie fir bimodulare Materialien unbestreitbar.

Die Bimodularitat stellt folglich ein gewisses Modell
fir nichtlinear-elastisches Verhalten von Materialien
im Rahmen einer abschnittsweise linearen Approxi-
mation des Verformungsdiagramms bei Zug und Druck
dar. Eine volistindige Beschreibung der nichtlinearen
Verformungen ist jedoch im Rahmen dieser Approxi-
mation nicht moglich.

2. Theoretische Grundiagen

Derzeit gibt es eine Reihe von Mdglichkeiten zur Auf-
stellung von konstitutiven Gleichungen der nichtlinea-
ren Elastizitatstheorie isotroper Materialien mit Kenn-
werten, die von der Art der Belastung abhangen [3]
bis [7]. Dabei wird stets als Grundlage die Hypothese
von der Existenz eines Potentials angenommen

® = yplo,) (2.1)

Dieses Potential ist Funktion einer noch zu definieren-
den Vergleichsspannung Og- Die Form der Funktion g,
hangt von der Anzahl der verwendeten Basisinvarianten
des Spannungszustandes ab. Die drei Invarianten des
Spannungstensors konnen folgendermaRen definiert
werden:

erste Invariante — l1 = oklﬁk',
zweite Invariante — I2 K’
dritte Invariante — l3 O okj o;;

Dabei ist Oy das Kronecker-Symbol und es gilt die
Einsteinsche Summationskonvention. Diese Invarianten
sind wie folgt kombinierbar:

lineare Invariante -0 = BI1,

quadratische Invariante — ¢ A If +C I2,

]

2
0
kubische Invariante - ?

wobei insgesamt 6 Konstanten A, B, C, D, K, E einge-
fihrt werden. Die Vergleichsspannung soll eine homo-

3
DI +K 1, I, +Elg,

gene Funktion des Spannungszustandes sein, daher kann
folgende Form fiir sie angegeben werden:

0,= a0+o,+70, (2.2)

Hierbei sind a, v bestimmte Zahlenwerte, die den spezi-
fischen EinfluR der ungeraden Invarianten im Ausdruck
fiir o, beriicksichtigen. Unter Verwendung der Gin. (2.1)
und (2.2) erhalt man einen Zusammenhang zwischen den
Komponenten des Verzerrungstensors und des Span-
nungstensors entsprechend der Gleichung

€. = 0d/0do

ki ki’

die hier folgenden konkreten Ausdruck annimmt:

7
€= viog) i Al 8,,+Co, ) 0, +aBd

(2.3)

+ 71D 28, +E0 0, + (KA (1,8, +21, 0, )/ }
Dabei st

v(oe) = w'(oe).
Maoglich sind folgende Annahmen fiir die Funktion v(ae):

Potenzgesetz - vlo,)=0,", (2.4)

hyperbolischer Sinus — v(oe) =sinh (oela),

Exponentialgesetz -V (ae) = exp (ae/b).

n, a, b sind Konstanten. Der Wert n =1 in GI. (2.4)
entspricht dem Fall der Bimodularitat.

Entsprechend [12] sind die allgemeinsten Beziehungen
zwischen zwei koaxialen symmetrischen Tensoren €
und Oy in folgender Form darstellbar:

€,=13 18+ S[(1/0,)(00,/30, ) —tanw (3¢/30, )]

Hierbei sind: (2.5)

— die ersten Invarianten der be-
trachteten Tensoren,

D _

oD =

K== 13168y

— die Komponenten der entspre-
chenden Deviatoren,

— die sogenannten Intensitaten

1/2
€. ‘(2/3€k, kl)
der Verzerrungen und Span-

_ D D,12
0, = 3/20,,0) nungen,
S= c'kle"?I =0,€,C05W — die spezifische Leistung der
Forméanderung,
w=§-V¥ — die Ahnlichkeitsphase der De-

viatoren,

& =—-1/3 arcsin[9/2 (a'n ok kI)/03]

¥ =—1/3arcsin[4/3 (eD €D, €D))/€’]

— Winkel des Spannungs- und
Verzerrungszustandes.
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Falls fir die Funktionen, die in die Gin. (2.5) eingehen,
die Erfiillung der nachfolgenden Gin.

v(o,) R, S=2/3v(o,) o? X, tanw = p/X,

€
R=[BA+C)I,)o,+3aB+
+ 7[(83D +2K/3) 12 + (K +E) 1,]/02,
X = Clog +2/3[y(K+E)1]/0F —
- (1/3) (E/d?) g, sin (3F),
p = (1/3) (E/o?)0, cos(3E) (2.6)

gefordert und die Beziehungen

= 2 2
1= g 1,=2/30%+1/312,

I

3= 1913+2/31 02 —2/9 03 sin(3¢)

beriicksichtigt werden konnen, erhilt man nach einigen
Umwandlungen aus den Gin. (2.5) die Gin. (2.3). Damit
ist die Verwendung der konstitutiven Gin. (2.3) mit der
Annahme des Zusammenhangs zwischen den Invarian-
ten der Verzerrungen und der Spannungen in der Form
der GIn. (2.6) verbunden.

3. Methodik der Konstantenermittiung (Grund-
versuche)

Die GIn. (2.3) enthielten insgesamt 6 Konstanten und
2 Koeffizienten. lhre Ermittlung kann im Rahmen phy-
sikalischer Experimente erfolgen. Im Sinne einer Ver-
suchsoptimierung kann man zunachst einige mathema-
tische Experimente betrachten. Dabei werden die Kon-
sequenzen aus bestimmten Standardtestaufgaben dis-
kutiert. Nachfolgend werden diese Testaufgaben unter
der Voraussetzung der Giiltigkeit der Gl. (2.4) analy-
siert, wobei nur solche Aufgaben betrachtet werden,
fir die sich ein homogener Spannungszustand einstellt.
Dies sind folgende Aufgaben:

a) einachsiger Zug (011
angriffsrichtung einstellt:

— n
€ ™ K+ o3 (3.1)
sowie quer dazu

- n
€, = —Q (P (3.2)

22

b

einachsiger Druck (o
greifenden Belastung:

1 # 0) in Richtung der an-

n
€9 = —K_loy, I,

c) Torsion (o12 #0), bei der sich die Gleitungen
ol n
2612 = Lo12 (3.3)
und die Dehnungen

=M 0?2 einstellen,

# 0), der sich in Belastungs-

d) hydrostatischer Druck (a11 =0y =033 =— IIOI/3),
der
- - - P n
€11 = €y =€33=—Ploy,|
zur Foige hat,

Die hier formulierten Aufgaben werden zusammen
mit Gleichung (2.3) ausgewertet. Damit erhalt man
die Parameter in den Konstitutivgleichungen:

Cc = L2772, aB=M/(V2C)", A=Xx2_¢,

6y3D = [VOA+3C —3aB — (3P)']° —3(T —aB)3
+ 18(A/VA+C +aB+Q K ")(T-aB)?,
23K = 3(T-aB)®—[vV 9A+3C —3aB—(3P)]°
— 24(A/VA+C +aB+QK ™) (T -aB),
y*E = (T—aB)® —93D -3k, (3.4)
T o= (K —K")/2, X=(K +K)/2, r=1/(n+1)

Auf der Grundlage der Gin. (3.4) kann man die Anwen-
dungsgrenzen spezieller Konstitutivgleichungen ermit-
teln. Diese sind Sonderfélle der GiIn. (2.3) und enthal-
ten weniger Invarianten. Angenommen, aufgrund experi-
menteller Daten wurden folgende GIn. aufgestellt:

T=ML™, Vox2_3.2" =3T+ (3P) (3.5)

Damit folgt aus den GIn. (3.4) die Forderung vy =0 und
folglich auch 0, =0 +0,. Letzteres bedeutet, dalk die
Vergleichsspannung nur die erste und die zweite In-
variante enthalt. Dabei gehen die Konstitutivgleichun-
gen (2.3) in folgende lineare, dreiparametrige Tensor-
gleichungen iiber:

€, = vio)[(AL1, 8, ,+Ca,)/0y+aBS ] (3.6)

Dies bedeutet, daR die Gin. (3.5) ein Kriterium fir
die Anwendbarkeit der Konstitutivgin. (3.6) sind. Fiir
den Fall, daR das Experiment folgende GIn. liefert

3T3—[\f9X2—3L§' _(39)']3=TY=M=0 (3.7)
mit
Y=T(X-121L%x""+Q K™,

erhalt man aus den GIn, (3.4) aB =D =K =0, und die
Gin. (2.3) nehmen folgenden Ausdruck an:

€ = Vg (AL 6+ Coy oy +y Eoknonl/of] (3.8)

Die GIn. (3.7) sind ein Kriterium fir die Verwendung
der tensoriell-nichtlinearen Gin. (3.8), wobei diese die
zweite und die dritte Spannungsinvariante sowie drei
Parameter enthalten. Wenn die Auswertung der Basis-
experimente die folgenden Gin.



[VoXZ_3LZ — 3P = 3T3_18TY,
T3 = _3TY, M=0 (3.9)

mit dem bereits in den GIn. (3.7) verwendeten Ausdruck
fir Y ‘liefern, ergibt sich aus GI. (3.4) aB=D =E =0,
Damit lassen sich unter Beriicksichtigung dieser For-
derungen die Konstitutivgin. (2.3) wie folgt aufschrei-
ben:

€, =vig)sg (AI,LS +Co )/o
kI [ { 1% ki’ % i
+ y[K (1,8, +21, 0,)1/ 302}

Diese Gin. enthalten die erste und die zweite Invariante
des Spannungstensors sowie 3 Parameter. In der Litera-
tur werden kaum Begriindungen fiir die Anwendung
dieser oder jener Invarianten des Spannungszustandes
beim Aufstellen der Konstitutivgin. erértert. Daher sind
die angefiihrten Gin. (3.5), (3.7), (3.9) eine methodolo-
gische Grundlage zur Anwendung entsprechender Kon-
stitutivgleichungen. Die dreiparametrigen Beziehungen
sind nicht die einzigen Gleichungen, die aus den Gin.
(2.3) folgen. Fir den Fall, daR sich aus dem Experi-
ment die Gin.

K, = K_, M=P=0, Q=1/2K,, L2 =3k?" (3.11)

+

ergeben, folgen aus den Gin. (3.4) die Gin. aB =y =0,
C = —3A. Damit gehen die Gin. (2.3) in die Gin.

€q = 32 VA v(VAQ) oD /o, (3.12)

tiber. Dies sind Gleichungen fiir nichtlinear-elastische
Materialien entsprechend dem Hencky-Modell. Die tra-
ditionellen Beziehungen (3.12) koénnen also nur bei
Erfillung aller Bedingungen (3.11) angewendet werden.
Die Verletzung bereits einer der Gin. (3.11) kann dazu
fiihren, dal die GIn. (3.12) nicht verwendet werden koén-
nen. Dabei kdnnen die Abweichungen in den Gin. (3.11)
zu unterschiedlichen Konsequenzen fiihren. Falls
eine volisténdige Exaktheit des mathematisch-physika-
lischen Modells angestrebt wird, muR jede Abweichung
von den GiIn. (3.11) das Verwerfen der Gleichungen
(3.12) zur Folge haben. Fiir Probieme der Praxis, fiir die
im allgemeinen eine ingenieurmaRige Genauigkeit
angestrebt wird, mul die Verletzung der Gin. (3.11)
nicht unbedingt die Folge haben, daB man vom Hencky-
Modell abgehen muR. Die diskutierten physikalischen
Beziehungen sind auf Anwendung oberhalb der Pro-
portionalitatsgrenze orientiert. Bei kleinen Spannungs-
niveaus kann man folglich einen groRen Fehler bei der
Untersuchung des Spannungs- und Verzerrungszustan-
des auf Grundlage dieser Gleichungen erwarten. Des-
halb ist es manchmal giinstig, die Komponenten des
Verzerrungstensors mit €, Zu bezeichnen und sie als
Summe darzustellen

By = 3,*Fe, (3.13)

Fir B wird das verallgemeinerte Hookesche Gesetz
angenommen:

= 0 0

= A |1 5k|+C Oy

I (3.14)

die Komponenten ¢, werden nach den Gin. (2.3) be-
stimmt (A°, Y= Materiaikonstanten), Damit wird
bei kleinen Spannungswerten unter Beachtung von
€ << 3 eine befriedigende Beschreibung der linea-
ren Verformung des Materials erreicht. Bei groReren
Spannungsniveaus wird der Verformungscharakter im

wesentlichen durch die nichtlinearen € bestimmt.

4. Auswertung von Experimenten

Bei Anwendung der betrachteten Grundversuche kén-
nen sich Probleme mit der technischen Realisierung er-
geben. Daher wird nachfolgend eine experimentelle
Auswertung behandelt, die sich auf die dreiparametri-
gen Gin. (3.6), (3.8), (3.10) bezieht. Auf Bild 5 sind
Verformungsdiagramme fiir Celluloid bei einer Tem-
peratur von 338 K dargestelit [15]. Das vorliegende
Material zeigt unterschiedliche nichtlinear-elastische
Charakteristiken bei einachsigem Zug (Kurve 1) und
Druck (Kurve 3). Kurve 4 bezieht sich auf den ein-
achsigen Zug (011 = 0,) mit iberlagertem hydrosta-
tischen Druck ¢,/3. Fiir diesen Fall ergeben sich fol-
gende Werte fiir die Invarianten: I = 0. 0, = 0.,
sin (3%) = —1. Daher kann der Unterschied zwischen den
Kurven 1 und 4 nur durch die Invariante 'o ausgedriickt

werden, da die Werte der anderen beiden Invarianten in
diesem Versuch gleich sind. Kurve 2 entspricht einer

reinen Torsion (012 =0,/ \/5). Fiir dieses Experiment
sind Iy =0, 0; = 04, sin (3¢) = 0. Auf Bild 5 kann man
erkennen, dall die Kurven 2 und 4 praktisch iiberein-
stimmen. Da in den betrachteten Versuchen die Werte
der Invarianten 'a und o, gleich sind und sich nur die
Werte von £ unterscheiden, kann man schiuRfolgern,
daB der Winkel der Art des Spannungszustandes die
nichtlineare Verformung des vorliegenden Materials
nicht beeinfluBt., Damit beschreiben die physikali-
schen Gleichungen, die nichtydie erste Invariante des
Spannungstensors beriicksichtigen und nur die Span-
nungsintensitdt und den Winkel der Art des Spannungs-
zustandes verwenden, die experimentellen Fakten nicht.
Gleichzeitig widersprechen die konstitutiven Gin. (3.6),
(3.8) und (3.10), die die Invarianten l1, 12 und l3 ein-
beziehen, den experimentellen Daten nicht.

In [16] wird die nichtlineare Verformung von Polyethy-
len bei einachsigem Zug und Druck behandelt. Die Er-
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Bild 5
Verformungsdiagramm fiir Celluloid bei 338 K
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gebnisse der Experimente wurden auf der Grundlage
der GiIn. (3.13) und (3.14) bearbeitet. Fiir die nicht-
linearen Anteile ¢, , wurden folgende Zusammenhinge
ermittelt: bei Zug — Gl. (3.1), (3.2), bei Druck fiir die
Dehnung in Léngsrichtung €,, = —K_ |o,, " und die
Dehnung in Querrichtung €., =-ke 1 Die Material-
konstanten sind: n = 3, K, = 17,32 + 107" MPa,
Q=731+10"", kK =157 107", x =072
Unter Verwendung der Werte K + @, K_ und der phy-
sikalischen Beziehungen (2.6), (3.8), (3.10) erhilt man
theoretische k-Werte. Bei Verwendung der Gin. (3.6)
ergibt sich

k = [aB—A/VIATC) V VK_ = 150,

Offensichtlich fiihren die Gin. (3.6), die nur die erste
und die zweite Invariante des Spannungstensors ent-
halten, zu einem Ergebnis, welches mehr als um das
Doppelte vom experimentellen Wert abweicht,

Entsprechend den Gin. (3.10) erhilt man

3 4
k = [113y VK —A/V(A+C) 1/ VK_ = 1,04,

bei Verwendung der Gin. (3.8)
: 4
k =[-A/Via+c)] /1 VK_ =077.

Fiir Polyethylen ist das Ergebnis der Rechnung nach den
nichtlinearen Tensorgin. (3.8) besser (im Sinne der Uber-
einstimmung mit dem Experiment) als die analogen Er-
gebnisse der Rechnung iiber die linearen Tensorgin. (3.6)
und (3.10).

Das zweite Anwendungsbeispiel bezieht sich auf das
nichtlineare Verhalten von GrauguR8 der Sorte CY 15-32
[17]. In einachsigen Zug- und Druckversuchen wurde die
Méoglichkeit der Anwendung der Gin. (3.13), (3.14),
(3.1) bis (3.3) geklart. Folgende Materialkennwerte
wurden verwendet:

In der Tabelle sind die experimentellen Werte der Haupt-
verzerrungen P", P:,‘3 in dinnwandigen Rohren aus
GraugufR angegeben, die durch Druckkrafte und Tor-
sionsmomente bei einem Verhdaltnis der Hauptspannun-
gen von |033|/ 04y = 49 Dbelastet wurden. In der
Tabelle sind ebenfalls die theoretischen Verzerrungs-
werte e,,, €35 angefiihrt, die auf der Grundlage der
Gin. (3.13), (3.14) sowie (3.6), (3.8) bzw. (3.10) erhal-
ten wurden. Es ist eine befriedigende Ubereinstimmung
der experimentellen und rechnerischen Ergebnisse fest-
stellbar. Dabei kann jedoch keiner Konstitutivgl. ein
Vorrang eingeraumt werden, da die entsprechenden
theoretischen Werte kaum Unterschiede aufweisen.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daR die
dargestellten Ausfilhrungen zur nichtlinearen Elastizi-
tatstheorie von Materialien mit von der Art der Bela-
stung abhangenden Charakteristika den derzeit vorlie-
genden experimentellen Ergebnissen nicht widerspre-
chen. Die Richtung der weiteren experimentellen For-
schungen kann man auf Grundlage der vorliegenden
Konstitutivgin. (2.3) und der formulierten Grund-
versuche ausarbeiten.

5. Einschriankungen aus dem Druckerschen Sta-
bilitatspostulat

Die Parameter, die in den Konstitutivgln. (2.5) enthal-
ten sind, unterliegen bestimmten Einschrankungen aus
dem Druckerschen Stabilitatspostulat -

) 0} 0€; > 0.

Die Erfiillung dieses Postulats ist hinreichend Bedin-
gung fir die Eindeutigkeit der entsprechenden Rand-
wertaufgabe [4], [14]. Gleichzeitig ist es ein Kriterium
fir die Anwendbarkeit der Konstitutivgleichungen.
Aufgrund des Zusammenhangs

50,;8e; = Vv'(0,)(80,) +v(0,)5%0,

0 _ . 10—5 2 0 _ . 1n—5
A —2,02 107" mm%/kg,  C"= 11371077, kann die Forderung des Druckerschen Postulats in
K, = 153" 10-8 mmZn/kgn, K_= 810" 10~10' folgende Ungleichungen iiberfiihrt werden:
L = 9,07-1078, n=44. V'(eg) >0, vig,) >0, 8%0,>0.
Tabelle 1
. 102 . 102 e 102 . 102 . 102 . 102 v 102 v 102
044 Pyt 10 IPx;I 10} e,, * 10 ey 10 e * 10 ex " 10 ey " 10 ey * 10
MPa Gin. (3.6) Gin. (3.8) Gin. (3.10)
34,2 0,139 0,211 0,130 0,213 0,102 0,201 0,108 0,205
39,0 0,167 0,261 0,191 0,276 0,140 0,255 0,151 0,261
439 07217 0,317 0,277 0,358 0,190 0,323 0,210 0,333
488 0,306 0,423 0,401 0,470 0,264 0,414 0,295 0,430
54,2 0,443 0,572 0,649 0,689 0,409 0,592 0,463 0,619
58,7 0,526 0,672 0,786 0,799 0,486 0,675 0,553 0,709
64,7 0,847 0,997 1,134 1,086 0,685 0,900 0,784 0,951
68,7 1,09 1,28 1,49 1,38 0,89 133 1,02 1,20
70,8 1,24 1,41 1,71 1,56 1,01 1,27 117 1,35
73,3 1,42 1,58 1,97 1,77 1,16 1,43 1,40 1,52




Die ersten beiden Bedingungen schranken die Material-
klassen nicht wesentlich ein. Die Bedingung 62003 =0
bedeutet, daf die Funktion g (ok') konvex sein und
jeder konkrete Fall untersucht werden muB. Die ent-
sprechenden Abschatzungen fiir oe( | o O £) kann man
auf Grundlage der Arbeiten [4], [14] geben. Fiir die Gin.
(3.6) ist die Erfiillung der Bedingung 5206 = 0 offen-
sichtlich. Es gilt

820, = [CBo, B0, +AB1,)2 — (5,)%]/0,

und die Erfiillung der Ungleichung ist gleichbedeutend
mit der Forderung, daR die quadratische Form

2. _ 2
9 Ai1+CI2

positiv definit ist. Unter Beachtung von
2 2
AlS )" +C 8y S >0, Sy = 0,805 —50y %

sind die entsprechenden Umformungen leicht zu reali-
sieren. Daher sind aus der Sicht der Erfiillung des Druk-
kerschen Postulats die tensoriell-linearen Gin. (3.6) den
Glin. (2.3), (3.8) bzw. (3.10) vorzuziehen.

LITERATUR

[ 1 ] Zoloaevskij, A, Konkin, V., Moraékowkij, 0., Koczyk, S.:
Eine Theorie zur nichtlinearen Verformung anisotroper
Korper und ihre Anwendung auf die Berechnung des
Kriechverhaltens diinner Schalen. Technische Mechanik
6(1985) 4.S. 27 — 36.

[2 ] Zolocevskij, A. A.: Kriechen von Konstruktionselementen
aus Materialien mit von der Belastung abhangigen Charak-
teristiken, Technische Mechanik 9 (1988) 3. — S. 177 —
184,

[3] Am6apuyman, C. A.: PasHomoaynbHan TeOpuR ynpy-
roctu. — Mockea: Hayka, 1982, — 320 c.

[4] Usenoay6, WU. 10.: K pasHomoaynbHO# Teopuu ynpy-

rOCTW W3OTPONHbLIX MaTepuanos. — B KH.: [uHamuka
cnnowHoi cpeabl. — HoBoCUBMPCK: UHCTUTYT ruapo-
AnHamukun CO AH CCCP, 1977, sein, 32, — c. 123 —
131.

[5] Martuenxo, H. M., Tonokonuukos, N. A.: O ceAsu
MEXAY HANpAXeHWAMU U AedOPMAUMAMM B pasHo-
MOAYNbHLIX U3OTPONHLIX cpeaax. — B: WHx. xypHan.
Mexanuxka TBepaoro Ttena. — Mocksa (1968) 6. —
c. 108 - 110.

[6] fNomakuu, E. B.: PasHOMOAynsHOCT KOMMO3UTHBIX
marepuanos. — B: MexaHnka KOMNO3nTHbIX Martepwa-
nos. — Pura (1981) 1. —c. 23 — 29.

[7] 3onovesckuir, A. A.: O6ocosauwe onpeaenniounx
YPaBHEHUA HENUHEAHOro AePOPMUPOBAHUA MaTepna-
Nno8, pPasHOCONPOTHBARIOWHMXCA DACTRKEHMIO W CXKETHUIO.
— B: XypHan npuKnagHOW MEXaHUKW U TeXHWYECKOW
tmauxkn. — Mocksa (1986) 6. —c. 139 — 143.

[8] Xyxos, A. M.: Moaynu ynpyroctu matepuanos npu

pacTAxewnn u coxatum. — B: Xypwan npuknaagHoi
MEXaHWKW W TexHuyeckoh dmsuku. — Mockea (1985) 4.
—c. 128 — 131.

[9] Xykoe, A. M.: ConpoTuBneHue HeKOTOPbIX .Marepva-
NOB YACTOMY PpacTAXEeHWo U cxatuio. — B: Uss. AH
CCCP. Mexanuka Tsepaoro Ttena. — Mocksa (1986) 4.
~c. 197 — 202.

[10] Metrec, ., Khunwuna, ®.: [ledopMaTHBHOCTb U NPOY-
HOCTb )XeCTKMX neHonnactoB. — B kH.: [lpuknapHan
MexaHukKa AvYencTbix nnactmacc. — Mockea: Mup, 1985.
—-c.32-73.

[11] Benn, Ox. ®.: 3xcnepuMeHTanbHbIE CCHOBBI MEXaHUKM
nedopmupyembix TeEpabix Ten. — Yacte |: Mansie

aedopmaunn. — Mockea: Hayka, 1984. — 600 c.

[12] Am6apuymaH, C, A., XauatpaH, A. A.: Nncbemo B peaak-
uuio no nosoay crtateu A. M. Xykosa ,,ConpoTueneHune
HEKOTOPbIX MAaTEPUENnoB YMCTOMY PECTAXXEHWUIO W CXa-
M0’ — B: U3e. AH CCCP. MexaHuka TBepaoro Tena.
— Mocksa (1986) 4. —c. 203 — 205.

[13] Xykos, A. M.: Mucemo B peaaxkuuo. — B: Uss. AH
CCCP. MexaHnka teepaoro tena, — Mockea (1986) 4.
—c. 205.

[14] Usenoay6, U. 10.: O dhopmax ceA3M Mexay TeH3opamu
HanNpAXXEHUA U cKopocTed aedopmMaunit non3yyecTv B
M3OTPONHLIX YCTOW4MBBLIX cpeaax. — B: [Mpo6nemsb:
npoyHocT. — Kues (1979) 9. —c. 27 — 30.

[15] Nishitani, T.: Mechanical behavior of nonlinear visco-
elastic celluloid under superimosed hydrostatic pressure.
— In: Trans, ASME: J. Pressure Vessel Technol. — New
York 100 (1978) 3. — S. 271 — 276.

[16] ARsene, U. A.: O6vemHbie Aechopmauun nonumepos npu
KPaTKOBPEMEHHOM HarpyxeHun. — B: MexaHuka nonu-
mepos. — Pura (1974) 5. —c. 828 — 833,

[17] Nawnres, B. A.: O anedopmaumax u paspywerun nony-
Xpynkux Ten, — ABTOped. AWC. KaHA. TeXH. HayK. —
dhpyH3e: UH-T dm3nku n matematukn AH Kuprusckon
CCP,1970. - 12c.

Anschrift der Verfasser:

Dr. sc. techn. H. Altenbach

Sektion Technologie der metallverarbeitenden Industrie
WB Werkstofftechnik

M. Dankert

Sektion Maschinenbau

WB Festkorper mechanik

Technische Universitéat ,,Otto von Guericke'’

PSF 124

Magdeburg

DDR - 3010

K. T. N, aou. A, A. 3onosuescknin

Kadeapa ,, [ilnHamMnKa N NPOYHOCTL MAWUN"’
X8pbKOBCKUA NONNTEXHUYECKNIA MHCTUTYT UM. JleHuna
yn. ®pynse

Xapexos

CCCP - 310018

217



