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Die plastische Deformation der Kreisringscheibe
infolge wiederholter Druckbelastung des Innenrandes

Udo Gamer
1. Einleitung

Vor zehn Jahren untersuchten F. G. Kollmann und
E. Onoz die Eigenspannungen in den plastisch defor-
mierten Teilen eines PreRverbandes nach der Demontage
insbesondere auch bei Auftreten sekundaren FlieRBens in
der Nabe [1]. Ihre auf der Trescaschen FlieRbedingung
und der zugeordneten FlieRregel beruhenden Ergebnisse
wurden kiirzlich erganzt durch den Autor: Er ermittelte
die bleibende Deformation der Nabe [2] und veralige-
meinerte deren idealplastisches Verhalten auf Material
mit linearer Verfestigung [3]. Die Motivation dieser
Untersuchungen war die Frage nach der Wiederverwend-
barkeit der demontierten Nabe in einem neuerlichen
PreRverband. Dabei stellt sich automatisch auch die Fra-
ge nach den Folgen einer mehrmaligen Aufbringung des
Fugendrucks im Hinblick auf die Spannungsverteilung
und die plastische Deformation.

In diesem Zusammenhang ist der idealplastische Werk-
stoff interessanter als das sich verfestigende Material:
Bei isotroper Verfestigung erweitert sich namlich der
elastische Bereich mit jeder plastischen Deformation.
Deshalb werden die durch den Aufbau und den Abbau
der Last hervorgerufenen plastischen Deformationen
immer kleiner, und nach wenigen Belastungszyklen
hat sich die Scheibe eingespielt. Die idealplastische
Scheibe hingegen spielt sich nicht ein, wie man mit
Hilfe des Melanschen Theorems zeigen kann. Vielmehr
ergibt sich nach der ersten Lastaufbringung eine quasi-
alternierende plastische Dehnung in Umfangsrichtung.
Sie nimmt bei der Belastung zu und bildet sich bei der
darauffolgenden Entlastung um beinahe denselben Be-
trag wieder zuriick. Die anderen beiden plastischen Deh-
nungen wachsen monoton, und zwar in radialer Rich-
tung als Stauchung bei jeder Belastung und in axialer
Richtung als Dehnung bei jeder Entlastung.

Im folgenden sind Spannungen, Verschiebung und pla-
stische Dehnungen bei Belastung und Entlastung zu-
sammengestellt. Dann wird gezeigt, da es nicht zum
Einspielen kommen kann. Die Wiederaufbringung der
Last fihrt zu derselben Spannungsverteilung wie die
erste Belastung; die Spannungen verlaufen also nach
dem ersten Lastmaximum zyklisch. Unter Ausnutzung
dieser Tatsache lassen sich die konstanten Inkremente
der plastischen Dehnungen bei weiteren Belastungs-
zyklen unschwer bestimmen.

2. Der erste Auf- und Abbau der Last

Bei elastischem Verhalten herrschen in der Scheibe die
Spannungen
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Dazu gehort die Verschiebung
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wo 6“: = 0;,/0, die auf die ZugflieRgrenze bezogenen

dimensionslosen Spannungen, p den dimensionslosen
Druck u: = Eu/(co b) die dimensionslose Verschiebung,
R: = r/b den dimensionslosen Radius und Q: =a/b das
Verhaltnis von Innen- und AuBenhalbmesser bezeichnen.

Die primare plastische Deformation setzt ein am Innen-
rand, R = Q, beim Druck
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Im plastischen Bereich, Q < R < Z, lauten die Span-
nungen
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Die Verschiebung hat in der gesamten Scheibe die ein-
heitliche Form [4]
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Die primaren plastischen Dehnungen sind
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mit € ~=Ee” /0. Im elastischen Bereich, Z < R < 1
treten Hie Span“ungen
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auf. Der Druck ist mit dem elastisch-plastischen Grenz-
radius durch
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verknupft.



Wenn Q < 0.450 764 und der Druck die GréRe
= 1-0? (2.12)

iberschreitet, tritt bei der Entlastung sekundares FlieBen
ein. Wie weiter unten gezeigt wird, stimmt dieser Druck
iberein mit demjenigen, fiir welchen bei der Wieder-
belastung tertidres FlieRen beginnt. Fir Q = e—! kann
der Druck bis zur Traglast

ﬁT= —logQ (2.13)

gesteigert werden. Fir Q < e~ ist nur eine Teilplasti-
zierung moglich bis zum kritischen Druck [5]

p.= 1. (2.14)
Im folgenden ist stets eine Belastung bis zum Maximal-
druck Bm > 6‘ vorausgesetzt.

Der Druck am Innenrand wird jetzt langsam verrin-
gert. Damit tritt im plastischen Bereich elastische Ent-
lastung ein. Den durch den Hochstdruck hervorgeru-
fenen Spannungen werden elastische Entlastungsterme
hinzugefiigt. Im Bereich primarer plastischer Deforma-
tion, Q<SR < Zm, lauten die Spannungen
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Mit denselben Entlastungstermen erhalt man im ela-
stischen Bereich, Z <R<1,
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In der gesamten Scheibe ist die Verschiebung gegeben
durch
2

U= (1-»gR+[Z2+2(p-p,) ] e (2.19) -
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Die vorstehenden Ausdriicke, in welchen Z_ den zu
Bm gehorigen Grenzradius bedeutet, gelten, solange die

Entlastung elastisch verlauft, und zwar bis
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Bei diesem Druck erreicht die Umfangsspannung am In-
nenrand die negative ZugflieRgrenze, und sekundare
plastische Deformation setzt ein.

Mit der weiteren Verringerung des Drucks breitet sich
vom Innenrand nach auBen der Bereich sekundaren Flie-
Rens aus. Fur diesen, Q < R < X, findet man
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Der rémische Index 1 bezeichnet das Ende der ersten
plastischen Deformationsphase, welche durch Sm und
Zm gekennzeichnet ist. In der restlichen Scheibe geht die
elastische Entlastung weiter; im Bereich X < R < Zm
gilt
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und im AuBenbereich Z < R<1
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Die Verschiebung in den letzteren beiden Bereichen ist
gegeben durch

= i 2 = 2. 1

u = (1 —v)arR+[Zm —(1 —p)aX — X“] = (2.31)
Erganzt werden diese Ergebnisse durch den Zusammen-
hang zwischen dem Druck p und dem Grenzradius X,
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Im entlasteten Zustand ergibt sich der GroRtwert des
Grenzradius aus

X
— m 1 Q
Poy = log E+5[3—(Q+xm)xm—;~]. (2.33)
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Bild 1 zeigt fir Q = 0.4 und den Druck Bm = ET =
—log 0.4 die Spannungen in der belasteten Scheibe
nach (2.5) und (2.6) sowie die Eigenspannungen nach
(2.21), (2.22), (2.27) und (2.28) mit p = 0. Auf Bild 2
ist die Verschiebung unter Hochstlast nach (2.7) mit
Zm = 1 und nach dem Abbau der Last gemaR (2.23)
und (2.31) fir p=0 und X = X, nach (2.33) dar-
gestellt. Ferner sieht man die nach (2.8), (2.25) und
(2.26) berechneten plastischen Dehnungen lé'fll =

zZP = P ie P zP
e¢| = IE,”l sowie ewn und €, -
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Bild 1
Spannungen in der belasteten und entlasteten Scheibe
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Biid 2
Verschiebungen und plastische Dehnungen in der belasteten
und entlasteten Scheibe

Es erhebt sich nun die Frage, ob die Scheibe sich auf die
wiederholte Druckbelastung einspielen wird. Da im vor-
liegenden Fall die Differenz von Umfangsspannung und
Radialspannung fiir das FlieRen unter Last maRgebend
ist, kommt es zum Einspielen, wenn ein Eigenspannungs-
zustand existiert, welcher der Bedingung

E o E o
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PR . or) <o, (2.34)
oder
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o a¢ > 0p —0p =0, (2.35)

geniigt [6]. Hier bedeutet o‘i’. ein Eigenspannungszu-
stand und a?. die durch den bruck p hervorgerufenen
Spannungen in der elastischen Scheibe, Deren Differenz,

202 p?
o; -—af =p —, (2.36)
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hat ihren Maximalwert am Innenrand, r = a. Also lautet
die Bedingung

—03 (a)>p 2 o,. {2.37)
1-Q?

Nach Voraussetzung wéchst der Druck bis auf Pm > P =

o,1- Q2), und damit geht die Bedingung iiber in

—o:; (@ >o0,. (2.38)

Bei idealplastischem Verhaiten kann — o° (a) aber héch-
stens die GroBe o erreichen; somit ist die Moglichkeit
des Einspielens widerlegt. Wire die Bedingung {2.38)
erfiilit, dann miiBte man noch den Entlastungsvorgang
untersuchen,

3. Die Wiederbelastung

Mit dem Beginn der zweiten Lastaufbringung verhilt
sich die gesamte Scheibe wieder elastisch. Zu den Eigen-
spannungen werden die durch den Druck am Innenrand
hervorgerufenen Spannungen in der elastischen Scheibe
addiert. Auf diese Weise erhédlt man im Bereich der se-
kunddren plastischen Deformation, Q < R < X
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und im Bereich primaren FlieBens, X < R < Z ..

r
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Im elastischen AufRenbereich, Znn < R < 1, herrschen
die Spannungen
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Die Verschiebung in den Bereichen X < R<1 hatdie
Form

_ , _20% 1
@ = (1-2)6,R+[22 —(Q+X )X _+p -
1-Q

Sobald die Differenz von Umfangs- und Radialspannung
am Innenrand, R = Q, die ZugflieRgrenze erreicht, tritt
tertidre plastische Deformation ein. Dies geschieht beim
Druck

B, = 1-0? (3.9)

Fiir diese Last und die Parameter Q = 0.4 und ;')m =
—log 0.4 =zeigt Bild 3 die Spannungsverteilung in der
Scheibe. Bei weiterer Drucksteigerung breitet sich vom
Innenrand der Bereich tertidren plastischen FlieRens,
a Sr <y, aus. Mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingung,
der FlieBbedingung und der Bedingung fiir die Radial-
spannung am inneren Rand, r = a, findet man die Span-
nungen
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Bild 3

Spannungen am Anfang und am Ende des tertiiren FlieRens

Nach der zugeordneten FlieBregel ist der Zuwachs der
Summe der Dehnungen in radialer und in Umfangsrich-
tung elastisch; es gilt also

= €2 + ¢° p P
€r+€¢ er+e¢+er”+e¢“. (3.12)

Durch Einsetzen obiger Spannungen und der plastischen
Dehnungen im entlasteten Zustand nach (2.24) und
(2.25) ergibt sich

El i(ur) = (1-v)[o, (2 Iog-r-+1)~—2p] +
r dr a

a r X (3.13)
+ 0, —log— —20o (T— —-1).

¥ m
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Die Integration liefert

D
Eu= (1—-V)orr+o° (log ~r———1)a—-o° (2x"rl —r)+ —.(3.14)
r
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Daraus leitet man die plastischen Dehnungen
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Im sich anschlieBenden Bereich sekundiaren FlieRens,
y < r < x, wird die elastische Belastung fortgesetzt.
Demnach lauten die Spannungen

b2

a
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r
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6.= —g_+C(—+1) (3.18)
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und die Verschiebung
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Aus den Stetigkeitsbedingungen am Grenzradius y las-
sen sich C und D sowie der Druck als Funktion von y
ermitteln. Die Stetigkeit der Spannungen liefert

i

Q
= log Y.l [B-(@+Y)Y - -], (3.20)
Q 2 Y

1
2
Die noch fehlende Integrationskonstante D bestimmt

man am einfachsten aus der Stetigkeit der plastischen
Radialdehnung. Es ergibt sich

- laswy. (3.21)
oo

— = (Q+Y)Y+22. (3.22)
2
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Damit sind die Spannungen und die Verschiebung wih-

rend der dritten FlieBphase in der gesamten Scheibe

bekannt. Im Bereich primaren FlieBens, Xm <R< Z‘_n

gilt

’

r
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7 = log = -pm—g[—(Q+Xm)Xm+

1 (3.23)
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0“7 = Ioga+1—pm+
(3.24)

1 1
+ —[—(Q+X )X _+(Q+Y)YI{ —+1
5 [ QX)X+ )](Rz )



und im elastischen Bereich, Zm <R<1,

1
7= -1z _(o+xm)xm+(O+Y)Y]($~1),(3.25)

1
5= 5[z§—<o+xm)xm+(o+v>v](-;—2 +1). (3.26)

In den letzten beiden Bereichen lautet die Verschie-
bung

- - 2 1
U=(1-»)o R+[Z; —(Q+X )X _+(Q+Y)Y] ~ (3.27)

Mit zunehmendem Druck wachst der Grenzradius Y.
Durch Vergleich von (3.20) mit (2.33) stellt man fest,
dal}

Y(B,) = X, (3.28)

ist; bei der Steigerung des Drucks von 51 auf b’m zehrt
der Bereich tertidgren FlieBens den Bereich sekundaren
FlieBens auf. Wie man sich leicht liberzeugt, stimmen
nun die Spannungen in der gesarﬁten Scheibe mit den
durch die erste Hochstlast hervorgerufenen iiberein;
nach dem erstmaligen Erreichen des maximalen Drucks
verlaufen die Spannungen bei weiteren Ent- und Bela-
stungen zyklisch. Eine notwendige Voraussetzung hier-
fiir ist die im vorliegenden Fall gegebene Unabhingig-
keit der Spannungen von der Verschiebung in den pla-
stischen Bereichen.

Auf Bild 4 sind die Grenzradien als Funktion eines
mit der Zeit monoton wachsenden Parameters schema-
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Bild 4
Die plastischen Bereiche und ihre Grenzen bei Belastung und
Entlastung

tisch dargestellt. 1, 2, 3 ... bedeutet den Bereich des
primédren, sekundéren, tertidren FlieBens und I, 11,111 ...
das Ende der ersten, zweiten, dritten ., . . FlieBphase
und damit Ubergang zu elastischem Verhalten.

Auch die Verschiebung nimmt — allerdings nur im Be-
reich X < R < 1 — bei der zweiten Lastaufbringung
wieder die zum ersten Hochstdruck gehérige Verteilung
an. Die bei einem vollstindigen Belastungszyklus auf-
tretenden Zuwiachse der Verschiebung und der plasti-
schen Dehnurigen im inneren Bereich, Q < R < Xm,
werden im folgenden Abschnitt untersucht.

4. Die plastischen Dehnungsinkremente bei wei-
teren Lastzyklen

Wahrend des ersten vollen Belastungszykius — also zwi-
schen den ersten beiden Belastungen durch den Druck
6m — wachsen die Verschiebung und die plastischen
Dehnungen um

q (Q+X_)X
U~ U, = (log ——1)Q—(2X R} +———— " (4.1)
X m R
m
Q (Q+X )X
"I’”_é:’= L A (42)
R _Q
g = (log——T = —
ol gl X R
(4.3)
X, QX )X
— e ———
R )
X
Q R
g% _E® = = oy = +2(—m=1), (4.4)
zZil ozl R X, R

wie man durch Subtraktion der im zweiten und im drit-
ten Abschnitt ermittelten Ausdriicke erhalt. Unter Aus-
niitzung der Tatsache, dall bei weiteren Belastungen die
Spannungen zyklisch verlaufen, kann man die folgenden
inkremente leicht berechnen.

Zuerst wird die zweite Entlastungsphase, ill = IV, mit
der ersten Entlastungsphase, | = 1l, verglichen. Die pia-
stischen Radialdehnungen ef, und efm bleiben wihrend
der Entlastung — auch bei der damit verbundenen plasti-
schen Deformation — und der sich anschlieBenden Wie-
derbelastung konstant und andern sich erst bei Eintritt
neuerlichen FlieBens unter Last. Fiir denselben Druck
sind die elastischen Dehnungsanteile gleich, und es gilt

Ae = & —¢° (4.5)
r r il ri

oder

E d (a+x_J)x

—_ —Au=f-———————+1. (4.6)

o, dr r r2

Daraus folgt durch Integration

E (a+xm)xm
— Au=alogr+ ———— +r+1, (4.7)

00 r
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Diese Differenz verschwindet an der Stelle r = X Es
ergibt sich also

E r (a+x_)x

—Au = (log — —1)a—(2x_—r)+ . (48)
o Xm r

E r a Xpm l@at+x )x

—Ae, = (log ——1)--2 —+ , (4.9)
0, Xm r r .

E x

— (B¢, +Ae) =2 log — —2(——1).  (4.10)
o, LSS At B r

(4.8) bis (4.10) sind giiltig bis zum Wiedereintritt des
FlieBens unter Last. Bei der elastischen Entlastung ist

Ae = P p

y ew" - e‘p' i (4.11)
- _P
Aer + Ae¢ ez” . (4.12)

Damit sind bereits bekannte Ergebnisse wiedergewon-
nen. Wahrend der plastischen Entlastung gilt

= P _ P
Ae¢ esa4 e¢2‘ (4.13)
= P _ P
Aer + Ae‘p (ez4 ezz ) (4.14)
und bei Wiederanstieg der Last
P P
Aeﬂﬁ = ewv ewli , (4.15)
p P
+ L Jpe— — .

Ae, Aew (ezN ez”). (4.16)
Nun erfoigt der Vergleich der dritten Belastung, IV =V,
mit der zweiten, || = 1Il. Die Summen der plastischen

P P

Dehnungen ¢ + € 3

. . P
, beziehungsweise ¢ + € ,
ril v

bleiben wéhre;\d der elastischen und plastischen Bela-
stung und bei dem folgenden Lastabbau konstant und
andern sich erst bei der plastischen Entlastung. Fiir den-
selben Druck gilt

P P P P

+ = - - :
Aer Ae‘p erm e”+ etP'V e‘p“. (4.17)
Mit (4.2), (4.15) und (4.9) wird daraus
E1d X
=l raw=210g L —2( 1), (4.18)
o, r dr r X r
Integration iiefert
E r J
— Au = (Iog——1)a—(2xm-—r)+—. (4.19)
UO Xm F

Die Integrationskonstante wird wieder aus dem Ver-

schwinden des Verschiebungszuwachses am Radius

r=x. ermittelt,

E . (a+x_)x

— Au=(log — —1)a—(2x_—r)+ ———_ (4.20)
r

[+] xm
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Daraus folgt

(a+x_)x
Ede xl__ 0%y, (4.21)
00 r |’2

X (a+x__)x

—E-Ae¢=(log:—-1)3—2—m+ MM (4.22)
00 xm ¥ r r

a X
E de+ae)=2l0g——2(™ _1). (4.23)
O " L X r

Diese Ergebnisse: gelten bis zum Eintritt der plastischen
Entlastung. Wiahrend der elastischen Belastung ist

p

= p —
ac, erlll €’ 1424)
) P
= - .25
Ae¢ e‘pw ewl, (4.25)
- (P _ P
Ae + Ae¢ = (ezw ez"). (4.26)

Somit werden (4.15) und (4.16) bestatigt. Bei der pla-
stischen Belastung gilt

= P _ P
e = e —e ", (4.27)
Ae = € — ¢P (4.28)

und bei der darauffolgenden elastischen Entlastung
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Bild 5

Die plastischen Dehnungen bei Belastung und Entlastung



Bild 6
Zuwachs der Verschiebung bei einem Belastungszyklus
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Bild 7

Zuwichse der plastischen Dehnungen bei einem Belastungs-
zyklus

Die Giiltigkeit von (4.26) endet erst bei Eintritt der pla-
stischen Entlastung. An die Voraussetzung kleiner
Deformationen sei- erinnert; die Ergebnisse lassen sich
nicht anwenden auf oftmalige Belastung.

Damit ist gezeigt, daB die Zuwachse an Verschiebung
und plastischen Dehnungen, welche sich im Laufe des
ersten volistandigen Ent- und Belastungszyklus einstel-
len, identisch sind mit den durch weitere Lastzyklen
hervorgerufenen Zuwéchsen, und zwar in jeder belie-
bigen Phase des Zyklus. Bild 5 zeigt schematisch die Zu-
nahme der plastischen Deformation am innenrand.
Numerische Ergebnisse hierzu sind auf den Bildern 6
und 7 dargestelit, und zwar zeigt Bild 6 den Verschie-
bungszuwachs Au als Funktion von R nach (4.1) und
Bild 7 die Zuwichse |Ae”], Ae® und Ae® nach (4.2)
bis (4.4). Sowoh! Au alsr auch Ae® hat eizne horizon-
tale Tangente an der Stelle r = xm‘e Die erstere erklart

sich aus du/dr = €7 + ef’ wegen der Stetigkeit der
Spannungen und der plastischen Radialdehnung und

der Eindeutigkeit dieser GroRen an der Stelle r = x m 0.
Mit Hilfe der Kompatibilititsbedingung d(e® + e’ )dr =
(ef + e': == G; — €P)/r und einer dhnlichen Argumen-
tation zeigt man auch d(Ae;)/dr = 0 an dieser Stelle.

LITERATUR

[1] Kolimann, F. G.; Onoz, E.: Die Eigenspannungen in den
Ringen eines elastisch-plastisch beanspruchten Quer-
preBverbandes nach der Entlastung., Forsch.-Ing.-Wes,
45 (1979), 169 — 177..

[2] Gamer, U.: Die bieibende Deformation in der ideal-
plastischen Nabe eines demontierten PreBverbandes.

[3] Gamer, U.: Die Eigenspannungen in der sich verfestigen-
den Nabe eines demontierten Prefverbandes.

[4] Gamer, U.: Die teilplastizierte Nabe eines PreRverban-
des. Z. angew. Math. Mech. 67 (1987), 65 — 66.

[5] Gamer, U.: The Elastic-plastic Shrink Fit with Super-
critical Interference. Acta Mechanica €1 (1986), 1 — 14.

[6] Martin, J. B.: Plasticity: Fundamentals and General
Results. Cambridge, London 1976.

Anschrift des Verfassers:
Prof. Dr. Udo Gamer
Technische Universitat Wien
Institut fir Mechanik
Wiedner HauptstraRe 8 — 10
A—1040 WIEN

245



