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Zur mathematischen Modellierung turbulenter Strémungen

bei kleiner Reynoldszahl
Jochen Brechling

0. Einleitung

Die Erkenntnis, daf die turbulente Stromungsform in-
folge einer bei bestimmten kritischen Reynoldszahlen
auftretenden Instabilitit dér laminaren Strémungsform
auftritt, ist etwa 100 Jahre alt.

An der theoretischen Begrindung dieser zunichst nur
vermuteten Ursache ist mehrere Jahrzehnte gearbeitet
worden. Wihrend die Stabilitit gegen kleine Storungen
seit langem als gekldrt angesehen werden kann, trifft
das fiir den Umschlag zu turbulenten Strémungen und
ausgebildete turbulente Strémungen nicht zu.

Eine zusammenfassende Ubersicht zum gegenwirtigen
Bearbeitungsstand, vor allem des Ubergangs laminar-tur-
bulent wird in [8] gegeben. Die in [8] zitierten Untersu-
chungen verwenden zumindest zur Darstellung der Er-
gebnisse vielfach solche Ausdrucksmittel wie Wirbelfa-
den und Turbulenzflecken. Diese Begriffe stehen einer
mathematischen Modellierung des Stromungsfeldes da-
durch im Wege, dafs diese stets den gesamten Raum der
Stromung erfassen und das Feld durch kontinuierliche
Funktionen ausdriicken mub.

In diesem Aufsatz sollen Gedanken zur mathematischen
Modellierung einiger Einzelheiten turbulenter Stromun-
gen bei Reynoldszahlen in der Nihe der kritischen Rey-
noldszahl diskutiert und rechnerisch bewertet werden.
Diese Modelle verwenden zur Entwicklung der Strs-
mungselemente in Abhingigkeit von den wandparallelen
Koordinaten stets Fourieransitze, die die obige Forde-
rung erfiillen. Es ist unstrittig, dab solche Ansitze bei
Mitnahme hinreichend vieler Fourierglieder auch die
Darstellung ortlich stark verinderlicher Details zulassen.
Die angedeutete Beschrinkung der Reynoldszahlen soll
so verstanden werden, daf dieser Bereich mit den durch
die verfiighare Rechentechnik naturgemif begrenzten
Méglichkeiten noch am ehesten brauchbare Ergebnisse
erwarten lifit.

1. Bezeichnungen

X — Kartesische Koordinate in Hauptstrs-
mungsrichtung

y — Kartesische Koordinate normal zur
Hauptstromungsrichtung  und  zur
Wand

z — Kartesische Koordinate normal zur
Hauptstromungsrichtung, parallel zur
Wand

¢ — ,,mitlaufende” x-Koordinate, in der
die Strémung quasistationdr wird,
E=ax —ft

Cxy Cy) Cq — Geschwindigkeitskomponenten in an-
gegebener Richtung

a — Wellenzahl der Stérbewegung in x-
Richtung

A — Wellenzahl der Stoérbewegung in z-
Richtung

B — Kreisfrequenz der Stérbewegung

Tx> Yyr Vg — Komponenten der Rotation

s — Zeitlicher Anregungs- bzw. Dimp-
fungsterm

b — Kanalbreite (Wand bis Mitte), Grenz-
schichtdicke

t — Zeit

v — Stromfunktion einer ebenen Stromung

Ay;Ay, A, — Komponenten des Vektorpotentials
einer raumlichen Strémung

fg — von y und gegebenenfalls von t abhiin-
gige Funktionen zur Entwicklung einer
Strémung in Fourierglieder

p, v — Dichte und Zahigkeit des Fluids

p — statischer Druck

A — Laplaceoperator

A — Amplitude (einer Stérbewegung), ma-

ximaler Betrag der Geschwindigkeits-
abweichung vom zeitlichen Mittel am
gleichen Ort

2. Grundlegende Gleichungen

Das Verhalten einer reibungsbehafteten Strémung eines
inkompressiblen Fluids wird durch die Navier-Stokes- .
schen Gleichungen zusammen mit der Kontinuititsglei-
chung beschrieben [1]. Die Einfihrung der Rotation!)
gestattet die Elimination des statischen Druckes
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Zur Ableitung von (1) sei auf [1] verwiesen (Helmholtz-
sche Gleichungen).

Zur Integration der Gleichungen ist vielfach die Einfiih-
rung eines Vektorpotentials der Geschwindigkeiten nach

oA 0A 0A, 0A 0A 0A
e, = —2 3 ¢ = __i___z_,cz S — = (D)
-y 40 S T ax 9y
zweckmifig. Dann wird
7x:_AAx’ 7}':_AAy’ 7z:_AAz' (3)

Es ist ohne Einschrinkung der Allgemeinheit maglich,
das Vektorpotential A im gesamten Gebiet divergenzfrei
zu machen.

Fiir zweidimensional ebene Strémungen verschwinden
€ Yxo Yy As, A, Die Komponente A, entspricht dann
biz auf das Vorzeichen der Stromfunktion .

3. Zielstellungen

An ein brauchbares mathematisches Modell turbulenter
Stromungen sollte die richtige Berechnung folgender
Eigenschaften unter Verzicht auf die Einfilhrung empi-
risch gewonnener Daten gefordert werden:

— Umschlagpunkt, beeinflubt von Turbulenz der Au-
Benstromung,

— Wandschubspannung,

— Profil der zeitlich gemittelten Strémung,

— Gegebenenfalls der Ablésungspunkt,

— Verhalten von Sekundirstrdmungen einschlieflich der
Rand- und Spaltverluste, ,

— Richtiges Verhalten gegeniiber Druckanstieg und -ab-
fall.

Jedes derartige mathematische Modell besteht letztlich
aus einer bestimmten Anordnung von Wirbelfeldern. In
diesem Sinn wird in [1] eine Vielzahl von mathemati-
schen Mcdellen entwickelt und hinsichtlich der Riickwir-
kungen auf die Hauptstrémung untersucht. Im vorlie-
genden Aufsatz wird gegeniiber [1] zusitzlich die Bedin.
gung gestellt. daf jeder Anteil des Wirbelfeldes — jedes
Fourierglied — entweder selbsterhaltend oder zumindest
unter vergleichbaren Anteilen am schwichsten gedimpft
ist — Abschnitt 6. — oder der Integration iiber die Zeit
unterworfen wird.

Die vorstehend zusammengestellten Forderungen sind
gegenwirtig noch zu hoch gestellt. Deshalb werden die
vereinfachenden Annahmen im Abschnitt 4. getroffen.

4. Ubersicht iiber verwendete Losungsverfahren

Es sollen folgende Voraussetzungen getroffen werden:

— Zugrundegelegt wird eine Grundstromung parallel zur
x-Achse, deren Geschwindigkeit nur von y abhingt,

— die zugelassenen Storstromungen sollen periodisch
iiber x sein und kénnen deshalb als Fourierreihe ent-
wickelt werden,

— wenn eine dreidimensionale Stérstrémung angenom-
men wird, soll diese periodisch iiber z sein,
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— die in der realen Strémung infolge Anregung oder
Dimpfung entstehende Intensititsinderung iiber x
wird durch eine iiber t ersetzt; wird in [2] diskutiert,

— die in den Gleichungen des Abschnittes 2 auftreten-
den Ableitungen nach x und evtl. z werden anhand
der Fourierentwicklung, die Ableitungen nach y
durch geeignete Differentiationspolynome ausge-
driickt; damit kénnen die Differentialgleichungen
durch Differenzengleichungen ausgedriickt und durch

die Losung von Gleichungssystemen integriert wer-
den [2].

Die Losungsverfahren konnen nach folgenden Gesichts-
punkten geordnet werden:

— Lineare Verfahren fiir geringe Stéramplituden bzw.

" nichtlineare Verfahren fiir beliebig grofe Stérampli-
tuden,

— das Verhalten iiber die Zeit kann durch Integration
als Anfangswertaufgabe bzw. durch die Integration
einer Eigenwertaufgabe ausgedriickt werden,

— die Storung kann zwei- oder dreidimensional sein.

Die analytische Naherungslosung der Orr-Sommerfeld-
schen Gleichung von Tollmien [9] ordnet sich in diese
Systematik als lineare Eigenwertaufgabe fiir zweidi-
mensionale Stérung ein. .

Allen spiteren Untersuchungen lagen numerische Re-
chenverfahren zugrunde, die im wesentlichen durch die
Entwicklung leistungsfihiger Digitalrechner erméglicht
wurden.

Es sei in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen, daf
insbesondere dreidimensionale Aufgaben auch derzeit
noch einen betrichtlichen Rechen(-zeit-)aufwand erfor-
dern.

Als typische Grundstrémungen fiir die numerischen Aus-
wertungen werden

— die Poiseuillestromung und

— die laminare Grenzschichtstrémung

verwendet.

Die Poiseuillestromung besitzt den Vorzug der restlosen
Einhaltung der Bewegungsgleichungen auch unter den
Voraussetzungen zu Anfang des Abschnitts, was bei der
Grenzschichtstrémung nicht der Fall ist. Die bei dieser
Stromung vorhandene Breiteninderung iiber die Lauf-
lainge bzw. Zeit widerspricht der Annahme einer iiber x
unveriinderlichen Geschwindigkeit und mufs durch geeig-
nete Zusatzmafnahmen korrigiert werden. Deshalb wird
in diesem Aufsatz meist die Poiseuillestrémung als Re-
chenbeispiel verwendet.

Als Randbedingung fiir Grund- und Storstrémung wird
Cxr Cyy Cp = 0 auf der Wand bzw. beiden Winden ver-
langt. Bei der Poiseuillestromung ist durch Einfiihrung
von Symmetriebedingungen in der Kanalmitte die Be-
schrinkung auf eine Hilfte moglich.

Als typische Linge wird die halbe Kanalbreite b, als ty-
pische Geschwindigkeit die 1,5-fache iiber die Kanalbrei-
te gemittelte Geschwindigkeit, d. h. die Mittengeschwin-
digkeit der Poiseuillestromung verwendet. Alle Anga-
ben erfolgen der Einfachheit halber unter der Annahme,
dafs beide BezugsgroBen = 1 seien.



Wenn im folgenden eine Grenzschichtstrémung als Re-
chenbeispiel verwendet wird, so handelt es sich um ein
aus einem Pohlhausenpolynom

Cx:zb}j’e_z(}:)}*)3+(lt,*~)4
y Y \2 Y\3 Y 4
tA (= -3 (=) +3(=)” — (= 4
(F=3= 362" -9 @

ﬁiry<b* bzw.
¢, = 1 fiir y>b*

zusammengesetztes Grundprofil. Als Randbedingung fiir
die Storbewegung wird Drehungsfreiheit im Aubenraum
und Verschwinden im Unendlichen verlangt. Bezugsliin-
ge ist die Grenzschichtdicke b*, Bezugsgeschwindigkeit
die AuBengeschwindigkeit.

5. Einschiatzung der Ergebnisse des Modells
,,ebene Storung”

Die Lésungen der — homogenen — Orr-Sommerfeld-
schen Gleichung ergeben beim Vergleich mit experimen-
tellen Ergebnissen folgende Aussagen:

— die berechneten kritischen Reynoldszahlen stimmen
nur in der GroBenordnung (Poiseuillestromung
Rey it ~1500 gegeniiber rechnerisch Rey ., = 5772),

— die Abhingigkeit der kritischen Reynoldszahl vom
Druckanstieg bzw. -abfall wird gut wiedergegeben,

— die GroBenordnung der berechneten Anregungs-
koeffizienten ist zu gering, als dab der experimentell
beobachtete schnelle Umschlag — ,,Umschlagspunkt”

— erklirbar wire.

Abhiingigkeiten vom Turbulenzgrad der Aufienstrémung
und Riickwirkungen auf die Grundstromung sind ent-
sprechend dem Charakter der Losungen nicht vorhan-
den. In [3] wird nachgewiesen, dafs die kritischen Rey-
noldszahlen fiir Stérungen mit z-Abhingigkeit stets ho-
her liegen als fiir z-unabhiingige, ebene Stérungen.
Daraus wire zu schluifolgern, daf dic Komponente c,
bzw. die Langsrotation v, zumindest in der Nihe der
kritischen Reynoldszahl unwesentlich sind.

Auch diese Aussage widerspricht MefBergebnissen. Da
dieser Sachverhalt im folgenden noch wesentlich wird,
sei der Hinweis eingefiigt, daf das in [3] verwendete Mo-
dell fiir raumliche Stérungen, das auch z. B. in [4] ange-
setzt wurde, nur Stérungen zuliBt, die in y-Richtung
drehungsfrei sind (7, = 0). Durch diese stillschweigen-
de Voraussetzung ist es in [3], [4] méglich, die Stérung
durch nur eine y-abhingige — komplexe — Funktion aus-
zudriicken, wiihrend es im echt raumlichen Fall entspre-
chend (3) 2 Komponenten des Vektorpotentials wiren.

Als erste Verallgemeinerung wird die ehene Stérbewe-
gung mit endlicher Amplitude betrachtet. Méglich sind
sowohl die Eigenwertrechnung mit einer Eigenfunktion
vorgegebener Amplitude unter Beriicksichtigung der
Riickwirkung der Eigenfunktion auf die Grundstrs-
mung und des Aufbaus einer Oberschwingung doppelter
Wellenzahl — ausgefiihrt in [5] — als auch die Integra-
tion als Anfangswertaufgabe ausgehend von einer An-
fangsstorung angenommener Intensitit, Verteilung und
Wellenzahl.

Die Losung als Anfangswertaufgabe wurde mit einem
Rechenprogramm ausgefiihrt, das das Spektrum bis zur
24-fachen Wellenzahl der angenommenen Grundschwin-
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Entwicklung des Profils einer Poiseuillestréomung mit Re = 8000
ausgehend von einer Anfangsstorung mit o = 1, B/a = 0.25,
A = 0.24, beriicksichtigte Wellenzahlen o = 0.2 bis 4.8, t = 1,
10, 45



Entwicklung des Profils einer Grenzschichtstromung A = 0,
b* = 2/3, Re = 3333 (Re™ = 1000) ausgehend von einer An-
fangsstorung mit o = 1.8, f/a = 0.35, A = 0.24, beriicksichtigte
Wellenzahlen a = 0.6 bis 14.4, t = 1, 10, 20, 30
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gung zulift. Durch diese hohe Zahl beriicksichtigten
Oberschwingungen ist es méglich, die Wellenzahl der
Grundschwingung weit kleiner als die als Losung der
Eigenwertaufgabe erhaltene stirkstangeregte Wellenzahl
zu wihlen und damit dem Verlauf der Integration zu
iiberlassen, welche Wellenzahlen besonders stark auftre-
ten.

Eine derartige Integration wurde ausgefiihrt fiir eine
Poiseuillestrémung von Re = 8000 unter Annahme einer
Grundwellenzahl o, = 0.2. Als Anfangsstérung wurden
Funktionen fiir « = 5 a;, 6 «, mit einer Amplitude
A = 0.24 eingefiihrt. Die Verformung des Grundprofils
dieser Stromung in Abhingigkeit von der Zeit zeigt
Bild 1.

Bild 2 zeigt die Entwicklung des Profils einer Grenz-
schichtstrémung. Gezeichnet sind die Profile fiir t = 1,
10, 20, 30, groBere Zeiten bringen keine wesentlichen
Anderungen mehr.

Als Gesamtaussage des Modells ,,ebene Stérung mit end-
licher Amplitude” wird zusammengefaft:

— die erhaltenen kritischen Reynoldszahlen liegen er-
heblich niher an den experimentellen Werten
(Poiseuillestrsmung Rey i ~2380) [5],

— die anzusetzenden bzw. sich wihrend der Integration
einstellenden Stéramplituden liegen in der GroBen-
ordnung turbulenter Stérungen,

— die berechneten Grundprofile entsprechen in keiner
Weise dem experimentell bekannten Aussehen turbu-
lenter Stromungen; selbst wenn den aus der Literatur
bekannten MeBergebnissen in Wandnihe ein erhebli-
cher Fehler unterstellt werden muf — insbesondere
verstoBen viele dieser Ergebnisse gegen den Zusam-
menhang zwischen Geschwindigkeitsgradient an der
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Wand, Wandschubspannung und Druckverlust in Stro-
mungsrichtung —, kann nur ausgesagt werden, da das
Modell weder zur angeniherten Berechnung der Ge-
schwindigkeitsverteilung noch zur Berechnung der
Widerstandserh8hung verwendbar ist.

6. Modell einer Storung durch Langswirbel

Die Aussagen in Abschnitt 5. legen nahe, daf in turbu-
lenten Strémungen weitere Storungselemente wirksam
sind. Dafiir kommen vor allem Stérungen durch Lings-
wirbel 7, in Frage, die im ebenen Modell ausgeschlos-
sen wurden.

Um diesen Effekt zu untersuchen, wurde zunichst eine
reine Langswirbelstérung nach

Y = f(y) “exp(8t) *sinkz, 7v,=0 (5)
X i y

angenommen. Diese Stérung kann nur gedimpft sein,
da sie keinen Antrieb erfihrt. Die Losung fiir kleine St6-
rungen folgt aus Eigenwertaufgabe aus Gleichung (1a)
und der Kontinuititsgleichung durch Streichung simtli-
cher Ableitungen nach x und Linearisierung '

Xy g Dy
oy z dy 0z
_ g g Y
cz-—y, ¢y == 3, g —Ag-="f
oy _ Py P ()
i R = TR
s 2 Gt 5 L ST kg

8(g—Ng) = v(d) -2 g"+Mp);



Als Randbedingungen werden fiir die Kanalstrémung g,
g = 0 bei y = 0, 2 verlangt. Fiir die Grenzschichtstro-
mung gilt g, g’ = O beiy = 0 und g = 0 fiir y - oo.

Die konstanten Koeffizienten gestatten eine geschlos-
sene Losung. Die Eigenwerte nichttrivialer Lésungen
werden durch die Wurzeln der transzendenten Glei-
chung

Xt A = S i —%_v

1 4
.. 6 ) 2 .
mit —— —A2>0, d. h. 5 < — \“ ausgedriickt.
14

Die Berechnung des Eigenwertes & gelingt numerisch.

Bei grobem A gilt niherungsweise

2

§=—1N2(1+ ——) )
4N=1)2".

Entsprechend der Erwartung sind die Stérungen durch

Langswirbel gedimpft. Eine derartige Stérung kann nur

infolge eines entsprechenden Antriebs entstehen und

existieren. Wenn diese Frage zunichst offen gelassen

wird, kann die nichtlineare Wechselwirkung mit der

Grundstromung berechnet werden.

Dazu wird die x-Komponente der Navier-Stokesschen

Gleichungen mit

Cx = Cxo (¥) * cx1 (y) * coshz ®)
und den aus der Eigenlésung (6) folgenden Komponen-

gp mub bei der

ten cy, ¢, integriert. Der DruckgradientT

Kanalstrémung so korrigiert werden, dab der geforderte
Durchsatz eingehalten wird. Dagegen darf bei der Grenz-

schichtstromung g—g nicht verindert werden, jedoch muf
X

eine entsprechende Anderung der, Grenzschichtdicke vor-
gesehen werden. Zusitzlich konnen im Rechenschema
die durch Einwirkung der Stérung (5) auf sich selbst ent-
stehenden Oberschwingungen beriicksichtigt werden.

Die nach diesem Schema berechneten Geschwindigkeits-
verteilungen fiir die Kanalstromung Re = 3333, die
Langswirbelwellenzahlen A = 2; 5; 10 und einige Ampli-
tuden zeigt Bild 3.

Das Bild belegt anschaulich, daf durch die Einwirkung
der Langsverwirbelung die Geschwindigkeitsprofile leicht
zu den typischen turbulenten Profilen verformt werden.
Besonders sei auf die geringen Amplituden hingewiesen,
die bereits erhebliche Verformungen hervorrufen.

Fiir Grenzschichtstromungen wurden Proberechnungen
mit demselben Algorithmus bei geiinderten Randbedin-
gungen und Verzicht auf Korrektur des Druckgradien-

ten 2—5 angestellt. Die Rechnungen brachten ebenfalls
eine erhebliche Zuanhme des Geschwindigkeitsgradien-
ten an der Wand. Andererseits mufs unbedingt die str-
kere Zunahme der Grenzschichtdicke beriicksichtigt wer-
den, was nur im Rahmen eines vollstindigen Grenz-
schichtrechenverfahrens méglich ist. Das wurde mit
Riicksicht auf den ohnehin nur qualitativen Charakter
dieses Modells unterlassen.

Es verbleibt die Aufgabe, die diese Lingswirbel anregen-
den Ursachen zu finden.

4
Y A=5 A=0.006_
A=5,A=0.01] |
o 1
A=10,A=0.003
|A=10,A=0.0
| A=2,A=D.006
05 |
A=10,A+0.003
A=10,A=0.006
o /, A=5,A4=0.006
/ “A=5, A= 0.001
A=2, A=0.006
4 0.2 04 06 T R
Bild 3

Profile einer durch Lingswirbel gestérten Poiseuillestromung mit

Re = 3333
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7. Verhalten einer raumlichen Storung in einer
bereits durch ebene Stérung verformten
Grundstromung

Eine Strémung sei bereits durch eine ebene Storung ver-
formt.

In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, dafi diese Sto-
rung fiir sich im Gleichgewicht sei und zeitlich unver-
indert erhalten bleibt.

Hinzu kommt eine riumliche Stérung, deren zeitliche
Anfachung oder Dimpfung als Eigenwertaufgabe unter-
sucht werden soll.

Als grundlegender Ansatz werde das Vektorpotential

9 ,
A, (5 y,2,t)= .:Ei) (f'io (y) cosif + gi'o(y) sini £) (9a)

+(fo1(y) * £11(y) cost
+ g1 1(y) sin£) coshz* exp (8t)

A & y,2.9) = (£ (y) + £ (y) cost
+ g1 (y) sinf) sinAz * exp (8t) (9b)

verwendet. Aus der vorausgesetzten Quellenfreiheit folgt
damit

g (a(fy sin —gp cosf)
+A(fgq +f11 cosE + gy sin§))sinAz  exp(8t) . (10)

Aus diesem Vektorpotential folgen nach (2) und (3) die
Geschwindigkeits- und die Rotationskomponenten. Die-
se werden in (1) eingesetzt. Die quadratischen Terme
liefern Produkte der trigonometrischen Funktionen von
£ bzw. Az, die mittels der Additionstheoreme der trigo-
nometrischen Funktionen entwickelt werden.

003}
d

0.014

Die gesamte Entwicklung ist an sich elementar, aber
aufierordentlich langwierig und soll deshalb hier iiber-
gangen werden. Als Ergebnis der Linearisierung und Be-
schrinkung auf die exp(8t) enthaltenden Funktionen
entstehen 6 gekoppelte gewohnliche Differentialglei-
chungen 5. Ordnung — der Ansatz (9) enthilt die erste
Ableitung der Eigenfunktionen — fiir die 6 Funktionen
f91- f11, 811> fo- f1, g1 und den Eigenwert &. Die Inte-
tration der Differentialgleichungen iiber y erfolgt wieder
numerisch mittels Ersatz durch entsprechende Differen-
zengleichungen.

Die ungerade Ordnung fordert ein System von Differen-
zenkoeffizienten, das die jeweiligen Ableitungen fiir die
Mitten zwischen den Stiitzstellen ausdriickt, andernfalls
wird die Integration instabil.

Zur Stabilititsuntersuchung werden die Parameter a, §, v
und die Funktionen fyq, f; ¢, 810, 20, £20 vorgegeben.
Die (Quer-)Wellenzahl A der riumlichen Stérung wird
zunichst beliebig angenommen.

Als Beispiel zeigt Bild 4 das Anregungsverhalten einer

rdumlichen Stérung mit A = 1 in einer Kanalstromung,
die durch eine ebene Stérung mit & = 1; % = 0.35 und

den Amplituden A = 0.004 bzw. 0.006 verformt wurde.
Das Ergebnis der Rechnung iiberrascht vor allem durch
die Betrige des Faktors &, die stark von der Amplitude
der ebenen Stérung abhingen und verhiltnismibig grob
sind. Daraus ist zu schluBifolgern, daB die rdumliche St&-
rung ihre Energie aus der ebenen Stérung entnimmt.
Derartige Rechnungen wurden auch fiir Grenzschichten
nach dem Pohlhausenansatz (4) mit b* = b fir A = 0 —
Plattengrenzschicht — und die verzogerte Stromung
A = -1 angestellt. Es wurde eine ebene Storung

b (DGR g - cost

=% / T T
[ 0500 / 1o 4.5 0%

Re

Bild 4
Anregung einer riumlichen Storung A = 1 in einer bereits ge-
stérten ebenen Kanalstrémung; ebene Stérung = 1, f/ai = 0.35
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mite=1,-=07...09,A=001

angenommen. Die Querwellenzahl der riumlichen Sts-
rung war A = 1. Die erhaltenen Anregungsfaktoren zeigt
Bild 5. Die Abhingigkeit der Anregung von der Phasen-
geschwindigkeit der ebenen Stérung und der Form des
Grundprofils ist gering.
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Bild 5

Anregung einer riumlichen Storung A = 1 in Grenzschichtstré-
mungen A = 0, —1, Re = 3333; ebene Stérung a = 1, A = 0.01,
Bla=0.7...0.9

Das Ergebnis des in diesem Abschnitt untersuchten Mo-
dells wird zusammengefafst durch die Aussagen

— die durch ebene Storung verformte Stromung wird
bereits bei ganz geringen Amplituden instabil gegen
riumliche Stérungen mit identischer Lingswellen-
zahl und Phasengeschwindigkeit,

— die Grenzwerte der Amplituden liegen in der Gro-
Benordnung der Turbulenzgrade, die im Experiment
die Beobachtung der Anregung Tollmienscher Wellen
unméglich machen [7],

— bei Amplituden der ebenen Stérung in der Gréfen-
ordnung der ‘gemessenen Turbulenzgrade turbulenter
Stromungen wird die Anregung der riumlichen Sto-
rung derart grofs, dab ein umgehendes Zerfallen der
ebenen Stérung erwartet werden muf,

— das Modell kann zumindest qualitativ der Erfassung
des Einflusses des Turbulenzgrades auf die Grenz-
schichtentwicklung zugrundegelegt werden, indem die
willkiirlich angenommene oder als Tollmiensche
Schwingung aufgefafite ebene Stérung ersetzt wird
durch aus der Turbulenz der Aufienstrémung zu er-
wartende Storungen,

— Zur Gestalt der als Eigenlésungen gefundenen Wirbel-
verteilungen sei bemerkt, daf es ringartige Strukturen
vorrangig in der x-z-Ebene sind mit deutlich ausge-
prigten Intensititsmaxima in der Nihe des Wandab-
standes, in dem die Phasengeschwindigkeit der ebe-
nen Stérung gleich der Geschwindigkeit der Grund-
strémung ist.

8. Entwicklung einer rdumlichen Stérung iiber
die Zeit

Das Modell gemifs Abschnitt 7. gestattet einige guali-
tative Aussagen iiber die zu erwartende Existenz raum-
licher Storungen. Es gestattet keine quantitativen Aus-
sagen iiber die Riickwirkung dieser raumlichen Stérung
auf die Grundstrémung und die ebene Stérung, da die
raumliche Storung als von geringer Amplitude vorausge-
setzt werden mulfste.

Gerade diese Kopplung zwischen ebener und raumlicher
Stérung muf jedoch als wesentliches Element der turbu-
lenten Stromung angesehen werden. Diese Forderung
kann nur im Rahmen einer Anfangswertintegration der
vollstindigen #umlichen Strémung iiber die Zeit er-
fiilllt werden.

Dieses Vorgehen besitzt die Nachteile, daf unmittelbare
Stabilititsaussagen nicht méglich sind und daB die An-
fangsbedingungen und zugrundezulegenden Wellenzahlen
angenommen werden miissen. Diese Nachteile kénnen
durch hinreichend grofie Integrationsdauer iiberwunden
werden.

Der zugrundezulegende Ansatz wird wieder als Vektor-
potential dhnlich (9), (10) ausgedriickt.

2 3
A,y oz )= T I (f(y,t)cosit
j=0 i=0

* gij (y, 1) sini§) cosjAz
(11)

2 3 '
Ay y 2, 0)= T T (f(y,1) cosif
i=1 i=0

+ ij (3»t) sini §) sinjAz
Aus der Quellenfreiheit folgt fiir Ay

2 3
£v,z,t)= 2 Z (fGMf; —iag;:) dycosif
Ay( ¥, 2, t) j=1i=1( g ij gl]) y a2)
+ (g + ia?ij) dy sini£) sinjAz2)

Im folgenden sollen die Komponenten der Geschwindig-
keit und der Rotation fiir jeweils ein Reihenglied i, j an-
gegeben werden (k2 = (i@)2 + (jA)2, Ableitungen partiell
nach y):
ox = ((fij —IAS(GMy; — i gy;) dy) cosig V
+ (gij —JA S (ihg *ia f;) dy) sinif) cosiAz  (13)
Cy = ((j)\?ij * iag;;) cosif
& (Jkgu = iafu) smlé) COSj)\Z
¢z = ((iaf (iAg; +iafy) dy — 1) cosit
*(—iaf (jAL; —ieg;) dy — gij) sini) sinjAz
Yo == (£ — k2 ;) cosit + (g —*2g;;) sini) sinj Az
2) Im Gegensatz zum Ansatz (19) wird in (11) von den Funk-
tionen anstelle der Ableitungen ausgegangen. Zwar tritt in
(12) das storende Integral auf, dafiir bleibt das gesamte Sy-

stem aber von 4. Ordnung iiber y und kann leichter integriert
werden.
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7y =_«fo1:| = iagi’j —k2- f(]xfu = lagu) dy) cosi§
+ (jhggj +ia £ — k2 S (\gy; +iafy;) dy) sini£) sinj Az

” P o
T2 =—((£; —k2 f;;) cosi + (gj; —k2 gij) sinif) cosj )\z.( )

Ein beliebiger Momentzustand wird fiir j = 0...2,
i=0...3,d. h. einschlieBlichder - Grundstrdmung durch
die insgesamt 20 Funktionspaare f;;, gij bzw. f;;, g;; aus-
gedriickt. Damit kann ein Rechenablauf begonnen wer-
den, der in folgenden Schritten zu den Anderungen der
vorgenannten Funktionen mit der Zeit fiihrt:

— Fiir jede der insgesamt 40 Funktionen werden die 1.
bis 4. Ableitung und das Integral iibery —aby = 0 —
fiir jede Stiitzstelle iiber y berechnet.

— Anhand dieser Werte konnen fiir jede Stiitzstelle die
Fourierkoeffizienten der Entwicklungen

2 3
F=2 Z (RlJ cosi§ + Iij sini§) cosjAz (154a)
j=0i=0
fiir die Terme

oy Boy B, W

— el i A .
cx7cya dx ) ax1 711 A% ) ay ) 727

2 3
F=2 Z (RU cosi§ + Iij sini§) sinjAz (15b)
j=1i=0
fiir die Terme
dc, Ocy dcy 0y, 07x 07,

B Gl o Ay, s
Cgz» x ) oz ) 2% ) 7x1 7}” % ) ay ) oz ) 7x )
2 3
b e z z (Ry; cosif +I;; sinif) cosjAz (15¢)

- dc, 37,‘
fiir die Terme T

berechnet und abgespeichert werden.

— Aus der Verkniipfung der vorstehenden Fourier-
koeffizienten entsprechend den Bewegungsgleichun-

o T o,
gen fiir 5 (la) und T (1c) entstehen anhand der
Additionstheoreme fiir jede y-Stiitzstelle Fourierent-

wicklungen der Art (15b) fiir g% und der Art (15a)
9%
fiir 5
Eine der Gleichungen (1) ist redundant und wird
ohnehin durch die Bedingung divy = O ausgedriickt.
Entsprechend Ansatz (11) wird (1b) gestrichen.

a’)’z X afl

— i

oY
— Die Umwertung der Grofen — und P
ag—ij ot ot ot

3% erfordert die Integration der Differentialglei-

chungen (14a) und (14c) unter Einhaltung der an die
Funktionen zu stellenden Randbedingungen. Das ge-
schieht wieder durch Ersatz der Differentialgleichun-
gen durch entsprechende Differenzengleichungen, die
als linke Seite eines linearen Gleichungssystems ein-
gefiihrt werden. Diese linken Seiten sind fiir jeweils
ein Wertepaar i, j identisch. Die Umwertung ge-
schieht fiir jeweils ein Fourierglied, in dem dieses
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als rechte Seite eingefiihrt und das Gleichungssystem
gelost wird. ,

Die so berechneten Anstiege g—f ; gji—werden in ein An-

fangswertaufgaben-Integrationsverfahren eingesetzt und
durch entsprechend hiufige Wiederholung die Entwick-.
lung der Stérung iiber die gewiinschte Zeit berechnet.
Praktisch bewihrt hat sich dafiir nur das Runge-Kutta-
Verfahren mit automatischer Fehlerkontrolle und
Bchrittweiten-Korrektur.

Als Randbedingungen miissen das Verschwinden der Ge-
schwindigkeitskomponenten auf festen Winden, das Ab-
klingen der Storung im Unendlichen oder entsprechende
Symmetriebedingungen gefordert werden. Im Rechen-
programm wurde nur der Fall , symmetrische Kanalstro-
mung” ausgefiihrt. Die formelmifBige Definition der
Randbedingungen soll auch nur fiir diesen Fall angege-
ben werden. Die Randbedingung c,, ¢y, ¢, filhrt anhand
(13) unmittelbar zu den Forderungen

JMG ¢ iag, jAE; — iafy = 0 (16)

7 o ' N
Of(ﬂ\fij —iag;) dy, ({(ﬁ\gij tiaf;)dy =0

bei y = 0 auf der Wand bzw. auf beiden Winden.

Das System (16) ergibt fiir jedes Fourierglied genau die
16 Gleichungen, die zur eindeutigen Festlegung der je-
weils 4 Funktionen bei 4. Ordnung der Differentialglei-
chungen notwendig sind.

Praktisch ergeben sich einige Schwierigkeiten. Bei der
Ausfiihrung der Integration (16c¢) stellen sich Fehler ein,
die korrigiert werden miissen. Bei Ausnutzung der Sym-
metriebedingungen in Kanalmitte, was zur Rechenzeit-
ersparnis sehr sinnvoll ist, wird die Endrandbedingung
durch die Mittenbedingungen beiy = 1

fij» 8ij» _f—ij’ Eij geradesymmetrisch, wenn i + j ungerade,

fij’ gij» fij’ gij ungeradesymmetrisch, wenn i + j gerade,
. 17)
ersetzt. Diese Mittenbedingungen filhren zu einer ent-
sprechenden Bedingung fiir die Integrale (16c). Diese
Integrale sollen fiir die Fille i +j = ungerade bei y = 1
verschwinden. Da das bei der Integration nicht eintritt,
miissen die betreffenden Funktionen bzw. ihre Anderun-
gen mit der Zeit entsprechend korrigiert werden.

Mit dem in diesem Abschnitt beschriebenen Verfahren
wurde die Entwicklung riumlicher Stérungen in Kanal-
strémungen integriert. Es werden zwei Rechenfille dar-
gestellt. Beide beginnen zum Zeitpunkt t = 0 mit einer
Poiseuillestrémung, in der sich eine Stérbewegung mit

der Lingswellenzahl o = 1.2, Phasengeschwindigkeit

Z—= 0:3 und A = 0.16 und der Querwellenzahl A = 1.5

und A = 0.12 befindet.

Die Wellenzahlen liegen etwa an der Stelle grobter Anre-
gungen im Modell ebene Stérung — fiir « — und im Mo-
dell nach Abschnitt 7. — fiir A —.

Die Integration iiber y erfolgte mit 48 Stiitzstellen.
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Grundprofil einer Kanalstrémung Re = 10400 fiir t = 10 bis 40,
gemessenes Profil einer Rohrstromung Revergl. = 27000

Bild 6 zeigt das Grundprofil einer Kanalstrémung mit
Re = 3333 fiir den Bereich t = 12 bis 60 in Schritten von
t = 12. Die berechneten Funktionswerte wurden zur Ver-
besserung der Ubersichtlichkeit nicht mit Kurvenziigen
verbunden.

Da in der Literatur keine gemessenen Kanalstromungen
passender Reynoldszahl zu finden war, wurde das Profil

einer turbulenten Rohrstrémung mit anhand des hydrau-
lischen Radius vergleichbarer Re-Zahl eingezeichnet. In
Wandnihe zeigt sich der immer viel zu grof gemessene
Geschwindigkeitsgradient.
Deshalb wurde der aus dem Druckabfall zu erwartende
Gradient mit eingetragen. Insgesamt ist eine befriedigen-
de Ubereinstimmung des Grundprofils und eine sehr gute
Ubereinstimmung des Wandgradienten zu erkennen.
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Bild 7 zeigt denselben Sachverhalt fiir eine Kanalstro-
mung mit Re = 10400, Zeitbereich t = 10 bis 40. Wih-
rend der Wandgradient wieder iibereinstimmt, zeigt das
Geschwindigkeitsprofil besonders in Kanalmitte wesent-
liche Abweichungen. Die in der Rechnung beriicksichtig-
ten Fourierglieder reichen fiir diese Reynoldszahl kaum
noch aus. Eine Einschrinkung bringt auch die Randbe-
dingung iiber die Symmetrie der Fourierglieder. Jedes
Fourierglied muB gemifs (17) entweder gerade- oder un-
geradesymmetrisch sein, Diese aus dem linearisierten
ebenen Modell iibernommene Bedingung stort bei der
hohen Reynoldszahl insbesondere deshalb, weil sich die
Intensitit der Stérbewegung in der Kanalmitte verhilt-
nismiBig groB einstellt.

Die Gesamteinschitzung des in diesem Abschnitt darge-
legten Modells einer turbulenten Strémung wird im fol-
genden zusammengefaft:

— Trotz der verhiltnismiBig geringen Anzahl beriick-
sichtigter Oberschwingungen entsteht ein den Mefer-
gebnissen dhnliches Grundprofil.

— Die Berechnung des durch die turbulente Bewegung
entstehenden zusiitzlichen Druckabfalls erscheint mit
guter Genauigkeit méglich.

— Die Amplituden der sich wihrend der Integration
einstellenden Storbewegung entsprechen etwa den in
turbulenten Stromungen gemessenen Turbulenzgra-
den.

— Der Rechenaufwand ist sehr gro§. Die in Bild 6 und 7
dargesteliten Ergebnisse erforderten jeweils ca.
4 x 10% Rechenoperationen. Mit hoheren Reynolds-
zahlen steigt diese Zahl weiter an.

9. Zusammenfassung

Der Aufsatz stellt finf mathematische Modelle fiir tur-
bulente Stromungen vor und vergleicht deren Ergebnis-
se vor allem anhand der berechneten Profile der Grund-
stromung. ‘

Das ebene Modell gibt keine befriedigende Erklirung fiir
die Entstehung des Profils einer turbulenten Strémung
und fiir die Wiederstandserhéhung. Diese Erklidrung gibt
nur ein Modell, das eine allgemeine riumliche Storung
zugrundelegt und dessen wesentliche Parameter aus dem
ebenen Modell und aus einer Untersuchung der Stabilitit
gegen zusitzliche riumliche Stérungen entnommen wur-
den. Andererseits beweisen die Ergebnisse des raumli-
chen Modells, daf die Nachbildung zumindest der zeit-
gemittelten Eigenschaften der turbulenten Strémung
moglich ist.
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