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Zur Verifikation der Normalenregel in der Plastizitatstheorie

Reiner KreiBig, Joachim Schindler

1. Konstitutive Gleichungen der klassischen
Plastizititstheorie

Das Postulat der FlieBgrenze, d. h. die Annahme der
Existenz einer Fliefifliche im g, ®-Spannungs-Tempera-
tur-Raum, dargestellt durch dle Fliebfunktion (Fliek-
bedingung)

F(g,9h,k)=0 , (1)

bildet die fundamentale Basis der klassischen Plastizi-
titstheorie [1]. Die durch (1) definierte Flieffliche be-
grenzt den konvexen FlieBkérper, dessen innere Punkte
(F < 0) Spannungszustinde im elastischen Bereich und
dessen Randpunkte (F = 0) Spannungszustinde an der
jeweiligen Fliebgrenze reprisentieren [2]. Im Rahmen
des Konzepts der inneren Variablen wird mit den in F
als Argumente auftretenden Funktionen h; und k; der
EinfluBf der Belastungsgeschichte im plastischen Bereich
erfafit (vgl. [3]). Dabei sind die inneren Variablen
k, Skalare und die h, symmetrische Tensoren zweiter
Stufe, aus denen sich durch Tensormultiplikation mit
und ohne Verjiingung Tensoren beliebiger Stufe bilden

lassen.

Aus der Verallgemeinerung des einachsigen Zug-Druck-
Versuches im plastischen Bereich (Zusammenhang zwi-
schen dem plastischen Anteil der Deformations- und
der Spannungsgeschwindigkeit) entsteht eine weitere
Grundgleichung, die FlieGregel
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Wihrend A eine skalare Funktion des augenblicklichen
Zustands und der Belastungsgeschwindigkeit

A= f(g,9h;k;, 9, 9)

verkorpert, legt der Einheitstensor p die ,,Richtung”
des plastischen Anteils des Deformationsgeschwin-
digkeitstensors dP! fest. Wird die Giltigkeit des Prinzips
vom Maximum der plastischen ,,Arbeit” vorausgesetzt,
stimmen die Richtungen von dpl und der Normalen zur
FlieBfliche F =
iiberein. Daraus folgt eine spezielle Form von (2), die
sogenannte Normalenregel oder assoziierte FlieBregel
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Entsprechend (3) ist die FlieBfunktion (1) gleichzeitig
eine plastische Potentialfunktion.

Vervollstindigt werden die Grundgleichungen der klas-
sischen Plastizititstheorie durch die Verfestigungsregel
(Evolutionsgleichungen). Da sich die weiteren Betrach-
tungen auf die Fliebregel der Form (3) beschrinken, sei
nur noch die allgemeine Struktur der Verfestigungsregel
hi = £ (g 9 €PL by k)
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ki = g (g, 9 Pl by, k) X

angegeben (vgl. [4]).

2. Experimentelle und theoretische Grundlagen

Zur Erfassung der Anfangs- und Verformungsanisotro-
pie des Tiefziehblechs StTZuA2 wurden im zweiachsigen
Hauptspannungszustand FlieBortkurven experimentell
ermittelt [5]. In allen Versuchen erfolgte die Definition
der FlieBigrenze mittels der Prandtl-Idealisierung, wel-
che in der Gleichsetzung von Proportionalitiits- und
FlieBgrenze besteht. Hierbei ist es notwendig, die Pro-
portionalititsgrenze nur so weit zu iiberschreiten, daB
zwar einerseits ihr sicheres Erkennen moglich wird,
andererseits aber keine zu grofe Verfestigung auftritt
(Bild 1). Auf Grund der sehr kleinen Verzerrungen in
diesen Versuchen bestehen zwischen den wahren Haupt-
spannungen 0y; und 0,, (Koordinaten des Cauchy-
schen Spannungstensors) sowie den technischen Span-
nungen keine signifikanten Unterschiede. Nach dem
Aufbringen der Vorverformungen als Voraussetzung
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Annahme der Identitit von Proportionalitits- und Fliefgrenze



fir die Messung von FolgeflieBortkurven miissen jedoch
bei der Berechnung der Spannungen die aktuellen
Querschnittsflichen der entsprechenden Verformungs-
stufe erfafit werden.

Unter Verwendung raumfester, kartesischer Koordina-
ten (Eulersche Betrachtungsweise) lauten die Koordina-
ten des Deformationsgeschwindigkeitstensors
1 aVl avj
& = 3(5o+=))
2 axj ox;

1

(v; Koordinaten des augenblicklichen Geschwindigkeits-
feldes v (x, t)). Mit vy (x5 = 1;/2) = 1;/2 und vy (x5 =
15/2) = Ip/2 erhilt man im Bereich der Gleichmafideh-
nung (Bild 2)

dll = ll/ll N d22 = 12/]2 4 (5)
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Homogenes MeBigebiet unter zweiachsiger Zugbelastung

Da es sich bei der Uberschreitung der FlieBgrenze zwecks
ihrer Definition lediglich um kleine Anderungen im glei-
chen Zeitintervall handelt, kénnen dj; und dgg durch
die Zuwiichse des Henckyschen VerzerrungsmaGes

q H ‘
AEI = Al]/ll , A62 = A12/12 (6)

mit den Lingen l; und ly zu Beginn des Belastungs-
schrittes genihert werden. In den Experimenten lassen
sich natiirlich nur die Anderungen der Gesamtverzerrun-
gen messen, so daB ihre Trennung der konstitutiven An-
nahme

AGP! = AL Al
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bedarf. Es erscheint als gerechtfertigt, die sehr kleinen,
elastischen Verzerrungsinderungen mit Hilfe des erwei-
terten Hookeschen Gesetzes zu berechnen. Eine Elimi-

H
nation der Aeiel durch Wegnahme der Belastungs-

steigerung war infolge der beim Entlastungsvorgang un-
definierten Reibungsverhiltnisse der eingesetzten Priif-
maschine nicht méglich.

3. Versuchsauswertung

Von den vorliegenden, experimentellen Ergebnissen
[5], [6] wurde hinsichtlich der Giiltigkeit der Normalen-
regel nur der Vorbelastungsweg einachsiger Zug in Walz-
richtung (x; -Richtung) ausgewertet, weil hier neben der
Anfangsfliebortkurve drei FolgeflieBortkurven vorlagen
(Bild 3). Zur Approximation der Mefpunkte der Flief-
ortkurven auf der Basis eines vollstindigen, quadrati-
schen Ansatzes der Fliebfunktion

—— AnfangsflieBortkurve (AFK)
——— 1. FolgeftieBortkurve (1 FFK)
—-— 2. FolgeflieBortkurve(2 FFK)
—--— 3, FolgeflieBortkurve(3FFK)

Bild 3
AnfangsflieBortkurve und FolgeflieBortkurven bei einachsiger
Vorbelastung in Walzrichtung

Tabelle 1
Theoretische und experimentelle Neigungswinkel ¢ der Flies-
ortkurven nach Bild 3 (Angaben in Grad)

AFK 1FFK 2.FFK 3.FFK

O | Yo | O | D | O | Pex | Wtn | Pex

0 ~-355 | ~381 | -320-|-29% | -334 | -357 | -334¢ | -351

225 | -187 |-215 | - 67 | -5 =85 1 =9¢ =75 |-1p.

37 181 157 391 394 404 | 489 606 | 635

50 68,2 048 8768 | 830 | 1027 | 981 | 1080 | 1040

645 | 1075 | 1029 | 1146 | M,1 | 1206 | 1240 | 1242 | 1201

90 | 1267 | 1252 | 1307 | 1321 | 1328 | 1367 | 1345 | 1374
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g =g B - 2 =
F(0;) = Ky 019" — 20y 0p9 + K3 099" + 2K, 07

(G; = o/01170> 01170 AnfangsflieBspannung in

Walzrichtung) dienten verschiedene Methoden [6].

Mit den nunmehr bekannten Materialkennwerten konn-
ten die theoretischen Neigungswinkel 3, der Normalen
der FlieBortkurven ermittelt werden. Fiir die Festlegung
der experimentellen Werte ¢, in den Schnittpunkten
der FlieGortkurven mit den unter den Winkeln § ge-
neigten Belastungsgeraden bildete die in 2. beschriebene
Vorgehensweise die Grundlage.

Wie der Vergleich dieser in der Tabelle 1 gegeniiber-
gestellten Winkel ergibt, erreichen die Abweichungen nur
in 20 % der untersuchten Punkte den Bereich Ay = 4,0
bis 4,6°. Auf Grund der Genauigkeitsgrenzen des ein-
gesetzten MeBverfahrens [6] und der unterschiedlichen
Vorzeichen der Fehler diirfen die Ergebnisse als eine
Bestiitigung der Giiltigkeit der Normalenregel fiir das
Tiefziehblech StTZuA2 und den betrachteten Bela-
stungsweg gewertet werden.
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