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GroBe Deformationen rotationssymmetrischer Schalen
aus Elastomer- Werkstoften unter Innendruck

Viktor Aleksandrovi¢ Fjedorov

1. Einfithrung

Das Deformationsverhalten von Schalen aus Elastomer-
Werkstoffen, die in pneumatischen und hydraulischen
Anlagen Anwendung finden, wird durch stark nicht-
linearc Differentialgleichungen beschrieben [1] bis [3].
Deren numerische Integration st6fit auf wesentliche
Schwierigkeiten. Der vorliegende Beitrag stellt eine Auf-
gabenformulierung vor, die auf dem Verringern der Ord-
nung des zu losenden Gleichungssystems beruht und
die die Ermittlung des Spannungs- und Deformations-
zustandes der Schale ohne Lésung der Randwertauf-
gabe ermoglicht.

2. Aufgabenformulierung

ks wird eine diinne axialsymmetrische Schale mit belie-
biger Meridianform betrachtet. Die Dicke kann lings des
Meridians variabel sein. Die Schale ist entweder geschlos-
sen oder hat starre Boden. Sie wird durch Innendruck
q, und auf die Boden einwirkende Krifte F belastet
(Bild 1). Das Material, aus dem die Schale besteht, ge-
stattet beliebig grobe Deformationen. Die Moglichkeit
der Bildung von ,.Falten™ in der Schale bei einachsigem
Spannungszustand wird ausgeschlossen.

Bild 1
Schale mit starren Béden bei Belastung durch Innendruck und
Einzelkriifte

Die Bewegungen der Schale werden im matcriellen Koor-
dinatensystem betraciitet. Dabei wird das materielle
Koordinatensystem in die Schalenmittelfliche gelegt.
Die értliche Geometrie der axialsymmetrischen Schale
wird damit vollstindig durch die ecrste quadratische
Form definiert

dhz = \]-, d&z + A22 (192 (1)
o dimensionslose Meridiankoordinate (0 <a < 1).

© Winkelkoordinate (0 < © < 2r),

A1, Ay Lamésche Parameter.

Aufgrund der Axialsymmetrie hiingen alle Funktionen
nur von & ab.

Als Hauptunbekannte, die den Deformationszustand der
Schale kennzeichnen, werden die Lameéschen Parameter
angenommen. Der Vorteil dieser Vorgehensweise lift
sich wie folgt begrinden: die Lameschen Parameter
haben im Sinne der Diflerentiation die gleiche Grofen-
ordnung wie die Hauptdeformationen. Daher haben
die Gleichungen mit den Lameschen Parametern eine
geringere GroBfenordnung im Vergleich zur Beschrei-
bung der. Schalengeometrie mit Verschiebungsvektoren
(Ortsvektoren), da diese Integrale der Hanptdeformatio-
nen sind.

Die geometrischen Beziehungen lassen sich bei Beriick-
sichtigung der Axialsymmetrie in folgender spezieller
Form der Gauss-Kodazzi-Gleichung angeben
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kj, kg sind die Hauptkriimmungen.

Eine Verringerung der Ordnung dieser Gleichungen ist
moglich. Nach Ausschlub der Meridiankriimmung k,
erhiilt man die Gleichung
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die in folgende umgeformt werden kann
d g5 1.8
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Das Integral der letzten Gleichung lautet
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Cist die noch zu hestimmende Integrationskonstante.
Da der Wert der Integrationskonstanten nicht von der
Schalenform abhiingt, kann sie besonders einfach am

Beispiel einer Zylinderschale bestimmt werden. Fiir
diese gilt

kg = /Ay, dAy/da = 0
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Nach Einsetzen in Gl. (4) erhilt man C = 1. Unter Be-
riicksichtigung des Wertes von C erhilt man aus den
Gln. (3) und (4) die expliziten Ausdriicke fiir die Haupt-

kriimmungen
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Diinne Schalen kénnen bei groben Deformationen als
momentenfrei angesehen werden, und die entsprechen-
den statischen Beziehungen kann man auf der Grundlage
der momentenfreien Theorie fiir Rotationsschalen [4]
formulieren. Das dort angefiihrte Integral der Gleichge-
wichtsbezichungen hat nach dem Ersetzen der Variab-
len durch die Variablen der vorliegenden Arbeit folgen-
des Ausschen:

Ty lgo * PITAF)]/ (2Ky).

. : (6)
Iy = (g —ky Ty) / ky

1. Ty sind die in Meridian- bzw. Umfangsrichtung ver-
tetlten kriifte.

Die Spannungen werden m der Schale unter Beriick-
sichtigung der Momenten(reiheit und einer der Kirch-
holf-Love-llypothesen ermittelt :

Ul = II /Ih. 02 = Tz/ll. 03 =) (7)

\l~ physikalische Beziehungen werden die Gln. fiir dax
nichtlineare elastische Material von Mooney verwendet.
Fiir den zweiach-igen Spannungszustand haben diese in
den Hauptkoordinaten folgendes \ussehen
Ry { e ._"A__)) RN A~ ) 8)
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A1y Ay Ay sind die Hauptdehnungen, €. Gy die Elasti-
zitiitshon~tanten.

Die Abhangigkeit der Metrik und der Schalendicke von
den Forminderungen wird in zuiistzlichen geometrischen
Hypothesen beriick~ichtigt.

A= NA?(-1,2).h-A PAS W/ A\ Ay) )

Die Gln. (9) verbinden die geometrischen Parameter der
Schale im deformierten und nichtdeformierten Zustand.
Die zweite Gl ist die Inkompressibilititshedingung.
Diese ist fiir kompressible Materialien durch nachfolgen-
de allgemeinere Gl. zu ersetzen:

h =23 h.
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3. Zur Methodik der numerischen Analyse

Das erhaltene System der Grundgleichungen hat eine
niedrigere Ordnung als die in [1] bis [3] angefiihrten.
Dies kommt besonders darin zum Ausdruck, daf keine
Dgln. numerisch gelost werden miissen.

Zur Auflésung des Systems (5) bis (9) wird ein Itera-
tionsverfahren mit Relaxation vorgeschlagen. Sein all-
gemeiner Algorithmus besteht aus folgenden Schritten:

1. Wahl der nullten Niherung fiir die Laméschen Para-
meter A;"(a), A,"(®) und die Dicke h"(®). Diese
entspricht dem nichtdeformierten Zustand (n = 0.
n — [terationsnummer)

2. Entsprechend (5) werden die Werte der Haupt-
kriimmungen ermittelt kl(")(a), kz(")(oz).

3. Entsprechend (0) und (7) werden die inneren Krifte
T,"(a), Ty"(a) sowie die Spannungen 0" (a).
0," (@) bestimmt.

4. Aus den Gln. (8) folgen die Werte fiir die Haupt-
dehnungen A, " (). A," ().

5. Nach den Formeln (9) werden die Lameschen Para-
meter verbessert: Kl" +1 (@). Kzn *H(a).

6. Uberpriifung. ob folgende CebySevsche Norm fiir
die Kopplungsglicder der Losung klein ist

K n+]_( n »\.n*l“._\n 3
e 8 Zeae 2 I}<e (10)
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€ ist die zulissige relative Abweichung der Rechnung.
Wenn die Bedingung (10) erfiillt ist, so wird der Itera-
tionsprozeB hier beendet.

. Erhéhung der Iterationsnummer um 1 und Berech-
nung folgender angeniherter geometrischer Para-
meter

APz AP+ (1-w) AP j= 1,2
ht = :\]0 ,\20 ho/(.-\l" \2“) (ll)

w ist der Relaxationsparameter.

8. Wiederholung des Algorithmus ab Punkt 2.

Einige Schritte des Algorithmus bediirfen noch weiterer
Erklarungen. Im Schritt 2 wurden die Ableitungen mit
Hilfe von Differenzengln. 2. Ordnung und einer Ge-
nauigkeit im gleichmafigen Netz bei einer Schrittweite
von Aa = 1/M berechnet. Die Knotennummer m = 0. 1.
...»M ist mit den Koordinaten folgendermafen ver-
bunden o, = mAa. Alle gesuchten Funktionen werden
auf diesem Netz ermittelt.

Im Schritt 4+ mus man fiir jeden Knotenpunkt des Netzes
ein nichtlineares Gleichungssystem in der Form (8)
I6sen. Fiir innere Schalenpunkte (0 < m < M) sind die
Hauptdehnungen die Unbekannten. Wenn die Rinder
mit starren Boden verbunden sind. so sind fiir die Rinder
(m=0,m=M) A" und A," die Unbekannten. Dabei gilt:
Ao" = 1 und A" ist entsprechend dem 3. Schritt des
Algorithmus zu berechnen. Die Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems erfolgt mit dem Verfahren von New-
ton. Als Anfangsniherung wird die Losung, die in den



entsprechenden Netzpunkten fiir die (n—1)-te Iteration
des allgemeinen Algorithmus erhalten wurde, verwendet.
Die nachfolgenden Iterationen werden bei Erfiillung
einer Bedingung fiir die Hauptdehnungen bei den ge-
mischten Iterationen des Newton-Verfahrens beendet:
)\ln,ﬁl _}\ln,) )\zn,ﬁ—l A
max 1 |

I} <e (12)
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j ist die lterationsnummer beim Newton-Verfahren,
€6 <<1L

Der Schritt 7 enthiilt die Anwendung eines Relaxations-
parameters. Dieser gestattet es, Einfluft auf die Konver-
genz des allgemeinen Algorithmus zu nehmen. Man kann
die in der vorliegenden Arbeit verwendete automatische
Korrektur dieses Parameters wihrend der Rechnung
empfehlen: wenn von Iteration zu Iteration die Norm
(12) groer wird (der Prozef beginnt zu divergieren), so
ist der Parameter w zu halbieren.

Aufgrund der starken Nichtlinearitit der Grundglei-
chungen kann es zu mehreren Lésungen kommen. Diese
sind mit der Existenz mehrerer Gleichgewichtszustinde
fir die Schale verbunden, die bei ein und derselben
Belastung auftreten kénnen. Bei Anwendungen ist es
meistens besonders wichtig, die Losung fiir einen sta-
bilen vorkritischen Zustand, der der Bedingung

qo*p_)o 01’0290

geniigt, zu ermitteln. AuBerdem sollten 0;, 0, stetig
von q, und p abhiingen. Die Erfiillung dieser Bedingun-
gen kann mit beliebiger Genauigkeit erfolgen, wenn die
Losung mit der vorgeschlagenen Methode fiir sich stu-
fenformig erhohende Belastungsparameter erfolgt:

q, =k Aq,, p=kAp, k=12,... K

Hier sind Aq, und Ap die Zuwiichse der Belastungs-
parameter. Die Liasung, die im k-ten Belastungsschritt
ermittelt wurde, wird als Anfangsniherung fiir den
(k+1)-ten Schritt verwendet. Die schrittweise Reali-
sierung der vorgeschlagenen Methode gestattet die Ver-
besserung der Konvergenz des Newton-Verfahrens bei
der Inversion der physikalischen Beziehungen.

In den Arbeiten, die der Lésung dhnlicher Aufgaben ge-
widmet sind [3], wird eine starke Empfindlichkeit des
numerischen Ergebnisses gegeniiber den Randbedingun-
gen und eine Instabilitit der Rechnung bei Erhéhung
der Schalenlinge erwiihnt. Der Grund dafiir ist die Nicht-
linearitit der Randwertaufgabe. Da die in dieser Arbeit
vorgeschlagene Vorgehensweise nicht mit der Lésung
einer Randwertaufgabe verbunden ist, kommt es hier
nicht zu diesen Schwierigkeiten.

4. Numerisches Beispiel

Die vorgeschlagene Methodik ist als Programm in PL/1
realisiert. Die Rechnungen wurden auf einer ESER-
Anlage vom Typ 1033 durchgefiihrt. Nachfolgend wird
ein Rechenbeispiel angefiihrt, wobei die Schale im unbe-
lasteten Zustand die Form eines Kegelstumpfes hat. Die
starren Béden haben die Radien 0,5 m und 0,3 m und
die Linge der Mantelfliche betrigt 0,5 m. Die Dicke der
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Bild 2
Formiinderungen der Schale bei Belastung
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Bild 3a

Spannungsverteilungen bei unterschiedlichen Belastungen

Bild 3b
Verteilung der Hauptdehnungen bei unterschiedlichen Bela-
stungen

Schale ist 10 mm. Das Material ist Gummi mit den Kon-
stanten C; = 300 kPa, Cy = 9,8 kPa.

Die Losung wurde fiir verschiedene Innendruckwerte
ermittelt. Bild 2 zeigt die Forminderungen der Schale
bei Belastung. Hier und auf den anderen Bildern ent-
spricht die Kurve 1 einem Druck von q, = 5,9 kPa, die
Kurve 2 — 9,8 kPa, die Kurve 3 — 11-8 kPa, die Kurve 4
— 12 kPa. Auf Bild 3a sind die Spannungsverteilungen
01 (Vollinien) und 65 (gestrichelte Linien) in Meridian-
richtung fiir verschiedene Druckwerte dargestellt. Die
Hauptdehnungen A (Vollinien), Ay (gestrichelte Linien)
und Ag (Strich-Punkt-Linien) sind auf Bild 3b enthalten.
Fiir das numerische Beispiel galten folgende Parameter:
M = 10, € = 2 *+ 10~3. Die Ergebnisse fiir den doppelten
M-Wert und den 4fach kleineren e-Wert lagen bei den
Spannungen im Bereich von weniger als 1 % Abweichung.
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