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Berechnung von Stabtragwerken aus diinnwandigen, offenen Profilen
unter Beriuicksichtigung des elastischen Knotenverhaltens

J. Griinder. D. Witt

1. Einleitung

Die Berechnung von Stabsystemen aus diinnwandigen,
offenen Profilstaben erfolgt in der Regel nach der Theo-
rie der Wolbkrafttorsion, z. B. von Wlassow [1]. Die
Stibe sind haufig in flichentragwerksartigen Knoten-
strukturen miteinander verbunden, die das Verhalten
des Gesamtsystems wesentlich beeinflussen. Im Knoten-
bereich ist die Giiltigkeit der Stabtheorie nicht mehr ge-
geben. Die Methode der Finiten Elemente (FEM) bietet
die Moglichkeit, diese Teile des Tragwerks zu berech-
nen. Die Kopplung der Substrukturen Stab und Knoten
fiihrt zu einem hybriden Berechnungsverfahren, das
folgende Vorteile bietet:

- Beriicksichtigung realer Knoteneleastizititen in der
Berechnung des Gesamttragwerkes,

— Erfassung komplizierter Knotengeometrien,

— Berechnung von Verformungen, Schnittgrofen und
Spannungen innerhalb der Knotenbereiche.

2. Voraussetzungen und allgemeine Festlegun-
gen

Das vorliegende Verfahren basiert auf folgenden Voraus-
setzungen:

- es treten nur kleine Verformungen auf,

— das Materialverhalten ist linear-elastisch und isotrop,

— die Stabachsen sind abschnittsweise gerade,

— inncrhalb der Stiibe gelten die Voraussetzungen der
WLASSOW=chen Theorie.

Des weiteren wird die Annahme getroffen, daf an den
('bergangsstellen zwischen Stiben und elastischen Kno-
tenstrukturen die Kompatibilitits: und Aquivalenz-
bedingungen fiir die jeweiligen Zustandsgrofen erfiillt
sind.

3. Steifigkeitsheziehungen des diinnwandigen
Stabs

Die Kinematik am diinnwandigen Stab wurde von
Wlassow in [1] umfassend dargelegt. So ergeben sich fiir
die Verschicbungen V_ und Vy eines Profilpunktes P
entsprechend Bild 1 die Beziehungen:
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Mit dem Winkel o zwischen der positiven x-Achse des
Stabkoordinatensy stems und der positiven s-Achse des
stets tangential an der Profilmittellinie gefiihrten
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Bild 1
Geometriebezichungen am Profilabschnitt des diinnwandigen
Stabes

{ s,m,N } -Systems (Bild 1) sind die Tangential-
und Normalverschiebung des Punktes P:

Vg = Vyocosa+Vy sinatr oy,
SN : 3.2)
Vp == Nes sma+\’y0 cosatr, 9,
mit den bekannten Beziehungen:
r, = xsina -y cosa
r, = xcosaty sina
Die Voraussetzungen der Stabtheorie fiihren auf:
Vs = V¥V, 5 =0 und (3.3)
Ton = Vn,z +Vz.n =9 (3.4)

Aus den Gleichungen (3.3) und (3.2) folgt die Verfor-
mung der Profilmittellinie in z-Richtung:

V62 = Vo) —4,(2) * X(9)
to(2) y(9) + 8(2) - w, (s) (3-5)
mit den Biegewinkeln:

o, = —V \ (3.6)

'yo,z; ‘py " Vxo.z

und der Verdrillung:

9= - Y12

Fithrt man einen Neigungswinkel um die Profilmittel-
linie

%= Vin

ein, ~o erhdlt man fiir ihn unter Bericksichtigung der
Beziehungen (3.4) und (3.2):

= <1 ‘08 +
Gy © Py sinat @ cosa t?rn.
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Bild 2

Kanonisches Differentialgleichungssystem des diinnwandigen
Stabes

Seine Anteile in Richtung der Querschnittsach~cn sind:

I_«-osza COSQ SINQ r"('osa_‘! r«.px—‘
! ? )¢y‘ (3.8)
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Diese Beziehungen finden bei der Formulierung der
Kompatibilitits=- und Aquivalenzbedingungen zwischen
Stab und elastischer Knotenstruktur Beriicksichtigung.
Die Differentialgleichungen des diinnwandigen Stabs
nach Theorie 1. Ordnung lassen sich in Form eines kano-
nischen DGL-Systems angeben (Bild 2). Dabei sind im
Spaltenvektor
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die Kraftgroben des Stabs zusammengefafit, der Spal-
tenvektor

\

st

=[V. V

T ‘
X0 Vzo Px ‘py #y 9] (3.10)

Yo
beinhaltet die zugeordneten Verformungsgrofen der
Stabachse. Die Matrixelemente P;j folgen aus:

1

Ps= = P E — reduzierter Elastizititsmodul
y E i

wobei

p*= A1

die Inverse der Querschnittskennwertematrix A ist.

Letztere wird mit dem Spaltenvektor:
2 = [y T

nach der Vorschrift:

A= [ ara dA
(A)
berechnet.

Dieses kanonische DGL-System wird numerisch inte-
griert. Als Ergebnis der numerischen Integration liegt
die Ubertragungsmatrix zwischen Stabanfang ‘A und
Stabende E in der Form:

S

Ve | [Un e y| [ YSA}
i 5

fsg | = ; U U £, fsn |

1 LQ"‘ o 1 L 1|

vor. Fir die weitere Verwendung der Ubertragungs-
matrix ist eine einheitliche Ausrichtung der Schnitt-
groben erforderlich, so dafs die Zuordnung:

- %
fsa= ~fsa

notwendig ist.

Durch Umordnung dieser Gleichungen erhilt man die

Steifigkeitsbeziehungen des Stabs:

. I 1. )
—Hep? XSJ {- Ue - Yy |
N |

: * 3 ! b4 e
Uy, -l—"ff'gvf_l LY-SE_} pr—gff.—l—fyf !pJ
Var, * fp, (3.11)
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4. Berechnung der Steifigkeitsmatrizen elasti-
scher Knotenstrukturen

Zur Berechnung der elastischen Knotenstrukturen
wird die Struktur mit finiten Scheiben-Platten-Ele-
menten vernetzt. Die verwendeten Grundelemente sind
rechteck- und dreieckformige Scheiben-Platten-Elemente
mit dem Freiheitsgrad 5 an jedem Eckknoten (Bild 3).

Bild 3
Kraft- und Verformungsgrofien an den verwendeten Elementen

Diese hybriden Gleichgewichtsmodelle setzen sich aus
einem Plattenelement mit:

- quadratischem Spannungsansatz im Inneren des
Elementes,

— Polynomansatz 3. Grades fiir die Randdurchbiegung,

— quadratischem  Ansatz fiir die Randverdrillung,

— linearem Ansatz fiir die Verdrehung

und einem Scheibenelement mit:

-- linearem Ansatz fiir die Spannungen im Inneren des
Elementes,

- linearem Ansatz fiir die Knotenverschiebungen

zusammen. Diese Elemente sind Bestandteil des Pro-
grammsystems AUTRA [2]. Die Elementsteifigkeits-
matrizen K, der Grundelemente werden zuniichst
in die Steifigkeitsmatrix Ky . des Makroelementes

(ME) eingeordnet. Diese Matrix Lifst sich nach internen
(Index 1) und externen (Index E) FE-Knoten ordnen:

P.ﬂ Ay 1\;,51 EX
RIS '

| S l
L[EJ !_ Kyg' Km:_] | Vf:_]'

Werden in dieser Beziehung die internen Kraft- und

@.1)

VerformungsgroBen eliminiert, so erfolgt die statische
Kondensation auf die externen Zustandsgrofen:

fve = Byve s Yue (+2)

mit:
Yo =Ygt Bap = Bpp=K o Ky K-
und

tue = g —"llh h
Somit wird die betrachtete Substruktur kontakthereit
mit benachbarten Substrukturen, und der Kondensa-
tionsvorgang lifst sich hierarchisch fortsetzen. Zur Be-
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rechnung der Steifigkeitsmatrix der elastischen Knoten-
struktur wird diese Makroelement-Vorwirtsrechnung so-
lange ausgefiihrt, bis alle auf den StabschluBriindern der
Knotenstruktur liegenden FE-Knoten extern sind:

fgs = Kgs * Vgs (4.3)

In dieser Gleichung sind fpo bzw. Vi Kraftvektor
bzw. Verformungsvektor der Knotenstruktur, wobei
die Vektoren folgenden Aufbau besitzen:

. T T T+ T
fgs = [fm fRo - -fg; -+ fgyl (4.4
T T T q
Vs —[V Vi N e ] (4.5)

Die Spaltenvektoren fp. und Vp. setzen sich aus den
Kraft- bzw. Verformungsgrofen am AnschluBrand i
bei insgesamt n AnschluBrindern zusammen. Somit
kann fiir (4.3) in geordneter Form:

Mrr ] [rnKriz - -Xju - -Kgig Vri
fR2 Kro1Krao - Kgoi -+ - Kgop Vio
fRi Krir Kriz -+ -Kpi - Kgin Vri

__ERn_J _ERnl ERn2 o 8 ERni s li‘Rnn J _Y—RnJ

geschrieben werden.

Die Steifigkeitsbeziehungen zwischen den FE-Knotcn
auf den Stabanschlufirindern der Knotenstruktur sind
fir die Stabtragwerksherechnung nicht direkt nutzbar.
Die Matrix K mufs auf den Freiheitsgrad der entspre-
chenden Stabans( hliisse kondensiert werden.

Zunichst erfolgt die Transformation der KraftgréBen
fri des Randes i i m da\ zugehérige StabanschluBkoordi-
A
natens\ stem 'L‘ Y, z} .. Dabei fixiert die (\, y)-
Ebene den AnschluBiquerse hmlt withrend die z-Achse
mit der Achse des angeschlossenen Stabs zusammen-
fallt. Dann werden die Verformungsgroben V. des
Randes j ebenfalls in dd~ 7ugehonge btabansclhluﬁ

koordinatensy stem {x Y, transformiert, so

da fiir die Tran~fnrmal|0n der Steifigkeitsanteile -
A A

A
!\,—Rij - IR KKU R] 4.7)

\,

gilt, wobei Tp . die Transformationsmatrix zwischen
e~~~ = o

dem globalen X ViZ -System der Struktur und

dem An~chlubkoordinatensystem am Rand L ist.

A A A ~ . e
{\. y. z} -System des jeweiligen
Anschluirandes Konnen die Kompatibilititsbedingungen
zwischen den Verformungen der FE-Knoten und den

Bezogen auf das

Stabverformungen an diesem Rand aufgestellt werden.

Die Verschiebungen eines Punktes auf der Profilmittel-
linie lassen sich mit den Gleichungen (3.1) und (3.5)
heschreiben. Fiir die Verdrehungen ist die im Ausdruck
(3.8) tormulierte Erweiterung der Stabtheorie zu be-
achten, da diese Verdrehungskomponenten seitens der
finiten Elemente vorhanden sind, durch die integrier-



ten Differentialgleichungen der Stabtheorie im Zu-
standsvektor des Stabs jedoch nicht beriicksichtigt
werden. Die angefiihrten Gleichungen kann man zu-
sammenfassen, so daf fiir jeden FE-Knoten k an einem

AnschluBirand gilt:
A A A
Ve =M -V (4.8

= :
Dabei sind V, der Verformungsvektor des FE-Kno-
tens k, V der des angeschlossenen Stabendes und

-
0 0 = 0 -]
E3,3
0 0 %, 0
A A A
A yk “Xk 0 OJO k
M—k = coszozk sinozk cosy 0 I,k COSoy
0 3.3 sinay cosoy sinzatk 0 TpkSinay
B 0 0 1 0 |
(4.9

die zugehorige Kondensationsmatrix. Zur Herleitung
der Aquivalenzbeziechungen der KraftgroBen wird das
Prinzip der virtuellen Verriickungen benutzt. Am An-
schlurand j zwischen Stab und Struktur lift sich die

Beziehung

A A N Ap A
T.g_ g T,

sV'-F=2 8V, -4,

formulieren, wobei ? der Vektor der StabschnittgréBen,
f, der Vektor der FE-Knotenkrafte und n; die Anzahl
der FEKnoten am Anschlufirand j sind. Nflt Gleichung
(4.8) folgt daraus

(4.10)

Die in (4.8) und (4.10) aufgestellten Beziehungen bil-
den die Grundlage fiir die Kondensation der Steifigkeits-
matrix Kp ¢. Bildet man die Hypermatrix:

A . AT A T A T T
Mgy = [M] M) ... M] ]
aller auf dem Anschlufrand j liegenden FE-Knoten,
so liBt sich die Kondensationsvorschrift fiir die Steifig-
keitsmatrix Kp ¢ mit

(4.11)

A AT A
Ksij = -—n %:n Kr;; TRJ Me; )

angeben. gsﬁ sind die Submatrizen der kondensierten
Strukturmatrix:

F'A A
Ksn K1z --- Kgip
A

Ksa1 Ksaz -+ Kgan | 113
A
Ksr =

A

Ksni  Ksnz:-- Ksmn

SchlieBen an die Knotenstruktur wélbfreie Stibe mit
dem Freiheitsgrad 6 an, so entfillt die 7. Spalte der
Kondensationsmatrix M, .

5. Berechnung der Verformungen und Schnitt-
groBien an den Stabsystemknoten

Die Berechnung des Gesamttragwerks erfolgt durch das
Einordnen der Stabsteifigkeitsmatrizen und der kon-
densierten Knotenstrukturmatrizen in das Gleichungs-
system fiir die unbekannten Stabverformungen an den
Systemknoten. Nach Einarbeiten der Lagerbedingungen
und der Knoteneinzellasten wird das Gleichungssystem:

fsy = Koy " Voy G-D

gelost, wobei im Losungsvektor V¢ die Stabverformun-
gen an den Systemknoten zusammengefafit sind. Nach
Transformation in das lokale Stabkoordinatensystem
konnen die Stabendverformungen zur Berechnung der
Schnittgrofen an den Systemknoten genutzt werden.

6. Berechnung der Verformungen und Spannun-
gen in den elastischen Strukturen

Die Stabverformungen an den AnschluBrindern der
Knotenstruktur bilden die Grundlage fiir die Berech-
nung der Verformungen, SchnittgroBen und Spannun-
gen im Strukturinneren. Nach Transformation in das zu-
gehorige { X, ¥, 2} System am Rand j kénnen die
Stabverformungen mit Hilfe der Gleichung (4.8) in die
Verformungen der auf dem Anschlubrand liegenden
FE-Knoten umgerechnet werden. Somit sind die Verfor-
mungen Vi der Externknoten der Knotenstruktur be-
stimmt. Durch die ME-Riickwirtsrechnung werden die
Verformungen aller FE-Knoten der Struktur bestimmt,
die wiederum Ausgangsgrofien fiir die Schnittkraft-
und Spannungsberechnung fiir jedes finite Element sind.
Im verwendeten FEM-System werden folgende Span-
nungsanteile berechnet:

— Scheibennormalspannungen,

— Scheibenschubspannungen,

— Plattennormalspannungen,

— Plattenschubspannungen,

— ,,Drillschubspannungen” (lmear iiber die Plattendicke
verteilt).

7. Rechentechnische Realisierung

Zur rechentechnischen Umsetzung der aufgestellten
Algorithmen wurde ein System von Programmen fiir die
Rechenanlage ES 1055 geschaffen (Bild 4). Der modu-
lare Aufbau gestattet die zeitlich unabhingige Bearbei-
tung der Teilaufgaben. Zur Bearbeitung der zentralen
Datei DATVS wurde ein separates Datenverwaltungs-
system geschaffen. Die Berechnung der Stibe und der
Gesamtstruktur kann vom Bildschirm aus erfolgen, die
Ergebnisse konnen wahlweise iiber Bildschirm oder
Drucker ausgegeben werden. Die zeitaufwendige Berech-
nung der Knotenstrukturen erfolgt im Stapelbetrieb.
Durch Angabe des ME-Namens in der Jobsteuerung er-
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folgt die Unterbrechung der Vorwirtsrechnung, und
der Datenbestand wird ausgelagert. Im Programmbau-
stein REDU 1 wird auf die Steifigkeitsmatrix der Kno-
tenstruktur zuriickgegriffen, kondensiert und in die
zentrale Datei eingetragen. Der zur Riickrechnung be-
notigte Datenbestand der FE-Rechnung wird auf Ma-
gnetband abgespeichert.

Bei der Berechnung von Stabsystemen wird das Gesamt-
system vom Anwender aus Stiben und Strukturen zu-
sammengesetzt, deren Steifigkeitsmatrizen berechnet
wurden.

8. Beispiel

Vorgestellt wird eine Verbindungsart, die z. B. im Nutz-
kraftwagenbau bei der Rahmengestaltung zur Anwen-
dung kommt. Im Bild 5 ist das Berechnungsmodell de~
Gesamttragwerks dargestellt.

Die Spannungs- und Verformungsberechnungen mit
clastischer Knotenstruktur wurden fiir die Lastfille der
Biegung und Torsion im Vergleich zur Berechnung mit
dem Punktknotenmodell (¢° = const.) durchgefiihrt.
Wie aus Tabelle 1 zu erkennen ist, berechnet man bei
Beriicksichtigung der Knotenelastizitiit bedeutend grofe-
re Verformungswerte als nach dem Punktknotenmodell,
wobei im Beispiel die Steifigkeit des Lingstrigersteges
hedeutenden Einfluf auf die -ich einstellenden Ver-
formungen an der Krafteinleitungsstelle hat.

Fiir den Belastungsfall My = 10° Num wurde die ME-
Riickrechnung an der Kknotenstruktur durchgefiihrt, um
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Langstrager
U240x90x 3

Eingabe - D g
daten zur
Konden -
sation
AUTRA U2T2 REDU 1 DATVS AUBEQ
Makroelermnent- Kondensation Progromm- Querschnitts-
vorwarts - der FE- Stei- komplex kennwertebe-
rechnung figkeitsma- zur Daten- rechnung
trix verwoltung
( 2 permanent
hert
Ergebnisse der gle: ﬁ:ﬁd;ref AUFBE 1 :
Makroelement - Berechnung .
vorwartsrechnung DATO9 von Stabstei-
figkeitsma -
trizen
AUTRAU2 T2 RUECK STABSY
Makroelement- Berechrung Berechnung
ruckwarts- der FEM-Rond- des Gesamt-
rechnung knotenver - trogwerks
formungen
metme _____}
Spannungen Q Verformungen
Verformungen Schnittkrofte
in der Struktur Ergebnisdatet an den Syslem-
zur graphischen knoten
Auswertung ouf Bild 4
DIGIGRAPH Uberblick iiber den Systemaufbau

Lasteinleitung
® Einspannung

Bild 5
Berechnungsmodell eines Gesamttragwerks

Aussagen iiber die Spannungsverliufe bei Torsionshe-
lastung im Strukturinneren zu erhalten.

Im Bild 6 ist die Plattennormalspannungsvertenung
entlang der Ling-trigermittellinie aufgetragen. Ex ist
zu erkennen, daf die Spannungsspitzen infolge des Quer-
trigeranschlusse~ an den Rindern des Lingstrigerstruk-
turteils weilestgehend abgeklungen sind. Die Scheiben-
normalspannungen am Rand entsprechen den nach der
Stabtheorie ermittelten Werten.



Tabelle 1
Verformungen des Gesamtsystems bei unterschiedlichen Lastfillen

A T s A _ ST -
Verformungen an der Vx l vy l ox "N @z & |
[asteinleitungsstelle in mm | inmm in rad in rad in rad inmm

mit Struktur 220 [ 00 6 00 |-0359-10"11 00 |

Fy - 1000 N | | i ’ :
ohne Struktur | 0.7 ! 0.0 | 0.0 0.0 0116 107 0,0

mit Struktur 0.0 T 8.81 T,] e 0 0.0 028710~ |

| M\ = 103 \Nmm ! ‘; ‘

l ohne Struktur l 0.0 { 06 o010 20070 00 0411107 'i

W A EA TR BT y

_/\
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— 10 300 mm /400 460
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Quertrager-
AnschluBbereich

Bild 6
Plattennormalspanuungsvertcilung entlang der | angstrigermit-
tellinie

Bild 7
Verwolbungen an den \nschluBSrindern der Struktur

Interessant ist der Vergleich zum Verformungsyerhalten
. . . vy ©

der Knotenstruktur bei einem um 907 gedrehten An-

schlufs des Quertrigers (liegendes U-Profil).

Infolge der Bimomentenkopplung zwischen Lings und
Quertriger kommt es im Liingstriiger zu einer entgegen-
ge<etzt gerichteten Torzionwerformung (Bild 7). Dieser
Effekt. aul den schon Ochlschliger in [3] hinwies, ver-
ursacht bei der Berechnung mit elastischen Knotenstruh-
turen keinerlei Besonderheiten. Er ist jedoch bei der
traditionellen Berechnung mit dem Punktknotenmodell
nicht exakt erfaBbar und fihet bei Nichtheachtung zu
fehlerhaften Ergebnissen.
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