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Kriechen von Konstruktionselementen aus Materialien
mit von der Belastung abhangigen Charakteristiken
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0. Einleitung

Die traditionellen Kriechtheorien [1] bis [3] beriicksich-
tigen den EinfluB der Belastungsart nicht. Ungeachtet
dessen zeugen experimentelle Daten von einer wesent-
Kchen Abhingigkeit des Kriechens metallischer und
nichtmetallischer Materialien von der Belastungsart.
Zur Beschreibung des Einflusses dieses Faktors in der
Gleichung fiir das isotrope Kriechen ist es notwendig,
neben der 2. Invarianten auch ungerade Invarianten
des Spannungszustandes einzufiihren. Einige Autoren
[4] bis [7] bevorzugen die erste Invariante des Span-
nungstensors, andere [1]. [7] bis [9] die dritte Invarian-
te des Spannungsdeviators. Eine dritte Gruppe von
Autoren [10], [11] verwendet beide Invarianten. Offen-
sichtlich gibt es keine iibereinstimmenden Ansichten zu
diesem Problem. Es ist unklar, welche der ungeraden
Invarianten zur Beschreibung des Kriechens bei den
unterschiedlichen Spannungszustinden herangezogen
werden mub.

In der vorliegenden Arbeit werden, ausgehend von den
allgemeinsten tensoriellen Zusammenhingen zwischen
den kinematischen und den Kraftgréfen, Kriechglei-
chungen fiir isotrope Materialien auf der Basis der
3 Invarianten des Spannungstensors vorgeschlagen und
begriindet. Dabei werden die Grenzen fiir die Anwen-
dung spezieller physikalischer Ansitze, die weniger
Invarianten enthalten, aufgestellt. Daneben werden
eine Aufgabenformulierung und eine Lésungsmethode
fir dreidimensionale Randwertaufgaben iiber das Krie-
chen von Konstruktionselementen dargestellt, wobei
diese aus Materialien mit Deformationscharakteristi-
ken bestehen, welche von der Belastungsart abhingen.

Tabelle 1

1. Experimentelle Ergebnisse iiber den Einflufs
der Belastungsart auf das Kriechen

Gewohnlich erscheint der Einflu der Belastungsart
als unterschiedliches Materialverhalten bei Zug und
Druck (was bei entsprechenden Versuchen beobachtet
werden kann) oder als Abhingigkeit des Kriechens vom
hydrostatischen Druck.

Zunichst soll ein Vergleich von Kriechkurven gebracht
werden. Diese wurden aus einachsigen Experimenten
fir Zug und Druck gewonnen. Dabei wird die Kriech-
deformationsgeschwindigkeit fiir gleiche Zeitmomente
verglichen, wobei diese bei gleichen Spannungen und
Temperaturen gemessen wurden. Die Ergebnisse stam-
men auch vom gleichen Autor. Hierbei sei angemerkt,
dafy die Feststellung in [12], nach der das Kriechen
von Berylliumoxid bei Zug 60mal stirker verlaufen
soll als bei Druck, nicht korrekt ist, da diese Feststel-
lung auf der Grundlage von Ergebnissen verschiedener
Autoren getroffen wurde.

In [13] sind Kriechkurven bei verschiedenen Tempera-
turen fiir die Nickellegierung 39U 437 B, fiir die Alu-
miniumlegierung D16T, fiir wirmebehandeltes Eisen.
fir Stahl 2X 13 angefiihrt. Dabei wurde nachgewiesen,
dafs bei den Kriechkurven fiir Druck sowie denen fiir
Zug alle drei Abschnitte (geddmpftes, stationires, be-
schleunigtes Kriechen) vorhanden sind. Im ersten Ab-
schnitt fallen die Kriechkurven zusammen, auf den
iibrigen Abschnitten ist die Deformationsgeschwindig-
keit bei Zug wesentlich groBer als bei Druck. Letzteres
kann mit dem unterschiedlichen Charakter der Zu-
nahme von Schidigungen beim Kriechen im Material
fiir Zug und Druck erklirt werden.

Materialien mit verschiedenen Eigenschaften bei Zug und Druck

Material Temperatur Werte der Konstanten lQuelle
R n } m r | K & VKM: i
| 10-7n-r | py—np-m
AK 4 —IT 473 e | 1550 2,5 [8]
oT -4 748 & {1 ies 7.5 [7]
BT -9 673 59 02714 145 0,51 [7]
[Polystyrol 313 L5 /038 3 237 0,44 [14]
Polymethylmetha- i
krylat 253 33 10781 6 | 941 6,31 [14]
Polyethilen 77 3.2 {033 2,04 1.00 [14]
Polystyrol 333 1,1 | 0.53 1,09 i 0,29 [14]
i
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Fiir verschiedene leichte Legierungen und Polymere
wurde experimentell nachgewiesen [1], [5] bis [9],
[14], daB die Deformationsgeschwindigkeit in den
ersten beiden Abschnitten des Kriechens bei Zug 2-
bis 4mal und teilweise eine Zehnerpotenz gréfer ist
als die entsprechenden Werte bei Druck.

Fiir den Zusammenhang
lel= Kytm |gn, (1.1)

der die Deformation €, die Zeit t und die Spannung o
verbindet, sind in Tabelle 1 fiir einige Materialien Werte
der Konstanten bei Zug (+) und Druck (—) angefiihrt.

In der Arbeit [15], in der Untersuchungen zu warm-
festen Chrom-Nickel-Legierungen angefiithrt sind, ist
aufgezeigt, daf auf den ersten Abschnitten die Kriech-
kurven steiler bei Zug als bei Druck verlaufen. Ein ana-
loges Bild ergibt sich [10], [15] fiir Aluminiumlegie-
rungen, fiir reines Nickel, fiir Magnesiumlegierungen.
Dabei ist fiir eine Aluminium-Magnesium-Legierung die
Deformationsgeschwindigkeit bei Druck um einige
GrofBienordnungen groBer als bei Zug [16]. Auf den
Abschnitten fiir stationdres Kriechen kdénnen sich
die Kurven iiberschneiden, danach ist die Deforma-
tionsgeschwindigkeit bei Zug grofer als bei Druck.
Vergleichende Untersuchungen werden oft bei gleichen
bezogenen Spannungen durchgefiihrt. Der Ausgangs-
zustand des Materials (Vorhandensein von Restspan-
nungen, Verlingerung von Kérmern in Deformations-
richtung usw.) wirkt sich auf das Widerstandsvermo-
gen bei Druckbelastungen aus. Dies gilt auch fiir die
erste Phase, in der die Anderung des Durchmessers
der Probe gering ist und die wahren Spannungen
bei Zug und Druck fast gleich sind. Bei stirkeren
Deformationen fiihrt die Anderung des Durchmes-
sers zum Abfallen der wahren Spannungen bei
Druck und zur Zunahme bei Zug. Daher werden zu
einander sehr nahe und dann auch héher liegende
Kurven bei Zug im Vergleich zu denen bei Druck be-
obachtet.

Die Kriechgeschwindigkeit bei spréden Materialien bei
Zug iibersteigt wesentlich die Geschwindigkeit bei
Druck. Beispielsweise ist fiir das groBporige, extrem
leichte, feuerfeste Material IITJI — 0,6 [17] auf dem
Abschnitt des stationiren Kriechens bei einer Tempe-
ratur von 1203 K die Deformation bei Zug um das
2,5fache stirker als bei Druck, jedoch bei 1443 K mehr
als das 20fache. Die erhaltenen Resultate werden mit
dem unterschiedlichen Offnen der Poren bzw. der Mikro-
risse bei diesen Belastungsbedingungen erklirt. Die De-
formation infolge der ,,Rifo6ffnung” bei Zug kann we-
sentlich sein. Bei Druck kommt sie kaum vor bzw. ist
schnell ausgeschépft.

Die Analyse der experimentellen Daten zeigt den kom-
plizierten Charakter des verschiedenen Widerstandsver-
mogens von Materialien bei Zug und Druck unter Kriech-
bedingungen. Die physikalischen Erklirungen fiir diesen
Effekt sind nicht immer iiberzeugend. Trotzdem sind
diese Effekte wie phinomenologische Effekte zu be-
riicksichtigen.

Der Einflub der Belastungsart erscheint auch als Ab-
hingigkeit des Kriechens vom hydrostatischen Druck,
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was in [18], [19] experimentell fiir Metalle (Aluminium,
Zink, Wismut) und Polymere (Fluoroplaste, Polyethy-
len, Zelluloid) nachgewiesen wurde. Auch kommt es zu
axialer Deformation unter reiner Torsion. Letzteres
wurde experimentell fiir leichte Legierungen nachge-
wiesen [9], wenn diese unterschiedliches Zug/Druck-
verhalten zeigten.

Einige Bemerkungen noch zur Inkompressibilitit (Un-
verinderlichkeit des Volumens) von Materialien beim
Kriechen. Diese Forderung, die in den traditionellen
Theorien [1] — [3] verwendet wurde, fiihrt bei iso-
tropem Material fiir einachsigen Zug und Druck auf
einen Querkontraktionskoeffizienten fiir das Kriechen
von v = 0,5. Eine experimentelle Uberpriifung dieses
Faktes, welche auch die fiir das Kriechen natiirliche
Streuung der Daten beriicksichtigt, stoft auf die Gren-
zen der modernen Nachweismoglichkeiten. Auch bei
dieser Einschrinkung ist oft v # 0,5. So wurde fiir
einige Stihle v = 0,35 [20] ermittelt. Auch sind expe-
rimentelle Daten [21] iiber Anderungen des spezifi-
schen Gewichtes von Kupfer beim Kriechen bekannt.
Bei einachsigen Zug- und Druckversuchen mit Titan-
legierungen wurde eine Auflockerung beim Kriechen
festgestellt [22]. Das Kriechen von Aluminium-Magne-
sium-Legierungen bei einer Temperatur von 473K
wird von Volumeninderungen begleitet, welche durch
Strukturinderungen infolge Alterung hervorgerufen
werden [13]. Folglich ist die Ausdehnung der Inkom-
pressibilititshypothesen auf das Kriechen von Mate-
rialien mit ungleichem Zug- und Druckverhalten nicht
gerechtfertigt und unbegriindet, da es in einer Reihe
von Fillen den experimentellen Tatsachen widerspricht.

2. Physikalische Zusammenhinge

In diesem Abschnitt sollen konstitutive Gleichungen
fiir isotropes Kriechen formuliert werden, wobei Aus-
gangspunkt die Ergebnisse von Analysen der Abhingig-
keiten vom Einfluf der Belastungsart sind.

Im kartesischen Koordinatensystem werden koaxiale
symmetrische Tensoren P (Geschwindigkeiten der
Kriechdeformationen) und Z (Spannungsgeschwindig-
keiten) eingefithrt. Die allgemeinste Form des Zusam-
menhanges zwischen den Komponenten Py} und Zy
der Tensoren P und Z hat dann folgendes Aussehen

[61(k1=1,2,3)

1 1 99 d%
Pp= 1p8, ,+S(= — —t — 2.1
L (Oi 00y ot aakl) @4
Dabei bedeuten 8;; — Kronecker-Symbol, Ip = Py
Iy = 0,, — erste Invarianten der Tensoren ¥ §,'Pk(; =

1
Pk] = 1/3 Ipakl’ okol = Oy -§ IOUk] — die Komponen-

ten der entsprechenden Deviatoren, P; = v/ ngol Bg.

=f 8- gy

g; = 3 Okl od — die Intensititen der Geschwin-

digkeiten der Kriechdeformationen und der Spannun-
gen, S = 0 Pg = 0; P; cosw — spezifische Leistung

der Gestaltinderungsdeformation, w = § — ¢ — Ahn-
lichkeitsphase fiir die Deviatoren.
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Winkel der Form der Tensoren Z, P. Der Einfluf der
Belastungsgeschichte auf das Kriechen bleibt unberiick-
sichtigt.

Zur Konkretisierung der konstitutiven Beziehungen (2.1)
sind die Funktionen I = Iz (I, 0;, ), S = S(I,, 0, §),
w=w/(l o O £) zu erginzen, wobei diese von den Argu-
menten 10’ 0, £ abhingen. Die Auswahl dieser Funk-
tionen ist nicht eindeutig und fiihrt zu dieser oder jener
Variante physikalischer Gleichungen (vgl. [1] bis [11].
Folgende Darstellungen werden fiir die Invarianten an-
genommen:

2
L,=P R, S=§Poai21r, tanw=p/7 (2.2)
mit 2 2
(3A+Q)], (3D +2K)J, "+ (K+E)],
R: .—___+3(XB+’Y
% 012
. Y(K+E)]J
7= &, :2.._~_1 _%-E— 0; sin 3§,
o, 3 012 012
g _PiE 0, cos 3£, 2.3)
[0}
1
Jl 107
=y 19
o 3lo -
1 2 2 :
J3: - 103 + §IU 012 — 60i3 sin 3§,
P =P..o.. =W,

= +g +
0, =ao+ 0, +70,,

0=BJ; 3 0o 7 (AJ? + CJ2)1/2,
0y =(DJ3 +KJ Iy + EJ)'/3

Dabei sind a, y-Koeffizienten (Zahlenwerte), A, B, C,D,
K, E — Materialkonstanten, W — die spezifische Lei-

stung der dissipierten Energie, J1 = onns Jo = 010k,
J3 = 0,k Ok Ojp die Invarianten des Spannungstensors.
Damit lassen sich nach einigen Umformungen die Gln.

(2.1) in folgender Form angeben

A8y + Coyy

Pr=F, [ +aBs)
¢ a, . (24)
D]} 28y + Eoyp 0y + 3020 * 2] o)
+
2
%
bzw.
ao
Pp=P, ol
k o aok] |

Folglich fiihren die Annahmen (2.2) und (2.3) zu einer
Potentialformulierung fiir die betrachteten Tensoren.
Dies ist fiir die Kriechtheorie bedeutsam [1], da damit
die Moglichkeit des Erhalts widerspruchsfreier Resultate
gegeben ist.

Weiterhin wird mit o, die dquivalente Spannung und P,
die dquivalente Geschwindigkeit der Kriechdeformation
bezeichnet. Die Funktionen stellen die Aquivalenz des
einachsigen mit dem zusammengesetzten Spannungs-
zustand her, wobei z. B. folgender Zusammenhang gel-
ten kann

o = Vv(9¢) h(q) 2.5)

Den Strukturparameter q kann man verschieden einfiih-
ren. Wenn q = tist (t — die Zeit), so ergibt sich die Flich-

theorie, fiir die kinematische Gl. 3—% = P, die Verfesti-

gungstheorie. Die Funktion h(q) kann eine Potenzfunk-
tion (q™) oder Exponentialfunktion [exp(q/d)] sein.
Die ' Funktion v(o,) kann ebenfalls Potenzfunktion
(9."), Exponentialfunktion [exp(d,/b)], aber auch hy-
perbolischer Sinus [sinh (0,/a)]sein. Die konkrete Aus-
wahl dieser Funktionen erfolgt bei der Approximation
der Kriechkurven, die aus den Grundversuchen stammen.
Die Koeffizienten in den vorgeschlagenen konstitutiven
Gln. (2.4) und (2.5) lassen sich im Rahmen der Fliefi-
theorie bei

v(0¢)=0,",h(g) =m ™1 (2.6)

nach tolgender Methodik ermitteln. Als Grundversuch
fiir das Kriechen werden solche Versuche betrachtet, bei
denen sich in den Proben ein einachsiger Spannungs-
zustand herausbildet:

a) Einachsiger Zug (077 # 0), der in Angriffsrichtung :
der Belastung auf Py; = mK,0y;" t™=1 und in

Querrichtung auf Pyy = —mQaun tm—1L fijhrt.

b) Einachsiger Druck (13 # 0), bei dem sich in Angriffs-
richtung der Belastung Py; = —mK_ lgp; Ingm -1
herausbildet.

¢) Torsion (0;9 # 0), bei der die Geschwindigkeit der
Winkeldeformation 2P, = mL 07,™"t™~1 und
die Geschwindigkeit der axialen Kriechdeformation
Py = mMolzntm‘1 betragen.

d) Belastung durch hydrostatischen Druck (0y; = 09y =
033 = — [I;1/3), wobei sich
Byy=Pos = Pay=_mP log P21
einstellt.
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Fiir jeden der betrachteten Fille sind die aus (2.4) bis
(2.6) folgenden Gln. aufzubauen. Dabei erhilt man die
Parameter in den konstitutiven Gln.

C=L%/2, aB=M/(/2C )", A=X2_C(,

673D = [v9A+3C — 3aB — (3P)'] - 3(T—aB)?
A
VA+C

273K = 3(T—aB)3— [v9A+3C —3aB—(3P)'

A
VA+C

Y3E=(T—aB)3 —y3D—93K, T=(K/ —K)/2,

+18( +aB + QK,” ") (T—aB)?, (2.8)

241 +aB + QK,~"%) (T—aB)2,

X=(K,+K"/2, r=1/(n+1).

Auf der Grundlage der erhaltenen Beziehungen (2.8)
kann man die Grenzen der Anwendung spezieller konsti-
tutiver Gln., die aus (2.4) folgen und eine geringere
Anzahl von Invarianten enthalten, ermitteln. Wenn auf
der Basis der Grundversuche folgende Gln. ermittelt
wurden

T = ML™"F, vAX2_3L2r = 3T + (3P), (2.9)
so folgt aus (2.8) die Forderung v = 0, und somit gilt
0, = a0 +0,,

d. h. die dquivalente Spannung enthilt in diesem Fall nur
die erste und die zweite Invariante des Spannungszu-
standes. Dabei gehen die konstitutiven Gln. (2.4) in
folgende lineare tensorwertige Gln. iiber

Al 8y + Coy

Pk] = PO ( F aBBkl)’ (210)

o

die 3 Parameter enthalten. Folglich kénnen die Gln.
(2.9) als ,Empfehlung” zur Anwendung der physikali-
schen Gln. (2.10) aufgefait werden.

Fiir den Fall, daB aus den Grundversuchen
373 — [VOXZ_3L2r — (3P)']=TY =0,M=0, (2.11)

mit
Y-=T(X- %LZY X—1 + QK™
folgt, so erhilt man nach Gl. (2.8) aB =D = K =0 und

die physikalischen Beziehungen (2.4) gehen in folgende
Form iiber

AJy 8y + Coyy

g 2
o 01

Eakn Ol

B =P ( ). (212

Daraus kann man schlufifolgern, daf die Gln. (2.11) als
Bedingung zur Anwendung nichtlinearer tensorwertiger
konstitutiver Gln. in der Form (2.12) gilt. Dabei ent-
hilt (2.12) die zweite und die dritte Spannungsinvariante

und 3 Parameter.

180

Wenn aué den Grundversuchen die Gln.

[ V9x2-3L2r —(3P)" 3 =3T3 —18TY
M=0, T=-8TY

 J

2.13)
mit
Y=T @~ 3 L7 X1 +QK,™)

folgen, so ergibt sich nach (2.8) aB = D = E = 0. Unter
Beachtung dieser Forderungen lassen sich die Konstitu-
tivgln. (2.12) wie folgt formulieren

AJ,8,,+Co J,8,,+2], 0
Py =P, ( 1oa? et ¢ s O

g, 3012

(2.14)

Diese Konstitutivgln. enthalten die erste und die zweite
Spannungsinvariante und 3 Parameter.

Die hier erhaltenen 3-Parameter-Gln. sind nicht die
einzigen Gln., die aus (2.12) folgen kénnen.
Beispielsweise, wenn aus den Grundversuchen

K,=K_,M=P=0,0= - K, I¥=3K% (215
folgt, so ergibt sich aus(2.8) aB = v = 0, C = —3A. Dabei
gehen die physikalischen Beziehungen (2.12) in die be-
kannten Beziehungen [1] iiber

P
Bi=s VA = o (2.16)
Diese gelten fiir Materialien, die von der Belastungsart
unabhingig sind. Folglich lifit sich der Riickschluf zie-
hen, dab die traditionellen Gln. (2.16) nur bei Erfiillung
aller Bedingungen (2.15) giiltig sind. Die Nichterfiillung
bereits einer der Gln. (2.15) fiihrt dazu, daf die Gin.
(2.16) nicht verwendet werden konnen.

3. Vergleich theoretischer und experimenteller
Ergebnisse

Die Anwendung der Daten aller bisher betrachteten
Grundversuche wird durch die technischen Méglich-
keiten ihres Erhaltens erschwert. Daher sollen nachfol-
gend einige Moglichkeiten zur Anwendung der 3-Para-
meter-Gln. (2.10), (2.12) und (2.14) anstelle der allge-
meinen Konstitutivgln. (2.4) analysiert werden.
Zunichst wird das Kriechen der Aluminium-Legierung
AK 4-1T bei einer Temperatur von 473 K [8], [9] be-
trachtet. Das Verhalten dieses Materials bei Torsion
kann mit Gl. (2.7) beschrieben werden: n = 8, m = 1,
M=11, 6 - 10-7n-13pa—np—1 Bej Zug und Druck
gelten die GIn. (1.1). Die entsprechenden Werte der
Konstanten sind in Tabelle 1 angefithrt. Auf der Grund-
lage dieser Versuchsdaten lassen sich aus den Gln. (2.8)
die unbekannten Parameter in den physikalischen Gln.
(2.10), (2.12) und (2.14) unter Verwendung der Dar-
stellungen (2.5) und (2.6) ermitteln.

In Tabelle 2 sind fiir die aufgezeigten Spannungswerte
die experimentell ermittelten Geschwindigkeiten Py;*
und 2P; o* angefiihrt (entsprechend axiale und Schub-
deformation in diinnwandigen Rohren aus dem betrach-



Tabelle 2
Kriechen einer Aluminiumlegierung

T
o1 (%12 | PY,; | 2P P 0] Py (2P| Py 2P1
(2.10) (2.12) (2.14)
MPa 109 h—1

1478 | 354 1,64 | 1,32
107,5 | 62,0 1,20 | 2,40 1,29

58,3 | 81,3 0,694 | 3,37 0,857

-606 | 844 | -0,722]| 3,64 |-—0,748
-1158 | 66,9 | —1,26 | 261 |—1,39
--152,9 | 36,57 | -1,74 | 142 |-145

211 | 177 214 | 1,83 217 1,83
2,56 135 | 275 1,34 2,72
3,92 0,925 4,38 0,870 | 4,20
425 |—0694| 3,79/-0,754 | 3,89
309 |[—133 | 287 -137 2,95
132 |-143 | 1,27|-147 1,30

teten Material fiir das stationdre Kriechverhalten).
Die Rohre sind axial durch eine Kraft (Zug oder Druck)
und durch ein Torsionsmoment belastet. In der Tabelle
sind ebenfalls die theoretischen Werte Pjq, 2Py der
Deformationsgeschwindigkeiten, die nach den Gin.
(2.10), (2.12) und (2.14) ermittelt wurden, angefiihrt.
Unter Beachtung der wesentlichen Unterschiede im
Zug/Druckverhalten der Aluminiumlegierung und der
natiirlichen Streuung der experimentellen Daten kann
man ein befriedigendes Zusammenfallen von berechne-
ten und experimentell ermittelten Daten feststellen.
Dabei kénnen keine Aussagen iiber die Vorteile bestimm-
ter Gln. getroffen werden, da die theoretischen Werte
dicht zueinander liegen. Somit kann beim zweidimenio-
nalen Spannungszustand eine 3-Parameter-Gl. in der
Form (2.10), (2.12) oder (2.14) unter Verwendung von
Daten bestimmter Grundversuche iiber Zug, Druck und
Torsion angewendet werden.

Welchen Einfluf hat hydrostatischer Druck auf das
Kriechen? Bei einachsigem Zug (03, = 04) kann man
unter atmosphirischem Druck Io = 0; = Og,sin3§= -1
setzen. Bei einachsigem Zug (07, = 0x) mit iiberlagertem
hydrostatischen Druck p erhilt man I; = 0 — 3p,
0; = Oy, sin 3¢ = —1. Folglich lassen sich die experimen-
tell beobachteten Unterschiede der Kriechkurven [18],
[19] im Rahmen von Konstitutivgleichungen, die nur die
erste Invariante des Spannungstensors enthalten, be-
schreiben. Physikalische Gln., die ausschlieBlich die
Spannungsintensitit und den Winkel der Form des
Spannungszustandes verwenden (vgl. [1], [7] bis [9]),
kénnen diese experimentellen Fakten nicht beschrei-
ben. AuBerdem widerspiegeln die Gln. (2.4) und die
speziellen Ausdriicke (2.10), (2.12) und (2.14) zumin-
dest qualitativ den Einfluf hydrostatischen Drucks auf
das Kriechen.

Auf Bild 1 sind in Vollinien experimentell ermittelte
Kriechdeformationen €}, €9 in Abhingigkeit von der
Zeit fiir Zelluloid bei einer Temperatur von 338 K [19]
bei einachsigem Druck (077 = 0,) mit iiberlagertem
hydrostatischen Druck p dargestellt. p kann verschie-
dene Werte annehmen, wobei die Ziffern 1 — p = 0
(fehlender Druck), 2 — p = 0,/3,3 — p =20,/3 und
€11 = €11 — €99 entsprechen.

Diese experimentellen Ergebnisse lassen sich befriedi-
gend mit der in der Arbeit vorgeschlagenen Vorgehens-
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Kriechen von Zelluloid in Grundversuchen

weise beschreiben. Giinstig sind dabei die linearen ten-
sorwertigen GIn. (2.10), da sie besonders einfach sind.

Die Kriechkurven fiir Zelluloid werden durch folgende
Beziehungen beschrieben:

p=0:e11 =K, (t+1)™ 0", p=0,/3:¢;7 =K, (t+1) 0" ,

pP= 20*/32 ey = Kz(t+ l)m O*n.
Als punktierte Linien sind die Ergebnisse der Rechnun-
gen auf Bild 2 dargestellt. Dabei wurden folgende Kon-

stanten verwendet:
n=2338, m =065 K,=2034-10°"MPa" min™

K, =1,530 - 100" MPa—" min~™,
K, = 9,697 » 10~ ~"MPa "min™™ .

Ungeachtet dessen, daf die angefiihrten Approximatio-
nen gewisse Abweichungen bei kleinen Zeitwerten zu-
lassen, wurde insgesamt eine befriedigende Uberein-
stimmung von theoretischen und experimentellen Er-
gebnissen erzielt. Weiterhin kann man in den physika-
lischen Beziehungen (2.10)
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Bild 2

Vergleich theoretischer Ergebnisse und experimenteller Daten
fiir das Kriechen von Zelluloid

B, =m(t+1)" 1"

setzen und damit fiir die angefiihrten Fille die Parameter
bestimmen

2 (3)n TS Gy
S T S e
1 1
K. - -
aB=(-El)n (VAFE ® — VA+C. (3.1)

AbschlieBend werden die auf Bild 2 ebenfalls angefiihr-
ten Kriechkurven fiir Zelluloid bei Zug mit iiberlager-
tem hydrostatischem Druck p = o, betrachtet. Die Voll-
linien entsprechen wieder den experimentellen Daten,
die punktierten Linien — den Ergebnissen, die durch
die Integration der Konstitutivgln. (2.10) unter Ver-
wendung der Parameter (3.1) erhalten wurden. Auch
hier ist eine gute Ubereinstimmung zu verzeichnen,
womit ein Nachweis der Richtigkeit der theoretischen
Ergebnisse nach den vorgeschlagenen Beziehungen
beim zusammengesetzten Spannungszustand erbracht
wurde.

4. Kriechen von Konstruktionselementen

Es wird das Kriechen eines zylindrischcn Rotations-
korpers bei nichtaxialsymmetrischer Belastung be-
trachtet. Die Gleichgewichtsbeziehungen lauten fiir
das Zylinderkoordinatensystem

00 [e) T
50 - Gg e R=0,
oT 00 oT
@ 1 @ (€]
arr {56 "e)t3 ~"+Fg=0 (4.1)
o7 oT 00
e | z0@ z
— — —— —— :O
P T ey Tl

Hierbei sind Op, T4 — die Komponenten des Spannungs-
tensors, (k,i,j = r, ©, z), F, — die Volumenkrifte und
r, ©, z die Zylinderkoordinaten.
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Die Cauchyschen Beziehungen lauten

_ Ou _ 1 ov _ ow
“oa e iz ety

du oOw 1, du v
B P bR e Sk
e M0 (5 ()
av l ow
K az r 30

mit €, T~ als lineare und Winkeldeformationen sowie

u, v, w als Verschiebungen.

Die physikalischen Beziehungen sind in diesem Fall

€,=21)0, tajp0g +aj30, +P,,

€Q =120, t agg0g *+ ag30, + Pe 5
€ =130, +ag30g +a330, + P,

%0~ 4470 o> (-5

Yrz = 3557z t Prz’
7,0~ %670+ P,0.

Dabei setzen sich die Deformationen aus den elastischen
Komponenten, die mit Hilfe des verallgemeinerten
Hookeschen Gesetzes (Konstanten ay,,,,mn=1,...,6)
bestimmt werden, und den Knechdeformatlonen P
P.. (k,i,j = r, ©, z) zusammen. Letztere werden aus den
Cln. (2.4) ermittelt.

Die Beziehungen (4.1) — (4.3) fiihren auf folgendes zu
l6sende System von partiellen Differentialgin.

o0 o7 o7

r 1 r® rz
— D s - T T L e F
ar 2l s gy
a‘rrz 1 ‘a‘rze aaz
Eeoae e M)~ T,

r 00 &
or a0 or

r® l 9 z@

st +2 = -F 4.4

ar 36 '27e) Ch G
Mo v du dv lew
ax - TD 27 3z'93r 1O )
mit 2 by

) w \%
Yz = 8557y, i ol i - el (o Fu),

d 9
_ v R ow +p
%0° az i 00 187 T e T e
2

7,0 (1,0~ P,0) 366, A=a11 23 —2)5, (4.5)

0, = [ (e, —ay30,—P,)agy —(eg—az3 0, —Pg)ay, 1/A,
0g = [(eg—a230,—Pg)aj; — (e, —a30,—P,)aj, 1/4,

€ = 2130, tag30g +az30, +P,.



Es wird angenommen, dafi an den Rindern des Korpers
der Linge | bei z = 0, 1 folgende Randbedingungen

u=v=0,=0 (4.6)

erfiillt sind. An den Randflichenr =r o> I1 konnen belie-
bige (zulissige) Randbedingungen gelten. Weiterhin las-
sen sich alle in (4.4) bis (4.6) eingehende Funktionen
folgendermafien darstellen:

X(r,0,2) kEO 2 [an(r)cosk9+an(r)smke]sm?\nz
n=1

A
; [Yin(r)sink® + Y} (r)cosk®]sinA, z,

Y(r,8,2)

a8
M8

k

™8

0(r,0,2)= = 2 [g, (r) cosk®+ gy, (r)sink®]JcosA,z,
k=0

n
V(092 T [Vin()sink®+ Y, ()cosk®]cos ),z
=0 n=1

mit

=
I

X= { I" z’oeyuv r zvpea er’ €®, } )

¢

iTr v Fg %@ Pr@} ’ ¢,={ Tz9’7z9’Pz9},
L a8 { rer Wo Fao 7rz’Prz} » Ay =07/l

Analoge Beziehungen lassen sich fiir die Belastungen,
die auf die Riinderr = r_, r wirken, aufstellen. Fiir den
Fall, bei dem die Randbedingungen (4.6) erfiillt sind,
lassen sich die Variablen in (4.4) und (4.5) separieren,
und man erhilt ein System von gewdhnlichen nicht-
linearen Differentialgin.

(=1,...,6)
dy;
= (4.7)

mit den Randbedingungen firr=r_, r;.
Hierbei ist
AR A AL AN
y= { Ops Tz Tr@e W V
oder
2 2 ? Y . Y
y= {o,.,‘rrz,T,@,u, wv

Die formulierte Randwertaufgabe ist infolge ihrer
Nichtlinearitit gemeinsam mit der Cauchyschen Auf-
gabe zu losen

dP,
dt
(P» m, n, ka le = Ly 9» Z)

ij
=t Op Tmn)y = =F;; (0 Tm)  (48)

dt

Die rechten Anteile f, Fij werden entsprechend der
gewihlten Kriechtheorie bestimmt.

Die Integration der Cauchyschen Aufgabe (4.8) erfolgt
mit Hilfe des Kutta-Merson-Verfahrens, wobei gleich-

Tabelle 3
Ergebnisse der Berechnung eines zylindrischen Korpers

Fall w105, m
vorliegende Arbeit Arbeit [23]
0,525 0,527
2 0,498 0,500

zeitig eine fiinffache Losung in jedem Zeitschritt der
entsprechenden Randwertaufgabe (4.7) mit Hilfe der
Methode der diskreten Orthogonalisierung von S. K. Go-
dunov und dem Beibehalten der entsprechenden Anzahl
der Reihenglieder in den verwendeten Doppelreihen er-
folgt. Somit wird fiir jeden fixierten Zeitschritt t der
Spannungs-Deformationszustand im betrachteten rium-
lichen Kérper ermittelt.

Der erarbeitete Algorithmus ist als Programm in PL/1
fiir das Betriebssystem OS auf einer ESER-Anlage rea-
lisiert.

Als Testbeispiel wurde die elastische Deformation eines
Zylinders mit den geometrischen Mafien 1 = 0,12 m,
r, = 0,054 m, r; = 0,066 m gerechnet. Die Belastung
erfolgt an der Innenseite mit Druck.

q=9q, cos@sin)\nz(qo = 1 MPa).

Der Zylinder bestand aus isotropem Material mit einem
Elastizititsmodul von E = 100 GPa und einer Querkon-
traktionszahl » = 0,3. In den Rechnungen wurden 44
Punkte (davon 11 Punkte zur Orthogonalisierung) bei
der Integration iiber die Zylinderdicke verwendet. In
Tabelle 3 sind die Amplitudenwerte fiir die Durchbie-
gungen an der Innenseite (1) und AuBenseite (2) an-
gefiihrt. Es wurde gute Ubereinstimmung mit den Daten
aus [23] erzielt.
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