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Die Ermittlung effektiver Eigenschaften
fiir viskoelastische ebene Flachentragwerke

Holm Altenbach

0. Einleitung

In einer fritheren Arbeit [1] wurden, ausgehend von einer
direkt formulierten Theorie fiir ebene Flichentragwerke
(gekoppeltes Platten/Scheibenproblem) die konstituti-
ven Gleichungen fiir den Fall viskoelastischen Material-
verhaltens abgeleitet. Diese konstitutiven Gleichungen
haben ein breiteres Anwendungsgebiet als andere, aus
der Literatur bekannte Gleichungen, da man mit ihnen
sowohl iiber den Querschnitt homogene als auch inho-
mogene (beispielsweise mehrschichtige) Flichentragwer-
ke analysieren kann. Hauptproblem bei der erfolgreichen
Anwendung der vorgeschlagenen konstitutiven Gleichun-
gen ist jedoch die Identifikation aller Materialfunktionen
des zweidimensionalen Modellkontinuums durch die ent-
sprechenden Funktionen des dreidimensionalen Konti-
nuums.

Fiir die Ermittlung der effektiven Eigenschaften (Mate-
rialfunktionen) stehen zwei Méglichkeiten zur Verfii-
gung. Die erste besteht in einer experimentellen Ermitt-
lung der entsprechenden Ausdriicke, was jedoch oftmals
schwierig und aufwendig ist. Ein zweiter Weg besteht
darin, daf bestimmte Aufgaben nach der zweidimensio-
nalen Theorie und der dreidimensionalen Theorie gelost
werden. Ein anschlieBender Vergleich der Lésungen
fihrt dann auf die zu ermittelnden effektiven Eigen-
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schaften des zweidimensionalen viskoelastischen Modell-
kontinuums, die sich als Ausdriicke der Materialfunktio-
nen des dreidimensionalen Kontinuums und der Quer-
schnittsgeometrie ergeben. Die Methodik der Ermittlung
der effektiven Eigenschaften ist auf Bild 1 dargestellt.

In der Arbeit werden mégliche Randwertaufgaben zur
Ermittlung der effektiven Eigenschaften des zweidimen-
sionalen Modellkontinuums vorgestellt. Das reale Fli-
chentragwerk besteht aus isotropem viskoelastischen Ma-
terial, wobei sich die Materialeigenschaften in Dicken-
richtung éndern konnen. Die Materialfunktionen bzw.
-parameter unterliegen beziiglich der Dickenrichtung kei-
nerlei weiteren Einschrinkungen, d. h. sie konnen sich
stetig bzw. sprunghaft dndern. Damit lassen sich mit den
gewonnenen effektiven Eigenschaften beliebige mehr-
schichtige Flichentragwerke betrachten. Aufierdem wird
in der Theorie die Querschubdeformation beriicksichtigt.

1. Konstitutive Gleichungen der riumlichen line-
aren Viskoelastizititstheorie im isotropen Fall

Die konstitutiven Gleichungen der linearen Viskoelastizi-
titstheorie lassen sich als integrale und differentielle
Ausdriicke bzw. im Falle stationirer Schwingungen mit
Hilfe von komplexen Moduln formulieren. Ausgehend
von [2] werden diese hier in folgender Form angegeben:

— integrale Beziehungen
o(r,z,t)
.t
=3 [ Rg(z,t—17)é(r,z,7)dr, (1.1)
g(ivzvt)
t
=2 [ Rg(z,t—1)é(r,z,7)dr
— 00 -
bzw.
€(r,zt)
1 t
=5z JKg(t—1)d(r,z,7)dr,
3 _e
e(r,2,0 (1.2)
1 t
= 3 f K¢ (z,t—7) s(r,2,7)dr,
wobei
1 1
9=5(E-9)E+s=20E+5s,
= 3= ="= = 3 =+ =
1 1 (1.3)
€=3(E"gE+e=3geE+eg
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ist. AuSSerdem bedeuten in (1.1) — (1.3) g, € Spannungs-,
Deformationstensor, s, e die entsprechenden Deviatoren,
I = (xq, Xg) der Radius-Vektor, x;, xg, 2 orthogonale
Koordinaten, t die Zeitkoordinate, ( )* die Ableitung
nach der Zeit, E der Einheitstensor, R, Rk die Funk-
tionen der Schub- bzw. Volumenrelaxation, K¢, Ki die
entsprechenden Kriechfunktionen. Der Zusammenhang
zwischen Relaxations- und Kriechfunktionen it sich
wie folgt angeben

t
4 F R (t—7) Ky (2, 7) dr

it ftRG (z,t—71) Kg (z,7)d7 = 1.
o

Es sei an dieser Stelle nochmals unterstrichen, dab sich
die Kriech- und Relaxationsfunktionen mit der Koordi-
naten in Dickenrichtung z indern kénnen.

— differentielle Bezichungen
M(z,D)o(r,z,t) = N (z,D)e(r,zt) ,
(1.4)
Q@ED)s(r,zt) = L (zD)e(r,z1),
wobei
M, N
M(z,D) = b§0 my, (z) DP
NO
N(z,D) = b§0 ny, (z) DP,
Q ’ (1.5)
Q@D) = T a@D,
L
= ¥ 1 (z Db
L(z,D) P b (2)

gilt. In (1.4), (L.5) bedeuten D = % Ableitung nach der

Zeit, DY b-te Ableitung und my, ny, qp, Iy, sind Koeffi-
zienten, die die physikalisch-mechanischen Eigenschaf-
ten des Material kennzeichnen und allgemem von der
Koordinaten z abhingen kénnen.

— Verwendung von komplexen Moduln :
Fiir den Fall, daB sich Spannungen und Deformationen
harmonisch andern, d. h.

z,t) = € (r,2) @,
z,t) = oo(L’z)eiwt

HHen

(r
(

nQ
[-1

gilt (w ist die Frequenz), erhilt man fiir die integralen Be-
ziehungen (1.1), (1.2)

O (Lv z) = 3R;((z,iw)eo(L, z) s

X 17)
go(va) = ZRG(z»iw)go(L’z)’

€(r,2)

e(r,2) = 3Kg @i so(r,2),

1+, .
§KK (zvlw) UO(L,Z) ) (18)
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wobei
Ry (2,iw) = Rg'(2,0) +iRg (2, w), (1.9)
Rg'(z,w) = w Z Rk (7) sinwr dr,

o (1.10)
Rk (z,0) = w f Rk (1) coswr d7

usw. ist. Fiir die dlfferentlellen Beziehungen gllt analog

bE ny, (z) (iw)b

€ (r,2)

OO(I_,Z)
20 my, (z i w)b
b=0 ()( )

_ N(z,iw)
" MG, iw) o (209 [

Sz: o B @ w)b (1D

8o (I.,2) & (r,2)

L, .
Z b @GP

- @iw) ‘
L(z,iw)go(L,Z). p

2. Die Grundgleichungen fiir viskoelastische Fli-
chentragwerke

Das hier betrachtete viskoelastische Flichentragwerk,
dessen mechanisches Modell ein zweidimensionales Mo-
dellkontinuum ist, wobei jeder Punkt des Kontinuums
den kinematischen Freiheitsgrad 5 (3 Verschiebungen,
2 Verdrehungen) hat, lifit sich mit folgenden Gleichun-
gen beschreiben [3]:

— geometrische Beziehungen

= 5 {Lu@ v 2+ (Ta(e-alt},

Y(r,)= Yu(r,t) n+c-o(r,t),

K(r,9= Yo(r.y , @1
u(r,9= u(r,t)e; +up(r,)eg+w(r,tn,
P(r,) = —pp(r,)e; +o(r,0) ey

— Quasi-Statikgleichungen

V-T(r,t) +q(r,t)=0,

(2.2
VM@ )+ T (5,9 +m(r,t)=0.

Dabei bedeuten u, w, 9, Verschiebungen in der Fliche,
quer zur Fliche, Verdrehungen (a = 1,2), 7,k Defor-
mationstensoren, T, M Krifte- und Momententensor, Ty

Vektorinvariante des Kriftetensors, ¥ — zweidimensio-
naler Nablaoperator beziiglich der Flichenkoordinaten
X @ M Flichenkriifte und -momente, _a_,rn orthonor-
mierte Vektorbasis auf der Fliche und ( — Transpo-
nieren.

Den Abschlub der Grundgleichungen bilden die konsti-
tutiven Gleichungen, die in [1] angefiihrt sind. Diese gel-
ten fiir den Fall allgemeiner Anisotropie und fiir diinne



- Flachentragwerke. Die Anzahl der zu ermittelnden Er-
satzeigenschaften reduziert sich fiir den isotropen Fall
wesentlich, was ohne Schwierigkeiten mit Hilfe der Sym-
metrietheorie nachgewiesen werden kann [4]). Ohne auf
Einzelheiten einzugehen, seien hier nur die Endresultate
angefiihrt.

T(r,9-a = SN M- i(e.n)

+ (4)]___3*(t-‘r)-~tzi(£,r)]d'r,
T(r.9'n = f [@-D-9(e,ndr, | 23)
MU (e, = fla(e,n - @B (-1

+

W " (t—1) -+ k (r,m)]d7,
wobei - - <
N\
WA" = Al ma+ A (22 *242q)

WB" = Bl ajay+B) (a2 —may) ,
W™ = Claga+C (any + 2420 .| 29
E* - F* gl ,

s

3 “eje tepep=a,
2 ~e)¢e) —£3¢2,

23 =ejep—ege) = ¢,
3 - e1e3 tese)

/
gilt. Die Tensoren (4) A*, (4) B* (4) C* I werden als
Tensoren der effektiven Eigenschaften bezeichnet, deren
Komponenten Af, A;, a1’, B;, 1 C;, ' von den
physikalisch-mechanischen  Charakteristika und der
Querschnittsgeometrie abhingen. Sie zu bestimmen ist
Ziel der vorliegenden Arbeit.

3. Ermittlung der effektiven Eigenschaften
3.1. Einfiihrende Bemerkungen

Die Ermittlung der effektiven Eigenschaften soll hier
entsprechend der auf Bild 1 dargestellten Methodik er-
. folgen. Dazu sind nachfolgend Randwertaufgaben der
Viskoelastizititstheorie fiir eine viskoelastische Schicht
der Dicke h und entsprechende Aufgaben nach der hier
vorgestellten Theorie zu losen. Bei der Losung entspre-
chender Aufgaben kann man die Methode der Integral-
operatoren, der Laplace-Transformation, der Iljuschin-
Approximation u. a. verwenden [5]. Wahrend die Me-
thode der Integraloperatoren nur fiir das integrale Vis-

koelastizititsgesetz anwendbar ist, kann die Laplace-

Transformation fiir die integralen und differentiellen
Beziehungen eingesetzt werden. Daher soll im weiteren
nur die Laplace-Transformation verwendet werden. Die-
se ist wie folgt definiert [6]

To) - ({wf(t) Pt dt, 3.1)

wobei f(t) die Originalfunktion, f (p) die Bildfunktion,
p die Variable des Bildraums und t die Zeitkoordinate
sind. Mit Hilfe von (3.1) lassen sich die Integral- bzw.
Differentialgleichungen der Zeit, die in den Abschnitten
1 und 2 eingefiihrt wurden, in algebraische Gleichungen
der Variablen des Bildraums p iiberfiilhren. Um die Dar-
stellung iibersichtlich zu halten, wird bei der Anwendung
der Laplace-Transformation von Anfangsbedingungen
gleich Null ausgegangen.

Zur Ermittlung der effektiven Eigenschaften sind im Fal-
le des isotropen Materials 2 Testaufgaben zu losen: Bie-
gung mit iiberlagertem Zug sowie Torsion unter Einwir-
kung eines konstanten (beziiglich der Koordinaten x,)
Randmomentes. Nachfolgend werden diese Aufgaben fiir
die verschiedenen Materialgesetze gelost.

3.2. Effektive Eigenschaften bei Anwendung des inte-
gralen Materialgesetzes

Biegung mit iiberlagertem Zug: Fiir den Fall, daf der

Streifen bei z = % belastungsfrei ist, lift sich 0,, = 0

an jeder Stelle der viskoelastischen Schicht (lz| < g—,

Ix; | < xg7, |xg | < e°) annehmen. Wenn der Streifen,
wie auf Bild 2 gezeigt, beansprucht wird, so erhilt man
folgendes Deformationsfeld

€@ =IO+ h(Orle; eyt e, @hnn. (32)

viskoelastische Schicht
z

Gy Ty

T11 )Mﬂ

H'( viskoelastisches Modellkontinuum
T

Bild 2
Biegung mit iiberlagertem Zug

Nach Ausfihrung der Laplace-Transformation in (3.2)
und anschlieBendem Einsetzen in das transformierte
Materialgesetz (1.1) erhiilt man folgende Spannungen
im Bildraum

a(zp) = plfy(p) + F2(p) 2]

3.3)
[Fy(z.p) ey e1 + Fa(zp) egeal,
wobei
Fi (2 p) = 4R (#,p) [3Rg (p) + R ()]
e 3RK(z’p)+4ﬁg(z,p) ’
Fy (z,p) = 2Rg (2.p) [3Rg (@p) — 2R G.p) ]
= 3Rk (zp) + 4R (2,p)
(3.4)
ist.

Der Ubergang von den Spannungen zu den Schnittgro-
Ben erfolgt traditionell [7]
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T(@9=<a-g(,zt)>, @.5)
M,(_l;,t) =<a-g¢ (L,z,t)z'g> .
wobei
h
2
<()> = hf () dz
T2

das Symbol fiir das Integral iiber die Dicke des Flichen-
tragwerks ist. Analoge Beziehungen gelten fiir die trans-
formierten Grofen. Im Fall der ersten Aufgabe erhiilt
man somit aus (3.3) bei Anwendung der Bezichungen
(3.5)

Te) =p<[fi(p) + T2(p) 2]
[Fy (z,p) e1 &1 + F2(z,p) e2 e21>,

M) = p<z[fy (p) + T @2
[Fyp) 1 €2 —Fa(z,p) e3 11> J

In der analogen Aufgabe fiir das Modellkontinuum kann
von folgenden Verschiebungen und Verdrehungen ausge-
gangen werden

N\

L (3.6)

u(r,t) = f(Ox) 3 -
¢ (r,t) = fa()xpe3.

Die Gleichungen (3.7) beziehen sich auf den unteren Teil
des Bildes 2. Nach der Transformation der GIn. (3.7)
und Einsetzen in die transformierten Gln. (2.1) erhalt
man folgende Deformationstensoren im Bildraum

e@-H@Eer e,

1) =0, , 38
K@ =H@Eere;. \

Nach Einsetzen der Deformationstensoren (3.8) in die

transformierten konstitutiven Gln. (2.3) erhilt man
unter Beachtung von (2.4)

Te) = p {[A @)+ A @1 T G
+[=B1(@ + B3 (12 ()} er &3

1
3 f2() xin, 37

o {1A @ - AT ()
+[-B{() - B3I 2 ) e €2,
M) - p {[B7G) + B T () (3.9)

+[-Cl@) + T3 @ R0 e s
+p{[-B} @) + B0 T1(p)
+[T1 ) + T T0)} eg e -

Ein Vergleich der Gln. (3.6) und (3.9) ergibt folgende ef-
fektive Eigenschaften

(A1 (p); B ; T (p)]
= <F(z,p)[1 —2; 2 21>,

[A3 ()5 B3 (p); C'z'(p)]
= <F*(z,p)[1; z; 221>
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(3.10)

u(x1,p)

i("l’P) = 9a(x1,p) ez,

mit
F@p) = 5 [F1(ep) + Fa(ap)]
_ 9Rs e pFx @.p)
Sk p) +4Rs @p)

F* @0 = 3 [F1@p) - P26l Fo (p) . G1D)

Torsionsaufgabe: Fir den Fall, da auf den Rand x; =
¥ xq} ein beziiglich der Koordinaten x, konstantes Mo-
ment M* (t) wirkt (Bild 3), verformt sich das Modell-
kontinuum folgendermaBien

u = ug (xl’t)Qvf = —¢ (x]_at)gl . (312)

viskoelastisches Modellkontlnuum
H"(t)

////

!‘1" ®

Bild 3
Zur Torsionsaufgabe

Nach Ausfiihrung der Laplace-Transformation und Ein-
setzen in die transformierten Ausdriicke der Deforma-
tionstensoren (2.1) ergibt sich

1_
= 392 (1P 24,
(3.13)

K (x3,p) = —va(x3,p),1 €1 €1 -
Dabeiist () die Ableitung nach x;.

Die GIn. (3.13) werden in die transformierten konstitu-
tiven GIn. (2.3) eingesetzt

T(x1,p) = plAS () U2 (x1,P),1 + B3 (P) w2 (x1.P) 1) 24
+pI" () v2(x1,P) 21, 3.14)
MT (x1,p) = — p[B3(p) 2 (x1,P) 1
+C3(p) 2 (x1,p),1] 22 -

Nach Einsetzen in die transformierten Quasi-Statikgln.
(2.2) erhilt man folgendes Differentialgleichungssystem

A3 ua(x1, P11

+ B3(p) v2(x1,P) 11 = O,

B3 (@) u2(x1,P) 11 * C3 () %2 (x1.9),11
~T* (@) 92 (x1,p) = 0

(3.15)



Das System (3.15) fiihrt bei den Randbedingungen

x} = txg :e,°T=0,
e1°M=-M"(9 e, (3.16)

auf die Lisung
_ __ By -
uy (x1,p) o) ¥2 (x1,p)
}5 ®
A3(p)C3(p) -B3(p)?

_ shA@x
X@) <h A() xo1

92 (x1,p) = M* (p)

(3.17)
mit

_ r " ®) A; ®

A3 () C3 (p) — B3 (p)?

Fiir die viskoelastische Schicht wird folgendes Verschie-
bungsfeld vorausgesetzt

22 (p) =

u=w=0, v= v(x3,2,t).
2

(3.18)
Damit ergeben sich fiir die transformierten Spannungen

9 (x1,2,p) =p Rg (= p) [V (x1,2,p) 1 24
+v (xla z, p),z (Ql nt+n Ql)] ’ (319)
wobei mit () , die Ableitung nach z bezeichnet wird.

Nach dem Einsetzen in die entsprechenden Quasi-Statik-
gin. erhilt man

Rg (z.p) V (x1,2,p),11
+ [Rg (z,p)V(xl,z,p)’z]’z = 0.

Diese Differentialgleichung hat bei folgenden Randbedin-
gungen

z = t%:g ¢ g =0
die Losung
_ sh, (p) x;
) =BV, o , (3.20
v (x1,2,p) (2,p) A, (p) ch A, (p) x01 ©20)

wobei A, (p) die dem Modul nach kleinste nichttriviale
Lésung nachfolgender Differentialgleichung ist

l:RG (z,p) v (z P),z ],z
+ 22 (@) Rg(@p) V(p) = 0

h - (3.21)
z = iE:V(z,p)’z =0

und B eine noch aus den Randbedingungen zu bestim-
mende Konstante darstellt.
Die Losung (3.20) wird jetzt in (3.19) eingesetzt. Mit
Hilfe von (3.5) werden die Schnittgrofen ermittelt
— Bp
T(x1,p) =
AR WO WO
<Rg @) [V@p) A (@) ch A @)x1 24
+ V(z,p),sh A, (p)x; (e n +ney) 1>,

— y Bp
M (x3,p) = ~ b ) %o

<2Rg (p) V(@ p) ch A (p)x1 > 2. 3.22)

Die Integration von (3.21) nach z ergibt unter Beachtung
von

M@0
<R (@p) V@zp)>=0

Der Vergleich der Lasungen der Aufgabe nach der zwei-
dimensionalen Theorie und der Aufgabe nach der drei-
dimensionalen Theorie ergibt bei Beachtung der Gl.
(3.23) und der Randbedingungen (3.16) eine vdllige
Ubereinstimmung der SchnittgroBen fiir den Fall, daf
A(p) = A, (p) ist, wobei A, (p) aus (3.21) zu bestimmen

3.23)

ist. Damit erhilt man abschlieend

T A @G0 - B3 ()

™ (p) =22 (p) 2—22 2, 3.24
® =2*(p) A () (3-24)

wobei K; (). B3 (p) und C; (p) als bekannt vorausge-
setzt werden. Fiir die Verschiebungen erhilt man keine
vollige Ubereinstimmung. Fiir sie wird die Erfillung
nachfolgender Bedingung gefordert

<Rg (2. p) [¥ (x1.,2,p) T3 (x1,p) ~ 203 (x1 P B> = ™"

ug,¥2

(3.25)

3.3. Effektive Eigenschaften bei Anwendung des diffe-

rentiellen Materialgesetzes

In diesem Fall sind die gleichen Aufgaben wie im vorher-
gehenden Fall zu 16sen, wobei die Losungen nach der -
zweidimensionalen Theorie vollstindig erhalten bleiben.
Fiir die Losung der ersten Aufgabe nach der dreidimen-
sionalen Theorie ist in (3.3) Fy (z,p) bzw. Fy(z,p)
durch nachfolgende (mit Stern gekennzeichnete) Aus-
driicke zu ersetzen

-

F* (5,p) - L(z,p) 2Q(zp)N(z,p) + M(z,p) L (z,p)
15 pQzp) Qzp)N(,p)+2M(z,p)L(z,p)
F’(z P) - L (z, pP) Q(z,p)N(z,p)—M(z, P)L(Z’P) .
2 PQ(zp) Q(zp)N(z, p)+2M(z, p)L(z,p)
Die Gln. (3.10) bleiben gleichfalls erhalten, jedoch gilt statt
(3.11) “

F@p = 3IF @D +F3@p)
= l L(zp) 3Q(zp)N(.p)
2 pQ(z.p) Q(zp)N(@p)+ 2M(z,p)L (z,p)
L (z,
= 3IF 6p) -F3@p]- § oeb

Fiir die zweite Aufgabe behilt (3.2.4) seine Gilltigkeit,
jedoch ist A (p) aus folgender Gl. zu bestimmen

L(z,p) v
Q("p) ke
+22(p) %}‘3 V(p) = 0,

' (3.28)
£ V(ap), = 0

(z Pz ],z
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(3.26)
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3.4. Effektive Eigenschaften bei Verwendung kom-
plexer Moduln

Auch in diesem Fall werden die Testaufgaben in Analo-
gie zu Abschnitt 3.2 gelost. Beispielsweise erhilt man bei
Verwendung der Gln. (1.8), (1.7) statt (3.3) folgende

Spannungen
% = (f1 +f22)

[F3(z,iw)gl e * Fu(ziw) ey eyl

mit

Fy (5, iw) = 4RE3(:{iw) [.3Rl*( (’*i‘:’ﬁfié (ziw)] |
K (iw) + 4R (z,iw)

Fy(z,iw) = 2RG (2,iw) [BRg (z,iw) — 2R (z,iw)]

3Rk (z,iw) + 4R (z,iw) (3.29)

bzw. fiir den Fall der GIn. (1.11) ist (3.29) wie folgt zu
ersetzen

L (z,iw) )
iwQ(z,iw)

2Q(z,i w)N(z,iw) + M(z,i w) L (z,iw)
Q(z,iw)N(z,iw) + 2M (z,iw) L (z,iw) ’ |

F} (z,iw) =

Liw (3.30)

iwQ(z,iw)
Q(z,iw)N(z,iw) —M(z,iw)L (z,iw)
Q(z,iw) N(z,iw) + 2M(z,iw) L(z,iw)

Fy (z,iw) =

Fiir die effektiven Eigenschaften ergeben sich dhnliche
Ausdriicke wie (3.10). Fiir die zweite Aufgabe kann man
I'™ (iw) wie I'* (p) bestimmen, jedoch ergibt sich A (iw)
aus folgender Aufgabe

[RG (ziw) V(2),
+M (W) RE (ziw) V() = 0,

z=i'—}2£:V(z)’z=0

bzw.

[ Lz iw)
Q(z,iw)

+ A2 (iw)

\ (z),z ],z

L(z,iw)
Q(z,iw)
h

z = iE:V(z)’z =0.

V@) =0,

4. Beispiel: Sandwich-Platte

An dieser Stelle soll der auf Bild 4 dargestellte Quer-
schnitt einer Sandwich-Platte betrachtet werden, wobei
von einer integralen Formulierung des Materialgesetzes
ausgegangen wird. Die Deckschichten sollen rein elas-
stisch sein, d. h. die Gln. (1.1) sind wie folgt zu ersetzen

o(r,zt) = 3Kp e(r,z,t) , -
s (5t = 26p e(r,z,1) .
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(4.1)

C N !
E x —_— 1 w £
K Kernschicht j
AW )
D Deckschicht
Bild 4

Querschnitt einer Sandwichplatte

Die Kernschicht besteht aus viskoelastischem Material,
wobei das erste Axiom der Rheologie [8] giiltig sein soll.
Ein solches Material verhilt sich bei allseitigem Druck
rein elastisch, womit fiir die Kernschicht das Materialge-
setz (1.1) folgendermafien zu ersetzen ist

g l',Z,t) = 3KK G(L,Z,t), (42)

t
s(r,z,t) = 2 !‘,RGK (t—7) e(r,z,7)dr.

In (4.2) und (4.1) sind Kp, Kx die Kompressionsmo-
duln der Deckschichten bzw. der Kernschicht, Gy der
Schubmodul der Deckschichten und RGK die Schubrela-
xationsfunktion der Kernschicht.

Offensichtlich erhilt man in diesem Sonderfall fiir die
effektiven Eigenschaften B (p), B; (p) den Wert Null,
da der Querschnitt beziiglich der Geometrie und den Ma-
terialeigenschaften symmetrisch ist. Weiterhin gilt

—T 9Gp K
Ai(p) = __Q_D_(h_s)
(3Kp +4Gp)p
9Rg (p) Kk

s,
3Kk +4Rg, (P p

@) = 6p-9) + Fg (s,

_ 3GpKp
G = (03 — &%)
4(3Kp +4Gp)p
.3 Rog MKk 3
4 3K +4Re p

o) = 15 [0 6° -+ By @)1,

I'™ (p) 1Bt sich folgendermabien bestimmen
I () = M) Cy(p),
wobei A2 (p) die Losung folgender Differentialgleichu

1st .
V@R * ) V(ap) = 0.
Diese Differentialgleichung ist bei folgenden Randbedin-
gungen
h =
z = i'2“ : V(Z,P),z =0
und den Ubergangsbedingungen
V (z,p) =V (z,p)

8
z=i(§+0) zzi(zi__()),



GD v (z’ P),z

z=¢(2i+0)

= R, ®pV(zp)

z=t(§——0)

zu losen.

Eine weitere Konkretisierung ist nur bei zusitzlichen
Annahmen méglich. Nachfolgend soll h s (diinne Deck-
schichten) und das Maxwell-Modell fiir die Kernschicht
giiltig sein. Danach ist [9]

t
s(rnt) = 26g [ o KO o g,

mit Gg als Schubmodul und pg als Dimpfungskoeffi-
zient der Kernschicht. ug /Gg wird auch als Relaxations-
zeit bezeichnet. Offensichtlich gilt in diesem Fall folgen-
de Schubrelaxationsfunktion

Rg (® = Gge Okt

Die entsprechende Laplace-Transformierte ist

5 _ 1
RGK (P) - G R GK

p e
Ofimals ist der Schubmodul der Kernschicht wesentlich
kleiner als der der Deckschichten. Wenn die GrisBenord-
nung O (G /Gp) viel kleiner als O (h —s/s) ist, so erhalt
man fiir die Ersatzeigenschaften A* @) A () C (),
C2 (p) die aus der Theorie der elastlschen Sandwxch Plat-
ten bekannten elastischen Niherungen [10]

A = A= DD by
1 1~ @Kp+4Gp)p ’

— 1 <
AS(p) = Ay = ;GD(h—S),
— 3Gp K
- - D ™D 3_ 3
Cl (P) = Cl ‘4(3KD +4GD)P (h 8 ) ’

— 1
Co(p) = Cy =WGD(’“3—83)-

Fiir T"} (p) ergibt sich folgende Niherung

— 4G G
@) = X P 213 - 3)
Gp G 12p
(pt+t —st-9
_ Gk 1 h2+sh+s _ Ok
3 p+% ° p+E§
HK MK

Dieser Wert stimmt vollstindig mit dem in [11] angege-
benen iiberein, wobei in [11] die differentielle Formulie-
rung des Materialgesetzes als Ausgangspunkt diente.

5. Abschliefiende Bemerkungen

Die hier vorgestellte Methode der Ermittlung effektiver
Eigenschaften viskoelastischer ebener Flichentragwerke
eignet sich gut zur globalen Analyse, wobei auch ge-
schichtete Flichentragwerke betrachtet werden konnen.
Die ermittelten Ausdriicke sind allgemeiner als entspre-
chende, aus der Literatur bekannte Angaben. Die hier-
mit vollstindig vorgestellte Flichentragwerkstheorie be-
sitzt noch einen weiteren Vorteil: Effekte, die mit der
Querschubdeformation verbunden sind, konnen beriick-
sichtigt werden. Diese Effekte kionnen auch bei Aufga-
ben zum Kriechen viskoelastischer Flichentragwerke
wesentlichen EinfluB auf die Qualitit der Ergebnisse
haben [12].

Das Beispiel des Abschnittes 4 zeigt, dab es nur in weni-
gen Fillen gelingt, analytische Ausdriicke fiir die effek-
tive Eigenschaft I'* (p) in geschlossener Form zu ermit-
teln. Hier bedarf es offensichtlich noch weiterer Unter-
suchungen zu giinstigen Rechenverfahren, die eine nihe-
rungsweise Ermittlung méglich machen. Diese sollten
sinnvollerweise mit der Losung des Umkehrproblems,
d. h. des Ermittelns der Losung im Originalraum, ver-
bunden werden.
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