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1. Einleitung

Wihrend derzeit von der in der DDR bereitgestellten Elektroenergie etwa 10 % in Kernkraftwerken erzeugt werden,
miissen in den niichsten Jahrzehnten der grofte Teil der Warmekraftwerke durch Kernkraftwerke ersetzt werden. Damit
wird der Bau von Objekten der Kernenergetik schnell zunehmen. Diese stellen eine Reihe von besonderen Anforderun-
gen, denen in der Projektierung Rechnung getragen werden mub. U. a. ist unbedingt zu sichern, dafs im Falle von Hava-
rien die Umwelt zuverlissig geschiitzt ist. Dadurch werden sehr massive K onstruktionen erforderlich, die extremen me-
chanischen und thermischen Beanspruchungen ausgesetzt sind.

Vorzugsweise eingesetzte Materialien sind Beton und Stahl in Stahlbeton-, Spannbeton- und Verbundkonstruktionen

aus Stahlbeton und Stahl. Im Beton treten bereits unter Gebrauchslasten plastische, viskoelastische und viskoplastische

Verformungen auf, und es bilden sich Risse. Eine moglichst wirklichkeitsnahe Beschreibung der Spannungs-Verzerrungs-

Beziehungen (SVB) des Betons ist fiir die konomische Bemessung und zuverlissige Beurteilung der Sicherheit von Bau-

werken der Kemenergetik eine wichtige volkswirtschaftliche Aufgabe. In vielen Fillen sind auch 3D-Berechnungen un-

umgiinglich. Die vorliegende Arbeit ist die theoretische Aufbereitung der momentanen und zeitabhiingigen SVB des Be-

tons zur rechentechnischen Realisierung innerhalb des PS FEMA.

Bei der numerischen Modellierung der SVB des Betons, seiner fortschreitenden Rifbildung bis hin zum Versagen sind

gegeniiber vielen anderen Materialien einige Besonderheiten zu beachten:

— unterschiedliche Festigkeit bei Zug- und Druckbeanspruchung;

— in Abhiingigkeit von der Art des Spannungszustandes erfolgt die Rifbildung infolge Abrif oder Schub;

— Dilatationseffekte, d. h. bei Uberschreiten eines bestimmten Spannungsniveaus tritt im Zusammenhang mit der
Mikrorifbildung eine Gefiigeauflockerung ein, die zur Volumenvergréferung fiihrt;

— viskoelastische und viskoplastische Verzerrungen des Betons konnen im Vergleich zu den momentanen Verzerrungen
mehrfache Werte annehmen;

— die SVB unterliegen wesentlichen Alterungserscheinungen.

In der vorliegenden Arbeit werden die SVB bis zum Reifien des Betons behandelt. Die Formulierung der SVB des ge-
rissenen Betons mit Beriicksichtigung der Bewehrung bleibt einer weiteren Arbeit vorbehalten.

2. Deformationsgesetze in differentieller Standardformulierung'

Bei der Entwicklung hinreichend universeller Programmsysteme ist eine weitgehende Unabhingigkeit von speziellen De-
formationsgesetzen von sehr groBer Bedeutung. Das einheitliche Konzept der Gleichungen des nichtlinear-inelastischen
Materialverhaltens fir FEM-Programmentwicklungen [3], [4], [5] soll hier fiir die Beschreibung der SVB des Betons an-
gewendet werden. Der besondere Vorteil besteht darin, daB8 mit diesem Konzept weitgehend allgemeinste differentielle .
SVB beriicksichtigt und dab zunichst verwendete SVB mit relativ geringem Aufwand durch andere ersetzt werden kén-
nen.

Als Variable des Deformationsgesetzes werden 0, €, h und T als Funktionen der Zeit t eingefiihrt. Die Vektoren o und
£ enthalten nur die Komponenten des Spannungs- und Verzerrungstensors, die beim konkreten Feldproblem einen Bei-
trag zur mechanischen Leistung pro Volumeneinheit W liefern.

W=el o )

Werden aus Griinden der Umformung des Deformationsgesetzes oder durch das Feldproblem Komponenten des Span-
nungs- bzw. Verzerrungstensors benétigt, die nicht identisch verschwinden, aber keinen Beitrag zu W liefern kdnnen, so
_werden diese Komponenten in h eingegliedert. Der Vektor h enthilt simtliche interne Varigble des Deformahonsge-
setzes, die alle dadurch ausgezeichnet sind, daf sie nicht in die raumbezogenen Differentialgleichungen des Feldes ein-
gehen. T ist das Temperaturfeld, das in der Regel als Differenz zu einem Bezugszustand angegeben wird. Es soll voraus-
-gesetzt werden, daB die Verzerrungen klein sind sowie das Temperaturfeld bekannt ist und nicht von Dissipationsvor-
gingen wesentlich beeinfluBit wird.
Die Grundform der Standardformulierung ist die Auflésung nach den Spannungen, die bei Programmen auf der Grund-
lage der Deformationsmethode benétigt wird:
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Q.
i

C(g,€,h,T)é + dy(g,e,h,T)T + d(o,¢e,h,T) @
B(g,e,h,T)é + er(0,€,h, )T + e(g,¢€,h,T) , 3)

b

Die Matrizen C und B und die Vektoren d, e, d7 und ey charakterisieren das konkrete Materialverhalten und hiingen im
allgemeinen Fall von g, ¢, h und T ab. Im Falle der Alterung des Materials, was fiir Beton typisch ist (d. h. von der Be-

lastung und der Temperatur unabhiingiger Anderungen der Materialeigenschaften mit der Zeit) hiingen sie auch explizit
von t ab.

3. SVB des Betons

Der Beton, eines der wichtigsten Baumaterialien, zeichnet sich durch sehr kompliziertes Spannungs-Forminderungs-
Verhalten aus. Fiir ungerissenen Beton sind nichtlineare momentane SVB, Kriechen und Schwinden zu unterscheiden.

3.1. Momentane SVB des ungerissenen Betons

Fiir die momentanen SVB des Betons wird die differentielle Standardformulierung am Beispiel der Deformationstheorie

der Plastizitit von Geniev u. a. [13] vorgenommen. Dabei handelt es sich um ein finites Deformationsgesetz. Die im Ab-

schnitt 2 gezeigte Vorgehensweise gestattet ohne Schwierigkeiten auch die Verarbeitung differentieller Deformations-

gesetze. Mit der Theorie von Geniev werden insbesondere beriicksichtigt:

— das nichtlineare Spannungs-Verzerrungs-Verhalten des Betons; ,

— der Einflub der 1. Invarianten des Spannungstensors auf die Abhingigkeit zwischen den Invarianten der Spannungs-
und Verzerrungsdeviatoren;

— die Kompressibilitit und der Dilatationseffekt des Betons;

— die Abhiingigkeit der Grenzdeformationen des Betons von der Art des Spannungszustandes;

— die Forderung nach dem direkten Ubergang von den SVB des Betons zur Bruchbedingung.

Die Theorie von Geniev ist eine Verallgemeinerung der Festigkeitshypothese von Mohr fiir den Beton und gibt dessen
charakteristische Brucharten infolge Abrif und infolge Gleiten wieder. Der Zugbruch wird bei einer anzugebenden Zug-
spannung erreicht, wihrend der Schubbruch nach der Theorie von Mohr beschrieben wird. Wie in [13] an vielen Verglei-
chen mit experimentellen Daten gezeigt ist, wird mit der Theorie von Geniev fiir den zweiachsigen Spannungszustand
(Druck — Druck, Druck — Zug, Zug — Zug) das Spannungs-Verzerrungs-Verhalten des Betons gut erfabt. Die groferen
Abweichungen erhilt man fiir den zweiachsigen Druck. Das kann dadurch erklirt werden, daf versucht wurde, fiir die
verschiedenen Spannungsverhiiltnisse die Festigkeitsbedingung durch eine Gleichung zu beschreiben. Sinnvoll erscheint
daher auch der Weg, fiir verschiedene Spannungsverhiltnisse auch unterschiedliche Festigkeitsbedingungen anzugeben
[17]. Nach [13] wird der Beton bis zur Rifbildung als nichtlinear isotropes Material angenommen. Als physikalische
Grundeigenschaft wird die Beziehung zwischen den Intensititen der Schubspannungen und Schubverzerrungen ver-
wendet. 4
Zunichst werden folgende GréBen definiert:

=+ —4]Jpz , I'¢, Ty — Schubverzerrungsintensitit des aktuellen Forminderungszustandes, Grenzwert fiir reinen

Schub und Grenzwert fiir die aktuellen Spannungsverhiiltnisse; Jpo = — %

Verzerrungsdeviators mit € = J;/3 und J; = ¢ — 1. Invariante des Verzerrungstensors; T =/ —Ip5 , T, Tg — Schub-
spannungsintensitit des aktuellen Spannungszustandes, Grenzwert fiir reinen Schub und Grenzwert fiir die aktuellen

(eij - eBij) (eij — e«Sij) — 2. Invariante des

Spannungsverhiltnisse; Ipy = — % (03 — 098y;) (035 — 08;5) — 2. Invariante des Spannungsdeviators mit ¢ = I;/3 und .

I; = oy — 1. Invariante des Spannungstensors.
Als grundlegende physikalische Abhingigkeit der Deformationstheorie von Geniev gilt:

T=6(Mr 4)
Dabei wird angenommen, daf G (T') eine lineare Funktion der Schubverzerrungsintensitiit ist. .
G(T) = G, (1 -T/2T,)) 5)
Die Volumendeformation ¢ = J; ergibt sich zu

8 =9 + 9 = o/K() + g, I'2 (6)
Darin sind

K(T) = K, 1 -T/(2Ty)) )

— der Volumendeformationsmodul; g, der Dilatationsmodul; 9p-Dilatation (Volumenvergroerung infolge Gefiigeauf-
lockerung bei der Rifibildung).
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Die Verminderung von K mit zunehmender Schubverzerrungsintensitit resultiert aus der fortschreitenden Rientwick-
lung im Beton. Bei reinem Schub (I; = 0) ist im Grenzzustand ¢ = 9, = 9p =g, . (9 —Grenzvolumenverzerrung
bei reinem Schub). Daher kann der Dilatationsmodul nach der Beziehung

Bo = /T2 | ®)

ermittelt werden. Endgiiltig werden die in [13] fiir die Deformationstheorie der Plastizitit des Betons vorgeschlagenen
SVB wie folgt angegeben:

1 1
€ = 26(0) (0 —08;) + 3 33 | )]

'3 ist aus Gl. (6) zu entnehmen. Dabei wird die Ahnlichkeit und Koaxialitit der Spannungs- und Verzerrungsdeviatoren
vorausgesetzt. Gl. (9) kann man fiir i =j = 1 umschreiben:

€1 = ﬁﬁ (011 —v (022 + 033)) +%P2 (10)
Entsprechend ergeben sich €55 und €33 durch zyklisches Vertauschen der Indexe. Dabei wire fiir

E(T) = 3G(M)/(1+G4/(3K,)) 11
und fiir

v = (1-26,/(3K,))/(2 + 2G,/(3K,)) (12)

zu setzen. Die Abhingigkeit zwischen G, und K, lift sich angeben, wenn man einen Wert fiir die Querkontraktions-
zahl v festlegt. Mit v = 1/6 wird K, = 7G,/6 und weiterhin

E() = 7G(I)/3 = E,(1 -T'/(2Ty)); E, = 7G,/3; E(Ty) =E,/2;
Das Bruckkriterium wird in [13] folgendermafien festgelegt (Bild 1):
T2 — TA1+8)T — T2 (1+8) = 0 (13)

Bild 1
Grenzfliche nach Geniev (isometrische Darstellung, Schnitt normal zur Raumdiagonalen)

Darin sind :

N = (T Ry — Ry /Ry Ry ([~ Tp)'2) 5 = = V2R, Ry/ T2 — 9O (~Ipz)¥12): (14
Ry, — Betondruckfestigkeit; Ry ; — Betonzugfestigkeit;

Ipg = % (03 — 0855) (0jx — 98;k) (Okj — 08;) — 3. Invariante des Spannungsdeviators.

Die Auflésung der Gl. (13) nach T ergibt

T =T, = T,k(\,8) mit (15)

k(A 8) = A(1+8)/2 +\/ A2 (L+8)2/4+1+6 (16)
27




Geniev [13] schligt vor, die Abhingigkeit zwischen der Grenzschubspannungsintensitit bei beliebigem Spannungszu-
stand zu der bei reiner Schubbeanspruchung (G1. (15)) auch fiir die Schubverzerrungsintensititen anzuwenden.

I, = [, k(\,8) mit k(},5)nach Gl. (16). (17)

3.2. Zeitabhingige SVB des ungerissenen Betons

Die Verzerrung zur Zeit t infolge eines vom Zeitpunkt t, an wirkenden konstanten Spannungszustandes 0;; besteht aus
drei Anteilen

g;(t) = 6;;1 (o) * eicj @ b to) *+ e:j (tt,) ,. (18)

Hierin ist e?.‘ die momentane Reaktion gemif Abschnitt 3.1, €. der Kriechanteil und €, der Anteil infolge Schwindens.
Die Verﬁndt’emng der Eigenschaften der momentanen SVB im Laufe der Zeit (= B. [11,12],[12]) wirdim Sinne der An-
nahmen des Abschnittes 3.1 vernachlassigt. 4

Im Kriechanteil wird die Separation infolge des Einflusses des Spannungszustandes und der Zeit vorausgesetzt. Diese
Annahme gestattet stets eine ausreichend genaue Approximation und ist in der Literatur iiber das Betonkriechen iiblich

(11,12}, [12]:
ef; = Fij (ozl) ¥ (tv to) (19)

Dabei wird die Kriechzahl in bezug auf den einachsigen Versuch so definiert, daf

(]
(

[
€, (c‘l’l) ¢(t, ty) gilt und bei kleinen Spannungen im linearen Grenzfall schlieBlich e‘l: 1° El;l— o (t, t,) (20), (21)
folgt. Hierin ist E, der lineare Elastizititsmodul der momentanen SVB, der aus Gl. (11) fir I = 0 folgt.
Bei der Verallgemeinerung von Gl. (19) auf Spannungszustinde, die sich im Laufe der Zeit verindern, ist zu beachten,
dab dabei zwei unterschiedliche Phinomene zu beachten sind. .
Einerseits vollzieht sich ein viskoser Prozefs mit stindig zunehmender Viskositit infolge der Aushirtung des Materials.
Dieser Prozeb fihrt auf die Theorie des Alterns [9], [21] und wird durch eine Gleichung des Typs

&k = Fyj (0 ®) ba | (22)

beschrieben. Diese Art der Kriechverformung ist irreversibel, und die Kriechneigung nimmt mit dem Alter ab (Bild 2).
Zum zweiten verhilt sich der Beton viskoelastisch. Die geeignete Beschreibung ist die Theorie der elastischen Nachwir-
kung [7], im Sinne der Kategorisierung nichtlinear-viskoelastischer SVB eine Haupttheorie des Kriechens mit der Be-
griindung [18]:

t t
G (1) = Fon =15 Fyu)dr = - [Fyoa(n)on (-1 dr (23)

mit der Voraussetzung 9y (0) = 0. Die Kriechkurven infolge Belastungen, die zu verschiedenen Zeiten aufgebracht wer-

den, sind parallel in Richtung der Zeitachse verschoben (Bild 2). Eine kombinierte Theorie (,,Nachwirkungstheorie des
Alterns™ [2], [8], [12], [19] setzt beide Teilgesetze anteilig voraus:

t
& (& tf)) = - "{ Fyj (0 (1) 5a—;~p(t, dr -
mit .
e(L7) = kga L)+ (A -k)oy (t—1) o5
1)
¥(0);

Bild 2
Kriechkurvenverlauf (A — Theorie des Alterns, N — Theorie der elastischen Nachwirkung)
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und

t T

AT = JUpA(©)dO — [y, (8)de. (26)

o o
Fiir eine bestimmte Referenzkriechzahl
o(t, t5) = v, (1) 29
gilt unter der Annahme der proportionalen Aufteilung fiir alle Zeiten
Va(®) = 6 (; on(t) = v (t—1t,). (28), (29)
Als einfaches Beispiel sei
Yo (V) = Voo (1—eTY) (30)
zu t,, - 0 angefiihrt. Dann gilt
VA () = poore™ 1! (31.1)
N = vu(l-e"T") (312)
P(LT) = Poo(k(e™ 7T — ™Y + (1-k) (1 -~ 7t-T)y) (31.3)

Zur Struktur der Tensorfunktion F;j (o)) in GL. (19) bzw. (24) wird im allgemeinsten Fall in Ubereinstimmung mit den
momentanen SVB Isotropie vorausgesetat: -

Fij = Fo 85 + Fyo5+ Faop 0y . (32)
Die Faktoren F), sind Funktionen von drei beliebigen, aber unabhiingigen Invarianten des Spannungstensors, z. B.

Fk = Fk (o, T, ID3)' (33)

Das einfachste nichtlineare Modell dieses Typs beruht ausschlieflich auf dem Einflub der 2. Invarianten des Spannungs-
deviators auf die Gestaltinderung:

_ @

F, =~ 5= M) (341)
1

= 34.2
F 1 2Go f(T) ) ( )
Fp = 0 | (34.3)
und in Anlehnung an [8] kann fiir die Funktion f(T) beispielsweise
f(T)=1+n(T1)“‘; m>1 (35)

(4

angesetzt werden. Ist die Schubspannungsintensitit T klein gegeniiber T,, gilt mit f(T) = 1 die lineare Theorie bei In-
kompressibilitit.

4. Standardformulierung der SVB des Betons

4.1. Standardformulierung der momentanen SVB des ungerissenen Betons
GL. (9) gibt die momentanen SVB des ungerissenen Betons fiir monotone Belastung nach Geniev an.

1 1
Eij = W (oij - 083) + § !96',
Mit der Festlegung

é =lé]. ég2, €33, T2, 123, Y311
wobei 'iij = 2éij

& =161y, 833, 633, 612,693, 03117
kann man schreiben

Beé = Byd

bzw. nach der Auflésung nach den Spannungszuwiichsen, die im Programm auf der Grundlage der Deformationstheorie
benétigt wird:
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¢ =Cé mit C=B;'B, (36)
Mit Verwendung der Gln. (5) bis (7) sowie K, = 7G,, /6 geht Gl. (9) iiber in:

o 1 % — 9% 20 g
%~ 3G, 1-T/@r,) (7(;0 a-r/@ry) 38 (37)

Zur Uberfiihrung in die differentielle Standardformulierung ist G1. (37) nach der Zeit abzuleiten (bei den momentanen
SVB ist die Zeit eine fiktive Variable).

. 1 (G — 68y A-T/@2Ty)) — (05 — 08y) (1 —T/(2T,))’

V26, (1-T/@T,))?
2 6(1-T/@T,)) - o(1-T/@T,)) 2 .
7G, (1-T/(2T,))? t 38 IT)Yy - (38)

Mit Verwendung der G1. (17) und I', = T, k (A, 8) findet man

(1-T/@Ty))" = %( o2, ’;;c

r,v-ID2 s
Mit Gl. (16) kann man anschreiben:

k(A 8))

k(\,8) = AjA + A8 = C 1) + Cy(~ipg) + Cyips
Darin sind

C;, = A By (-Ipy)-1/2

I | _ 3
C = - §A1 By I) (-1Ipy) 3/2 —§A2 B, (_ID2)—5/2 Ips N = 20\2(11‘6)2 +a(1+5))L2
C3 = Ay By (~Ipy)-3/2 1 c (Rp Rpe) / Ry Ryy)
By = — Y3 (&, Ry /7
Ay = (1+8)/2 + \(1+5)2/N 2 5~ Ry Ry /T, — 3)
Ay = M2+ (A2(1+8)+2)/N

SchlieBlich ergibt sich fiir die Ableitungen der Verzerrungen der Ausdruck

& = R(70; — 308;) — Qips — Uy (Cy 1y +Cy (—Ipg) + C3Ip3) (39)
mit den Abkiirzungen
R = 1/(14G°(1-%r/r,))

Qy = (~Jpa) 2 (Toy —305)/ (BG, T, AL T/T, 1) + 2g,T5

(Toy — 308y) T,/ (286, T2(1 _%r/ry)

Weiterhin werden die Ableitungen der 1. Invarianten des Spannungstensors, der 2. Invarianten des Spannungs- und des
Verzerrungsdeviators und der 3. Invarianten des Spannungsdeviators, die in Gl. (39) vorkommen, gebildet.

Ipg= —(0;—08;) 65

Jpz= — (& — €8;) &

iD3 = DIJ Uu
3lps ,
Dij = 3 o. =(0ik - a&ik) (ij — 05kj) + .3. ID2 81’
J

Die Gl. (39) kann nun in die Form der Gl. (36) iiberfiihrt werden.
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4.2. Standardformulierung der zeitabhingigen SVB des ungerissenen Betons

Die Uberfiihrung von Gl. (23) in einen differentiellen Operator erfordert die Approximation der Kriechzahl gy als

Exponentialreihe. Dieser Proze soll am Beispiel (30) demonstriert werden. Aus (23) folgt mit (30)

e;;.N = t} Fjj (k1 (7)) oo 7 e Yt-Ng,
(]
und
& = ,tf Fyj (0 (D) 976 7D d1 + By 00 (9) b0
0o
éf,-N 7 %Y Fyy (o) — v eich :
Der Vektor h wird nun durch

- cN cN cN cN cN cN
b lel1s €320 €335 €15 €33 €31

]T
aufgebaut. Weiter sei

£(g) = [Fyy, Fag, Fy3, 2Fy5, 2Fp3, 2Fy;]" .
Dann lautet die Gl. (41) in Matrizenschreibweise
h=ye7f —7h

Aus G1. (18) folgt unter Beachtung der Gln. (24) und (25) bei unterdriicktem Schwindanteil
E=é™ —kUpf+(1-RE

- und schlieblich ergeben sich mit Gl. (36) in der Form
g=cem

die beiden Gleichungssiitze

Cé +kvyCf—(1-K)(@u1Cf -7Ch)

Q-
1]

!‘. = Poo¥f —7h.

Folglich gilt
d =kypCf-(1-kCe
e = 7(vof —h)

dyr = 0;er=0;B=0

(40)

(4D

(42)

43)

(44)

(45)

(46)

@47.1)
47.2)

(48.1)
(48.2)
(48.3)

und C wird dem Geniev-Modell entsprechend Abschnitt 4.1. entnommen. Der verbleibende Teil der Standardformulie-

rung lautet
5 =Cé +d

Q

1=

|®
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