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1. Einfiihrung

Die Dimensionierung hochbeanspruchter Bauteile mit
der Zielstellung hoher Materialokonomie und Betriebs-
sicherheit erfordert die kontinuierliche Verbesserung der
Berechnungsverfahren. International hat sich vor allem
die Methode der finiten Elemente (FEM) als leistungs-
fihiges, ~computerorientiertes Berechnungsverfahren
durchgesetzt. Dabei spielten die gute rechentechnische
Realisierbarkeit, verbunden mit einer guten Losungsqua-
litit bei vertretbarem Aufwand eine wesentliche Rolle.
Um eine dem realen Bauteilverhalten moglichst ange-
pabite Losung zu erzielen, ist es wesentlich, die Diskre-
tisierung des Modells dem erwarteten qualitativen Lo-
sungsverlauf gut anzupassen. Dabei ist zu beachten, dab
in Gebieten mit schwach wechselnden Beanspruchungen
ein relativ grobes Elementnetz in der Lage ist, das Lo-
sungsverhalten hinreichend genau wiederzugeben. In Ge-
bieten mit einer starken Losungsverinderlichkeit wird
jedoch eine angemessene lokale Verdichtung des Ele-
mentnetzes unumginglich.

Lokale Losungsverbesserungen lassen sich auf zwei prin-
zipiell unterschiedlichen Wegen erzielen. Der eine Weg
besteht in der Méglichkeit, die Approximationsfunktion
zu verbessern, d. h. z. B. die Ordnung eines Interpola-
tionspolynoms zu erhéhen. Problematisch kann dabei
die ausreichende geometrische Anpassungsfihigkeit in
Verbindung mit dem isoparametrischen Konzept sein, da
Polynome hoherer Ordnung ein schlechtes Verhalten
hinsichtlich der Krimmungsanpassung aufweisen [1].
Der andere Weg, eine Diskretisierungsverdichtung in kri-
tischen Bereichen, weist diese Nachteile nicht auf, zeigt
jedoch nach [2] ein schlechteres Konvergenzverhalten.
Bei beiden Moglichkeiten ist jedoch die Entwicklung spe-
zieller Elemente angebracht. Wihrend der erste Weg die
sogenannte p-Verbesserung, die Entwicklung von Ele-
menten mit unterschiedlicher Polynomordnung im Ele-
ment einschlieBt, begiinstigt der zweite Weg, die h-Ver-
feinerung, die Entwicklung kompatibler Ubergangsele-
mente mit stiickweise definierten Ansatzfunktionen, die

den Anschluf einer an mehrere Elementkanten bzw.”

-flichen bei 3D-Modellen erméglichen [3].

Eine in letzter Zeit in der internationalen Literatur stir-
ker beachtete Moglichkeit zur Entwicklung der Element-
ansatzfunktionen solcher Spezialelemente, die die be-
kannten Elementfamilien der Serendipity-Klasse mit ein-
schlieBt, ist die Methode der gemischten Interpolation
(blending — function — method). Ihre zunehmende Ver-
breitung zeigt sich in einer groBeren Zahl neuer Arbei-

ten [4] bis [14].
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In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB sich sowohl
die Ansatzfunktionen der bekannten Standard-Verschie-
bungselemente als auch von Spezialelementen mit stiick-
weise differenzierbaren Randverschiebungsansitzen zur
Realisierung starker lokaler Netzverfeinerungen mit Hil-
fe der gemischten Interpolation herleiten lassen. Obwohl -
die Methode der gemischten Interpolation keine prin-
zipiellen Grenzen hinsichtlich der Polynomordnung der
Randverschiebungsansitze vorschreibt, erfolgt hier eine
Beschriinkung auf Polynomansitze zweiter Ordnung bzw.
stiickweise Polynomansiitze zweiter Ordnung. Aufgrund
ihrer besonderen Bedeutung im Zusammenhang mit mo-
dernen Datengeneratoren und einer iibersichtlicheren
Vernetzungstechnik sind nur rechteckige bzw. quader-
formige Interpolationsgebiete beriicksichtigt.

2. Die Methode der gemischten Interpolation als
Hilfsmittel zur Konstruktion zusammenge-
setzter zwei- und dreidimensionaler Interpo-
lationsfunktionen

Die Methode der gemischten Interpolation ist eine Inter-
polationstechnik, bei der die Approximation von Funk-
tionen mehrerer Variabler mit Hilfe gemischter Interpo-
lationsfunktionen in einer Variablen vorgenommen wird.
Das Ziel der Methode besteht in der Gewinnung einer
Interpolationsfunktion U (%7, &5). die im Gebiet —1
<E) <+lund -1 <§; < +1 stetig ist und an den
Rindern beliebige vorgegebene Randverschiebungsan-
sitze u (£, = 1) bzw. u (% 1, &,) erfiillt, Bild 2.1.

1.1

1,-1) -1)

Bild 2.1
Interpolationsgebiet mit Randverschiebungsansitzen

Mit Hilfe der beiden Interpolationsansitze I; (§) und
I, (&) ldbt sich folgende Projektion der Randverschie-
bungsansiitze in das Innere des Gebietes vornehmen.



P, [ul = u(1,£) I} (§) +u(-1,%&) L)
Pe,[ul = uE, DI () +utr,-1) Ip(E)  (21)

P¢ und P sind dabei zwei aufeinander senkrecht ste-
1 .

hende Interpolationsoperatoren und I; und Iy ergeben

sich zum Beispiel aus einer linearen Interpolationsfunk-

tion entsprechend Gln. (2.2).

@5 A+
@) =5 1-5)

Damit ist die Projektion P £ [u] durch die Randverliu-
fe u(% 1, &) vollstindig bestimmt. Ebenso ist P 9 [u]
durch die Randverliufe von u(&; * 1) eindeutig festge-
legt. Zuletzt erfolgt die Definition eines gemischten
Interpolationsoperators P nach Gl. (2.3).

Plu(ty,89)] = Pfl [u] + sz [u] — Psl [sz [wll (2.3)

Unter Beachtung der Tatsache, daf P £ [u(z 1, &)l
identisch mit u(+ 1, £5) und Pe, [u(&;,21)]identisch
mit u (£, * 1) ist, wird deutlich, daf P [u (%1, £5)] eine
stetige Fliche beschreibt, die die ausgangs festgelegten
Randverschiebungsansitze realisiert. Damit ist

Plu(t;, &)1 = U(%, &) 24)

wobei U(%;, £y) als gemischte Interpolationsfunktion
bezeichnet wird.

Die Anwendung der gemischten Interpolation zur Kon-
struktion dreidimensionaler Interpolationsfunktionen

(2.2)

lifst sich ganz analog darstellen. Es sei U (&), £9, £3) die
gesuchte gemischte Interpolationsfunktion im Intervall
-1 <§<+1 miti=1,2,3. Die Definition der Interpo-
lationsoperatoren Pg_, Py und P¢, erfolgt entsprechend
Gl (2.5), wobei die Randverschiebungsansitze u(* 1,
£y, 53) u(fy, 1, &) und u(y, &, * 1) jetzt zweidi-
mensionale Funktionen der Randflichen des Interpo-
lationsgebietes nach Bild 2.2 darstellen, wie sie z. B. ent-
sprechend Gl. (2.4) als zweidimensionale gemischte
Interpolationsfunktionen vorliegen.

P, [ul = u(l&5,83) Iy (&1) + u(-1.£2.83) I (§y)-
Pe, [u] = u(§,1,83) L) (B2) + u(ty.—1.53) Iz (§2)-

Pey lul = u(y 2. 1) I (83) + u(Ey ba, =) Iy (83)
» (2.5)

411 “1,1,1)

a-1.1) 1,1,1)

£ %

C1-1,-1) C1,1,-1)

(1-1,-1) (1,1,-1)

Bid2.2
Dreidimensionales Interpolationsgebiet

I; und I, kénnen in der in Gl. (2.2) fiir den zweidimen-
sionalen Fall definierten Weise verwendet werden. Damit
ist z. B. die Projektion P ¢ [u] durch die Randverschie-
bungen u(% 1, £, £3) eindeutig festgelegt. Der ge-
mischte Interpolationsoperator P[u] wird fiir den drei-
dimensionalen Fall entsprechend Gl. (2.6) erweitert.

Plul = P, + Py, + Pg, — Py, P, — Py, Py,
— P£3 PEJ + P'Sl sz PE3 (2.6)

Damit ergibt sich analog zu Gl. (2.4) die dreidimensio-
nale gemischte Interpolationsfunktion aus G1. (2.7).

P[u (51, 52, 53)] = U(El’ 527 E3) (2~7)

3. Die Ableitung der Ansatzfunktionen zweidi-
mensionaler finiter Elemente

In diesem Abschnitt werden systematisch die Ansatz-
funktionen fiir Rechteckelemente mit linearen, stiickwei-
se linearen, quadratischen und stiickweise quadratischen
Randverschiebungsansitzen hergeleitet.

Unter Einbeziehung des isoparametrischen Konzepts
kann die Geometrie der vorgestellten Elemente entspre-
chend den Ansatzfunktionen variiert werden, d. h. die
Elemente mit linearen bzw. stiickweise linearen Ansitzen
sind geradlinig bzw. polygonartig berandet, und die Ele-
mente mit quadratischen bzw. stiickweise quadratischen
Ansitzen sind krummlinig bzw. stiickweise krummlinig
berandet. Bei der Herleitung werden die Gleichungen
(2.1) bis (2.4) verwendet. Bild 3.1 zeigt ein Rechteckele-
ment mit linearen Randverschiebungsansiitzen entspre-

chend Gleichung (3.1).

-1,1) 2 1 (1,1)
ug
Uy
B
ZM:::-Lj
3
1) 4 4-1)
Bild 3.1

Rechteckelement mit linearen Randverschiebungsansitzen

w2 1) = Gy ) u(ltl) + Gy () u(-1,1)
U1, k) = Gy (B) u(1, 1) + Gy (B) u (21, 1)

Dabei sind G; und Gy lineare Ansitze entsprechend Gl.
(3.2) .

3.1)

Gy = 3(1+8)

. 1 (3.2)
5o = = (1 —

2 = 5018
Damit erhilt man fiir den gemischten bilinearen Interpo-
lationsoperator nach der Bildungsvorschrift aus Gl. (2.3)
den vollstindigen Verschiebungsansatz, wie er in Gl.
(3.3) dargestellt ist
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U(%,£2) = Plul =

[Gy (2) u (1,1) + G (]g) u (1, - 1)] Iy (&)

+161 (2 u (=1,1) + G () u (-1,-1)]1, (§7)
+G ¢ u @, 1) + Gy (g u (=L D] (¢a)
#1611 u (L, -1) Gy () u(-1, -]y &) @)
—[ G)u (@, 1) + Iy (Ep) u (1,11 (&)

—h ) u =11 + I ¢E) u(-1-D]; ()

Einsetzen von Gl. (2.2) und (3.2) in (3.3) liefert den be-
kannten bilinearen Verschiebungsansatz entsprechend

Gl (3.4).
1
U 82)= 7 (L&) (L+Ep) uy
£ 30-E) 1+ k) g (3.4

1 A=E) (1=t ug 1) (- ) uy

Die Erweiterung auf ein Element mit stiickweise linea-
rem Randverschiebungsansatz, welches den Anschluf
von zwei Elementen gestattet, vgl. Bild 3.2. erfordert
jetzt lediglich die Bereitstellung eines entsprechenden
Randverschiebungsansatzes.

Bild 3.3. zeigt einen solchen Randverschiebungsansatz,
der durch Einfiigen des Knotens 5 entsteht.

Im Vergleich zu Bild 3.1 tritt jetzt eine Differenz zwi-
schen der Gerade von uj nach ug auf, die mit A us be-
zeichnet werden soll. Damit erweitert sich-der Randver-
schiebungsansatz fiir diese Kante gegeniiber Gl. (3.1) wie

folgt:
u(l,€3) = Gy (§g) ug + G4 (§3) uy + Gy (§2) A ug
mit G5 = 1 —/%,/ (3:5)

Unter Annahme der Lage des Knotens 5 bei &5 = 0 erhilt
man fiir die Verschiebung ug jetzt Gl. (3.6).

Uszéul +éU4+AuS ' (3.6)

2

-

Ty

(™)
5~

Bild 3.2
Verkniipfung von zwei Elementen mit einem Element mit stiick-
weise linearem Randverschiebungsansatz

Au5
i
1 — 4

£

Bild 3.3
Randverschiebungsansatz mit Zwischenknoten
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Stellt man diese Gleichung nach A ug um und setzt sie
in den urspriinglichen Randverschiebungsansatz ein, er-
gibt sich der endgiiltige, stiickweise lineare Randverschie-
bungsansatz in folgender Form:

u(l, &) = Gy (§2) uy + G4 (5) uy
+ G5 (§9) [ug —% uy —%u4] (3.7)
1 1
= [G]» —§G5]ul + [G4 —E Gs]ll4 + G5u5

Setzt man diesen modifizierten Randverschiebungsver-
lauf u (1, £5) in den Interpolationsoperator P¢_ [u] aus
Gl (2.1) ein und bildet die gemischte Interpolations-
funktion entsprechend Gl. (2.3), so erhilt man analog zu
Gleichung (3.3) und (3.4) die Ansatzfunktionen eines
Elementes zur Realisierung starker Netzverfeinerungen.
Prinzipiell lassen sich auch mehrere Zwischenknoten ein-
bauen. So wird in [11] ein polygonartiges Ubergangsele-
ment mit mehreren Zwischenknoten vorgestellt, welches
in [12] in Verbindung mit finiten Streifenelementen zur
Berechnung schiffbaulicher Konstruktionen verwendet
wird.

Beim Ubergang auf Randverschiebungsansiitze zweiter
Ordnung entsprechend den Gln. (3.8) erhilt man unter
Einbeziehung des isoparametrischen Konzepts das Stan-
dardelement der Serendipity-Klasse zweiter Ordnung,
wie es in Bild 3.4 dargestellt ist. ‘

u(f,t1) = Gy () u(l, 1)+ Gy (§) u(0, £ 1)
*G3(B)u=1+1)

u(xl,£9) = Gy (&) u(x1,1)+ Gy (¢9) u(x1,0)
+ G3(§g)u(xl,-1) '

mit G, = %z(zu)
Gy = 1-¢2 (3.8)
Gy = 5E(E-1)

Setzt man diesen Randverschiebungsansatz zweiter Ord-
nung in die Gln. (2.1) bis (2.3) ein, ergibt sich als ge-
mischte Interpolationsfunktion Gl. (3.9).

U(&y, &) = Plu(¥y, &)l
=[Gy (¢2)uy + G2 (E2) ug + G3 (§2) ur 1T (1)
+ [Gy (B2)u3 + Ga (§9) uy + G3 (E2) u5 115 (§1)
+ [Gy (1) uy + Gy (§1) ug +G3 (1) ug 11 (£3)
+ [Gy (E1)ug + Ga (1) ug + Gy (1) us 115 (¢2)
= (I E)uy +1p (2) up) I (1)
(i (Gguz + I (E2)us) Ix (1)) (3.9)

Um den entstehenden Serendipity-Ansatz zu veranschau-
lichen und um die Interpolationsfunktion z. B. des Kno-
tens 1 zu isolieren, seien uy —ug identisch Null und uy
sei 1, Dann ergibt sich aus Gl. (3.9) die bekannte Seren-
dipity-Ansatzfunktion entsprechend Gl. (3.10).



Bild 3.4
Standard — 8-Knotenelement der Serendipity-Klasse

qu [u'] ' sz [u'J B Pg‘v P-EZ [U1]
= Pl “JA a
Bild 3.5

Ansatzfunktionen des Eckknotens 1 eines Elementes der Seren-
dipity-Klasse zweiter Ordnung

u (¢1:82) =[Gy E2) Ty (E1) +Gy (B Ty (£2)
- L ¢E) L ED]Iy (3.10)

Bild 3.5 veranschaulicht, wie sich dieser Ansatz fiir den
Knoten 1 aus den einzelnen Interpolationsoperatoren zu-
sammensetzt.

Eine Erweiterung auf ein kompatibles Ubergangselement
analog zu Bild 3.2 ist ohne weiteres méglich. Im Ver-
gleich zu Bild 3.4 zeigt Bild 3.6 ein Ubergangselement
mit einer 5-Knotenkante, welches den direkten kompa-
tiblen Anschlufs von zwei Nachbarelementen 2. Ordnung
ermoglicht. Den Ausgangspunkt bildet dabei die Erweite-
rung des quadratischen Randverschiebungsansatzes um
zwei zusitzliche Knoten.

Gleichung (3.11) beschreibt den urspriinglichen Randver-
schiebungsansatz zweiter Ordnung, der jetzt um die zwei
zulissigen Verschiebungsdifferenzen A ug und A u; er-
weitert ist.

u(€y, 1) = Gy (§1) uy +Ga (&) ug +G3(§)) ug

_ 3.11
+Gg (§1) Aug +Gyg (§1) Auyy G0

mit G, :-;.s(zﬂ) und Gy = 2(L—£) (/& +§)
G2 = 1_22 G10:2(1+E)(/2/‘£)
Gy = S E(E-1)

Damit ergeben sich die Verschiebungen ug und uy ¢ ent-
sprechend den Gln. (3.12).

3
119 :§u1+—§u2——§U3

1 6 3
ulO: _§u1+§1]2 +§]J3 A (312)

Bild 3.6
Kompatibles Ubergangselement mit stiickweise quadratischem
Randverschiebungsansatz an einer Knotenkante

Das Einsetzen von Gl. (3.12) und (3.11) liefert den end-
giiltigen Randverschiebungsansatz Gl. (3.13).

3. .1
u(t), 1) =[Gy —5 G + 5 Grolu

6 6
+[G3 -5 69 —g Goluy
+[Gsy +%G9 —%Gw}“a +Ggug +Grguyp  (3:13)

Mit Hilfe dieses erweiterten Randverschiebungsansatzes
labt sich iiber die GIn. (2.1) bis (2.3) der vollstindige
Verschiebungsansatz herleiten.

4. Die Ableitung der Ansatzfunktionen dreidi-
mensionaler finiter Vollkorperelemente

Analog zum Abschnitt 3. soll jetzt die Konstruktion der
Ansatzfunktionen fiir Hexaederelemente mit linearen,
stiickweise linearen, quadratischen und stiickweise qua-
dratischen Randverschiebungsansitzen demonstriert wer-
den. Das Interpolationsgebiet bildet dabei der in Bild 2.2
dargestellte Hexaeder. Entsprechend den Gln. (2.5) bil-
den die Randverschiebungsansitze der sechs Randfli-
chen des Hexaeders den Ausgangspunkt der Untersu-
chungen. Dabei ist es zweckmiBig, die in Abschnitt 3. er-
haltenen Ergebnisse zu beriicksichtigen, da die dort ge-
wonnenen gemischten Interpolationsfunktionen als
Randverschiebungsansiitze fiir die Hexaederflichen ver-
wendet werden kénnen. In Bild 4.1 ist ein 8-Knotenele-
ment mit linearen Randverschiebungsansitzen darge-
stellt.

5(-1-1,1) 8(-1,1,1)
6 04/______1/1/

1,1 (3R] )/{'l
; 7 11
L s
! cto1-0) 2

I‘3 _____!L} % (-1,1,-1)
2(1-1,-1) 3(1,1,-1)

Bild 4.1
8-Knoten-Hexaederelement mit linearen Randverschiebungsan-
sitzen
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Das Bild 4.1 zeigt die lokale Elementnumerierung und
die lokale Numerierung der Oberflichen, die so vorge-
nommen werden mufi, daf die gemischte Interpolations-
funktion aus Gl. (3.4) mit den beiden in der jeweiligen
Oberfliche befindlichen Koordinaten iibereinstimmt. Die
Randverschiebungsansitze sind in den Gln. (4.1) zusam-
mengefafit.

u(tl,£y,83) = Gy (§2,€3) u(1,1,1)

+Gy (52, 83) u(x1,-1,1) ,

+G3 (k. £3) u (£ 1,~1,~1) + Gy (k. £5) u (£ 1,1,-1)
u(Ert185) = 6y (6,6 u(l,£1,1)

*Gy (5,5 u(l,t1,-1)

+G3 (83, &) u(=1,£1,-1) + G4 (¢3,§;) u(-1,£1,1)
u(éy, €2,%1) = Gy (63, 62) u(l, L, £1)

+Gy (b1, 8 u(-1,1,£1)

*G3(§1,82) u(=1,-1,£1) + G4 (§1,£p) u(l,-1,%1)
mit 7

Gy (b1, 82) = 3 (L+E1) (145,

Gy (1, 8) = 3 (1-E1) (1+2)

Gy (61.8) = 3 (1)) (1-£)

Gy 1. 62) = 3 (1+£1) (1) . @

Setzt man die Randverschiebungsansitze aus Gl. (4.1)
in Gl. (2.5) ein, und verkniipft die so entstandenen Inter-
polationsoperatoren entsprechend Gl. (2.6), erhilt man
die trilineare gemischte Interpolationsfunktion, aus der
sich gegebenenfalls analog zu den Gln. (3.9) bis (3.10)
die einzelnen Ansatzfunktionen fiir die jeweiligen Kno-
ten isolieren lassen.

Ein Ubergangselement zur Realisierung einer zweiachsi-
gen Netzverfeinerung ist in Bild 4.2 dargestellt.

Die Ableitung der Ansatzfunktionen fiir ein solches
Ubergangselement erfolgt analog zu dem in Bild 4.1 dar-

4 3
(-1,1,-1) a,1,-1)
8 g 11 7
1.1,1) ©f.1) “1,1)
£ 3
pleron I8l % 1y
0,p,1) (1,0,1)
1(-1,-1,-1) (51_4‘_0
5(-1,-1,1)  9(0-1,1) 6(1,-1,1)
Bild 4.2

Kompatibles Ubergangselement mit stiickweise linearen Randver-
schiebungsansitzen
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gestellten Standardelement. Es soll deshalb hier nur auf
die abweichende Definition der Randverschiebungsan-
sitze eingegangen werden. Die Ansitze der Randfliche
¢3 = —1 sind gegeniiber dem Standardelement unveriin-

dert und konnen aus Gl. (4.1) entnommen werden. Die
5-Knoten-Randflichen &; = + 1 und &5 = £ 1 sind gegen-
iiber dem Standardelement modifiziert. Die Verinderung
in den Randverschiebungsansitzen ist in Bild 3.2 bis 3.3
und den Gln. (3.5) bis (3.7) beschrieben. Die gemischte
Interpolationsfunktion zur Beschreibung des Verschie-
bungsansatzes des in Bild 3.2 dargestellten ebenen Uber-
gangselementes ist identisch mit den Randverschiebungs-
ansitzen der 4 genannten Flichen. Die Fliche &3 = 1 er-
fordert eine gesonderte Beschreibung.

Die Randverschiebungsansitze der Knoten 5— 8 analog
zu den Gln. (4.1) bilden den Ausgangspunkt. Sie sind in
den Gln. (4.2) noch einmal zusammengefafit.

1 .
Gi=7A+E, ) +E8p) miti=5678 (4.2)
Dabei ist &); die lokale £; bzw. £9 Koordinate des Kno-

tens i. Die moglichen Verschiebungsdifferenzen Aug —
Au; 3 werden wie folgt angesetzt.

Gy = 51—ty ) (lepl— k),
Gyo = %(1 —l&pl) (14 &) s
Gry =5 (1— 1) (gl + &),
Grp = 3 (1= lea) (I )

Giz = (1 - g ) (1 - &) (4.3)
Damit ergibt sich der Randverschiebungsansatz fiir die

Fliiche £3 = 1 zuerst in Form der Gl. (4.4).

8
utp bt = 2 Gl E)y

* 1_22:9 Gi(51, &) Ay “.4)

Aufgrund der Lage der Knoten im lokalen Koordinaten-
system erhilt man damit fiir die Randverschiebungen der
Knoten 9 bis 13 die Gln. (4.5).

ug = %“5 + %u6 +Au9
£ 1 i

uro = 3 Y + U7 * A8y

: - (4.5)
upp = guz togug FAuy
upg = éua £ %“5 tAupy

1 1 1 1
U3 U5t g tpurtgugtAupg

Durch Umstellen der Gin. (4.5) nach den Werten Aug
bis A uj 3 und Einsetzen in den Randverschiebungsansatz
in Gl. (4.4) ergibt sich der endgiiltige Randverschiebungs-
ansatz aus Gl. (4.6).

.



1 1
u(y, &,+1) =[Gy —§G9 —§G12]“5
1 1 1 1

13
+ I Gy (4.6)
i=9
Damit konnen jetzt die Interpolationsoperatoren aus Gl.
(2.5) vollstindig aufgeschrieben werden. Mit Ausfithrung
von Gl. (2.6) erhilt man dann die vollstindige gemischte

Interpolationsfunktion fiir das Ubergangselement aus
Bild (4.2).

Beim Ubergang auf Polynome zweiter Ordnung werden
quadratische Randverschiebungsansiitze entsprechend
Gl. (4.7) als Ausgangspunkt verwendet.

8
u(tl, £, &) = .fl“(i 1, £9;, £3;) Gi (82, %3)

8
u(En L gy) = 2w t1 &) G &)

i

....
I Mes |

u(ty. £9,%1) = lu(Eliv t9i, 1) G; (81, £)

(4.7)

wobei i die acht Knotenpunkte der Flichenrinder
durchliuft, wie es in Bild 4.3 dargestellt ist.

Diese Randverschiebungsansiitze sind mit der in Gl. (3.9)
erhaltenen gemischten Interpolationsfunktion identisch.
Die einzelnen Ansatzfunktionen G; aus Gl. (4.7) haben
dabei folgende Form.

1
Gi (1) = (LEE &) (L4 & &) - &5+ b= D)
miti=1,3,5,7 fiir die Eckknoten und

1
Gi (&, 51) = 5 (1+ & &) (1 — &)
miti=2,6 und

Gi (@ &) = 5 (1+ £ big) (1 - &) (48

mit i = 4, 8 fiir die Seitenmittenknoten.

i 18 17
2 S ——
Tl s 2
’ 16 5 % |
f——u_‘f 37/ | 4%
| 2 !
8t fy | st q[ I
| I | ] | sj

a8 H = 15
pbar

Bild 4.3
20-Knoten-Hexaederelement der Serendipity-Klasse -

1’4
10 ﬂ ! 5 17 1
L) z I
2 31t gl Fz 24 4
32 33 53! £
2 I 30 1%
|
2 23
2 9 11 2 3
10
13 21 % 2 15

Bild 4.4
Kompatibles Ubergangselement mit stiickweise quadratischen
Randverschiebungsansitzen

Mit Gl. (2.5) bis (2.7) erhilt man die gemischte Interpo-
lationsfunktion, aus der sich jetzt knotenweise die drei-
dimensionalen Ansatzfunktionen entwickeln lassen.

Die Entwicklung eines Ubergangselementes mit stiick-
weise quadratischen Randverschiebungsansiitzen in Ana-
logie zu Bild 4.2 erfordert bereits einen deutlich hheren
Aufwand. Bild 4.4. zeigt die lokale Knotennumerierung
eines solchen Elementes, welches iiber 33 Knoten ver-

fiigt.

Die Problematik der Ableitung der Ansatzfunktionen
kann jetzt in gleicher Weise, wie bei dem in Bild 4.2 dar-
gestellten Element erfolgen. Die Randverschiebungsan-
sitze fiir die 8-Knotenfliche bei £5 = — 1 unterscheidet
sich nicht von den Ansiitzen in Gl. (4.8). Die 10-Knoten-
flichen bei & = £ 1 und £ = % 1 sind im Aufbau ihrer
Ansiitze dem in Bild 3.6 dargestellten Element identisch.
Die Ansatzfunktionen sind in den Gln. (3.11) bis (3.13)
beschrieben und konnen aus der entsprechenden ge-
mischten Interpolationsfunktion gewonnen werden. Eine
Besonderheit bildet die Fliche £3 = 1. Bei der Beschrei-
bung dieser Fliche kann von den schon beim Standard-
element vorhandenen Knoten 13 bis 20 ausgegangen
werden. Die Randverschiebungsansitzc dieser Knoten
sind in den Gln. (4.8) beschrieben. Dic Ansitze fiir die
neu hinzukommenden Knoten 21 bis 33 sind in den Gln.
(4.9) zusammengefafit.

Ga1 = (gl — &) (11— &) (1 + &)
Gag = (l&gl— &) (I 1+ &) (1 - &)
Gaz = (IEal— &) (1 + &) (I 1+ &)
Gaq = (lE2]) + &2) (1 - £2) (&g 1+ &)
Gas = (lgal+ &) (Iy1+ &) (1~ §)
Gog = (lgal+ &9) (I51]1 - £1) (1 + £)
Go7 = (lEgl+ &) (1 — £g) (1&)1- &)
Gag = (lEal—£9) (17 &) (15,1 &)
Gag = (lggl— ) (1 + &) (1 — ;1)
G3g = (1 — I&3) (1531 - &) (1 - &)
G3y = (l&al+ &) (1 - &) (1 - I )
Ggg = (1 - lEal) (I&)1 - &1) (1 + &)
G3z = (1 &) (1 - &) (4.9)



Analog zu den Gleichungen (4.4) bis (4.6) kommt es
durch die neu hinzukommenden Knoten zu einer Kor-
rektur der Randverschiebungsansitze der Knoten 13 bis
20 und 33. Damit ergibt sich der endgiltige Randver-
schiebungsansatz der Fliche £3 = 1 entsprechend der

GL. (4.10).
_ 1 3
u(fy, £2,1) =[Gy3 +7 633 —5 (G21 + G2g)
1 1 32
+g G22+G27) T3 j=229 Gjlups

1 6 1 :
+[Gyy ~5 (633 *G29) — (621 *622) —5 (G309 +G32)lury
+[G15+1G33—§(022+G23)+1(G21+Gz4)+l ¥ Giluys
373373 8 16 ;<29 )

1 6 1
+[G16—5(G33+630) —5 (Gag +Goq) —5 (Go9 +G31)]l uyg
2 8 8

32

1 3 1 1
+[Gy7 +3033 -5 (G24%G25) +5 (G23+Go6) * 1 ,-3‘29 Gjluy7

1 6 1
"[Gls—§(G33+G31)—§(025+026)—§(Gso+G32)]“18
+[Gro+1G _i((; 6+G )+L(Gys+G )+l B Gilu

9436335 C26*6an) *g Cas+Can) g 2, Gilug

1 6 1

+[G0—5(G33+G32) —5 (G27+G28) —5 (G29+G31) ] ugg

32
+ Z

Gyl + (Gg3—L ¥
gy iM 3373 .°

G;ilugs
29 (4.10)

Mit Hilfe dieses Randverschiebungsansatzes ist jetzt ein
vollstindiger Aufbau der drei in Gl. (2.5) beschriebenen

. Interpolationsoperatoren gewihrleistet. Mit Gl. (2.6)
und (2.7) ist damit der Aufbau der gemischten Interpo-
lationsfunktion moglich.

\

5. Programmtechnische Umsetzung im FE-PS-
COSAR '

Fir die programmtechnische Umsetzung der vorgestell-
ten Algorithmen mit dem Ziel der Erweiterung vorhan-
dener Elementkataloge erwies sich das universelle FE-
Programmsystem COSAR als besonders gecignet, da hier
nutzerfreundliche Schnittstellen fiir die Implementierung
neuer Elemente vorhanden sind. Der Elementkatalog des
PS COSAR [15] enthilt fiir die mechanischen Modelle
Scheibe, Rotationskorper, dicke Platte, dicke Schale,
Membranschale und Vollkérper ausschlieilich isopara-
metrische Verschiebungselemente der Serendipity-Klasse
mit quadratischen Verschiebungsansitzen auf den Ele-
mentrindern bzw. -flichen.

Nachfolgend werden unter 5.1 der erweiterte 3D-Ele-
mentkatalog und unter 5.2 der erweiterte 2D-Element-
katalog des PS-COSAR mit allen Formfunktionen darge-
stellt.
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5.I:  Der erweiterte Elementkatalog der 3D-Vollkérper-

elemente des PS COSAR

HEXAEDER — Element HK 60

5 4 3
11
[ % 15 °
61 8, 2
lf' ; :
° 12 /7}———“5' v 1
// %
97 » 13

Elementeckknotenansitze
Gy :%(I‘LEIL £)(L+&o1 £9) (1 +831,£3)
ErnértéarLE2 tE3L632)

Seitenmittenknotenansitze
1
GL=7(A+ELE) 1+ £2) (1 HE31 53)

1-(§ &83L)% -

(102 831)° — (1L o1, £3)°

&1, lokale Koordinate des Knotens L

HEXAEDER — Element HK 99

Zusatzknotenansitze 21 —33

Gy, = 5 (L) (I ) I+ 281.6)(1-28).5)
=1, J=2, 1L=23,24,27,28

1=-2, J=1, 1.=21,22,25,26

Gy, = (L+E3) (1&g 1+ 28 &) (128 &)(1- &)

I=1, )J=2, 1.=30,32

=2, J=1, L=29.31

Gas :%(1 tEy) (1= 1Ey D) (1= &)



HEXAEDER — Element HK 75

5 4 3
1,/ B
17, 6’ % 7 15 :
£ 'y
23 : 2 2
B 5 |y
18 A — 1
// 7 8
ay Y]
/
9 % 13

Zusatzknotenansiitze 21 — 25

. 1
Gp =5 (1+E3)(L+E2 E) (161 1+ 28y, £1)(1-281 L §y)
L=21,22,23,24

Gas =5 (L+E5) (- £2) (1~ Iy )

HEXAEDER — Element HK 66

Zusatzknotenansitze 21 — 22

6L =%(1+g3)(1+52L52)( lgy 1+ 28y &) (1-281 1, £1)
L=21,22

ANVIL — Element AK 54

Korrektur der Ansatzfunkonen durch Degeneration
G] =Gy +Gy+Gy, Gf =Gy +AGy,
Gg :G6—2AG31. Gf' 7GL+A(}21

G4 = G14—24Gy,

mit 1.=5,7

mit L=13,15

PENTAEDER — Element PK 45

13=(14:15) a- 40 1=(223)

G} =G;+Gy+Gy, Gf =Gg—2AGy,

Gi3 =Gy3+G14+Gy5, Glg=G13—24G3,

Gg =Gg+ Gy

G, =GL+AGyy mit L=5,7;1=3;]=1
L=17,19;1=3; J=2

WEDGE — Element WK 39

19
18
12
7
1=(2..8)
16
10
-]
L IJ K
GE:GL+AGIJ+AGKM 13 11 2
15 21 1
17 1 2 1
19 22 1
IR A O
G{:GL_zAGIJ 14‘ 2 1
16 1 2
8 18 2 2
Gi= T G 20 11
L=1
CHISEL — Element CK 36
19
8 7 12
17 1 5=(6-1)
k-8
13+(14=15) 9=10 1=(2=3)
L I ]
GT,:GL+G|+GJ 1 2 3
5 6 7
13 14 15

NN - 2
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Gt = GL + Gl 4 8
9 10
Gl7 =617 +AGgy+ AGg,
G1g =G13+2(AGgy+AGyy)
Glg =Gyg+AGgy+AGs,
TETRAEDER — Element TK 30
19
‘ 18 2
T S e
1 -
9-10
1
13=(14 = 15)
* 8 1 *
61 = % 6L, Gg=Gg+Gyg

13 = G13+614+G5+AG); +AGy,

Gi7

G17+AG 2+ 4Gy, +%(1 +£3)AGgy

18 = G1g—24Gyy—(1+£3)AGy,

1
Glg = G19+AG22+AG11+§(1+$3)AG32

Gf = G —24Gy L1 ]
16 1 2
20 1 1

Aufgrund der Uberlagerung der Ansitze der Zusatzkno-
ten bei den Elementen HK99, HK75 und HK 66 ist eine
Korrektur der Ansitze fiir die Knoten 1 bis 20 notwen-
dig..

HEXAEDER — Element HK 99
* 1 .
13 = G13+5 (G2 +Ga7)
'3 ’ 1 32 1
— —(Gyq7+G + = Z + =
g (C21*G2g) 16 L=29GL 1 033
* . 1
15 = G15+5(G21+Gag)
3 1 32 1
— Z(Goo+G +— X + =
g (C227G23) 16 L:29GL 4033
* \ 1 .
17 = Gi7+5 (G23+Gae)

3 . 1 32
—5(024’“(325)*% Z Gt

G
L=29 4733

26

. . 1
19 = G19 +5 (Ga5+Gag)
3 1 32 1
— —(Gogp + — ol
g (G26*Ga7) * 16 142:329 Gy + 2 033

* 6
14 = 614 —5(621+Gy)
L (64046 L 699+G
~ 5 (©307632) —5 (G29+G33)
* "6
16 = G16 —5 (G23+Gayq)
! Gpo+Gap)— L G
- §~( 29 :-31)—5((330’r 33)
* ) 6
18 = G185 (G25+Ga)
1 . 1 ~
- §(G30+‘J32)—§(G31+033)
. 6 e
20 = G20 —5 (G27+Gag)
1 1 G
— 5 (629%G31) —5 (G32+G33)

. 1 32
G3z = Gaz -5 szg Gy,

HEXAEDER — Element HK 75

. 1 3. 1.
GL:GL+~G]—-—(JJ+—(JK L 1 J K
8~ 87 4 13 22 21 25
15 21 22 25
7 24 23 25
19 23 24 25
* o6 %Gieen-tee L 1 ) K
Gp, =6 - g('ﬁ J)~§ K -
14 21 22 25
18 23 24 25
. 1. ‘
GI :Gl +——(rl L 1
S TPLTY }
16 25
20 25
HEXAEDER — Element HK 66
1 3
G'E = GL+—GI———GJ L I J
8~ 8 13 21 22
15 22 21

. 6 . -
G14= Gyg -3 (Ggy +Gag)

Die Korrekturterme A Gy, der degenerierten Flemente
AK54, PK45, WK 39, CK 36 und TK 30 lassen sich ein-
heitlich wie folgt darstellen:

A6l = e [+ CIREIA-E)(1-£)

mita=1,2; 1,J,K=1,23; I1#]}+#K



5.2. Der erweiterte Elementkatalog der ﬂachenhaften
Elemente des PS COSAR

Riumliche Membranelemente des PS COSAR
RKM 24

RKM 30

Elementeckknotenansitze

Gr=7 AthLE) (b i) ELh +Eat—D)
' L=1,3,5,7 fir RKM24

L=1,5,7,9 fir RKM30 .

Seitenmittenknotenansitze

1
Gp =5+ E) AL E)A-( Ea1)? — (511L.52)%)
L=2,4,6,8 fir RKM24
L=3,6,8,10 fiir RKM 30

»

Zusatzknotenansitze der Knoten 2 und 4
des Elementes RKM 30

Gy, = (1-&2)(1-2&11.5) (5 1+ 281 &)

Korrekturen der Ansitze fiir die Knoten 1,3 und 5 fiir
das Element RKM 30

L=2,4

GL:GL+3/8GI+1/8GJ L I J
. 1 2 4
5 4 2
3 =G3—6/8(Gy+Gy)
DKM 18
1=(2=3)

SKM9

1
Gl =Gy +G2+Gy Cr=gzaiLéi (I+&LE) L=1,3

Gf =G5+AG  Gy=1-§
Gg '—‘G6+2AG
G; :G7+AG

. 1 2
mit Ang(l_gf)(l—sz)

Die Elemente der Problemklassen Scheibe, Rotations-
korper, dicke Platte und dicke Schale verfiigen iiber iden-
tische Ansatzfunktionen, die am Beispiel allgemeiner
flichenhafter Elemente dargestellt werden sollen.

8-Knoten- Viereckelement

£
b t——g 8

1

Elementeckknotenansitze

1
G = 7 e LED (e ) oL bt 61— 1)
L=1,3,57

Seitenmittenknotenansitze

= %(1+£1L51)(1+52L £2)(1— (51 £21.)% — (51 1.£2))
L=2,4,6,8

Ubergang;element

6 16
EZL.
7 15
£
6 14
9

10 11 12 13

Zusatzknotenansiitze

= (&L ED (=28 &) (1§ 1+ 28 &)
=2, 1.=6,8,14, 16
1, L.=2,4,10,12

hh

(8]
|



Korrekturen der Ansitze fiir Eck- und Seitenmitten-
knoten

3 . < 1 . \
GL=GL—§((’I +(’J)+§((’K +Gy)

L 1 J] K M
1 216 4 14
5 4 6 2 8
9 8 10 6 12
13 12 14 10 16
6
G = 6L -5 G+ 6y
L I ]
3 2 4
7 6 8
11 10 12
15 14 16
Dreieckelement
3
4 2
5 - ’

Elementeckknotenansitze
] .
Gy 38 (k)

1
GL=g1-E)A+EL8) (- 1-E L fa— b2 E1 §2)
L=3,5
Seitenmittenknotenansiitze
1 ‘
Gy =5 (1-EDA-E)

Gy = % (l—EzLEf)(l“EzLiz)
L=2,4

Stabelement £,

Gy, :*12- L (rELE)
L=1,3

Eine Ubersicht iiber die Elementbezeichnungen ist in
Bild 5.1 dargestellt. Eine Besonderheit bildet in diesem
Rahmen das spezielle Ubergangselement mit bis zu
16 Knoten. Dieses Element wurde beziiglich seiner Kno-
tenkonfiguration flexibel gehalten, d. h. an jeder der
4 Elementseiten konnen entweder drei oder fiinf Knoten
angeordnet werden. Daraus folgt, daB sowohl zwei als
auch ein Nachbarelement angeschlossen werden konnen.
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Ebens Scheibonelemente
SRK16 SRK32 SDK12 SKM6
E,L fzf_. £
[ £

RRK16 RRK32 RDK12 RKM6

Bild 5.1

Erweiterter Elementkatalog des PS COSAR mit den flichen-
haften Elementen fiir die Problemklassen Scheibe, Rotations-
korper, dicke Platte und dicke Schale

6. Anwendungsbeispiele

Die folgenden zwei Beispiele zeigen die Einsatzméglich-
keiten der um spezielle Ubergangselemente erweiterten
Elementkataloge des PS COSAR. Im ersten Beispiel
wird der rotationssymmetrische Ringkolben eines Ver-
dichters betrachtet. Bild 6.1 zeigt die Vernetzung mit
rotationssymmetrischen Elementen des Typs RRK16
und den speziellen Ubergangselementen des Typs RRK32
mit variabler Knotenkonfiguration. Aufgrund aufgetrete-
ner Risse im Kolbeninnern bildete ein lokaler Bereich
den Schwerpunkt der Untersuchungen. Durch die Ver-
wendung der Ubergangselemente ist bei einem relativ
geringen Gesamtaufwand eine starke lokale Netzverfei-
nerung realisiert worden. Das zweite Beispiel zeigt die
Modellierung einer Rohrverzweigung. Die Vernetzung er-
folgte mit dreidimensionalen Elementen des Typs HK60
und speziellen Ubergangselementen zur einachsigen
Netzverfeinerung. Aus Symmetriegrinden wird nur ein
Viertel des Bauteils betrachtet. Bild 6.2 zeigt das Ele-
mentnetz als riumliches Glaskérpermodell. Die Verwen-
dung der Ubergangselemente erméglicht hier einen auf-
wandarmen Ubergang von einem auf zwei Elemente im
direkten Ubergangsbereich, wodurch eine detailliertere
Beanspruchungsanalyse erméglicht wird.
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Bild 6.2
Glaskérpermodell der Vernetzung ciner Rohrverzweigung mit
dreidimensionalen Vollkérperelementen
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Bild 6.1
Vernetzung eines Ringkolbens mit rotationssymmetrischen Ele-
menten

7. Zusammenfassung

Die Ableitung der Formfunktionen fiir Standard- und
Ubergangselemente kann mit Hilfe der gemischten Inter-
polationstechnik nach einer einheitlichen Strategie er-
folgen. Fiir 2D- und 3D-Verschiebungselemente der C°-
Klasse wurden beispielhaft Formfunktionen mit linea-
ren, quadratischen, stiickweise linearen und stiickweise
quadratischen Randverschiebungen entwickelt. Eine Ver:
allgemeinerung auf hohere Ansatzfunktionen oder auf
Elemente der Cl-Klasse ist ohne Schwierigkeiten mog-
lich.

Am Beispiel des Programmsystems COSAR wurde die
programmtechnische Umsetzung der gemischten Inter-
polationstechnik erliutert und der erweiterte Element-
katalog beschrieben.

Zwei einfache Anwendungsbeispiele demonstrieren, daf
ein durch Ubergangselemente erweiterter Elementkata-
log die FE-Modellierung in Rand- oder Durchdringungs-
bereichen wesentlich verbessert.
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