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Deformationsgesetze der Standardform in konvektiver Metrik

_Helge Bergander

1. Einleitung

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzer-
rungen in einem elastischen Medium ist unabhiingig vom
Weg im Raum der Spannungs- oder Verzerrungskompo-
nenten. Das Deformationsgesetz des elastischen Mate-
rials ist daher als Funktion des Spannungstensors vom
Verzerrungstensor (oder umgekehrt) zu formulieren.
Fiir alle inelastischen Stoffe wird der Zusammenhang
jedoch abhingig von dem oben genannten Weg, oft
aufierdem von der Zeit, in der dieser Weg zuriickgelegt
wird.” Daher tritt an die Stelle der Funktion ein allge-
meiner Funktionaloperator. Die einfachste Darstellung
dieses Operators ist ein Differentialoperator. Durch eine
geeignete Einfiihrung von HilfsgréBen (sogenannte innere
Zustandsparameter) lassen sich allgemeine Differential-
operatoren stets auf ein System von solchen erster Ord-
nung zuriickfiihren. Diese Klasse von Operatoren gestat-
tet die Anniherung der beobachtbaren Phinomene
inelastischen Materials mit jeder gewiinschten Genauig-
keit.

Die Aufbereitung der eben genannten Gedanken in eine
Formelsprache gestattet es, fiir nichtlineare, inelastische
Deformationsgesetze eine Standardform anzugeben. Der
grobte Vorzug einer solchen Formulierung ist es, daB
mit ihr Computerprogramme entwickelt werden kénnen,
ohne dafi in dieser Phase bereits irgendwelche Festle-
gungen oder Einschrinkungen hinsichtlich Plastizitit,
Viskoelastizitit und -plastizitit, Temperatur- und
Alterungseinflufi, Anisotropie usw. getroffen werden
miissen. Die nachtrigliche Abinderung ist gleichfalls
miihelos.

Fiir kleine Deformationen sind die erforderlichen Unter-
suchungen abgeschlossen und in einer Reihe von Ver-
offentlichungen vorgestellt. In den Arbeiten [1] bis [3]
wurde das Problem grundsitzlich dargelegt, in [4] bis
[7] sind Einzelfragen untersucht. Auch praktische
Erprobungen liegen mit den Materialprogrammen
NIMEHS [8] und NIMAG [9] sowie mit dem Schalen-
programm NISCHA 82 [10] vor.

Der eingangs genannte Grundgedanke ist natiirlich nicht
an kleine Deformationen gebunden. Die Erweiterung auf
groBe Deformationen wird durch den Einsatz stark ver-
formbarer Materialien und durch Umformprobleme
erforderlich. Erste Programmentwicklungen fiir verform-
bare Rotationsschalen [10], Rotationskérper [11] und
allgemeine Schalen [12] liegen bereits vor oder sind in
einer fortgeschrittenen Phase der Projektierung.
Dennoch ist die Ubertragung auf grofe Deformationen
keine einfache Erweiterung. Auch. und gerade fiir das
Deformationsgesetz miissen klare Festlegungen zur Wahl
des Koordinatensystems getroffen werden. Das Ziel
einer Standardisierung macht diese Wahl nicht leicht,
denn sie muB so getroffen werden, da die verwendete

Bezugsmetrik fertiger Programme auch die Unterpro-
gramme der Standardform verkraften kann.

Dabei erweist sich die konvektive Metrik, die konvek-
tive Koordinaten konsequent mit den zeitveriinderlichen
Basisvektorensystemen verbindet, als besonders sinnvoll.

Solche Metriken erfordern keine gesonderte Untersu-
chung des in raumfesten Bezugssystemen besonders
bedeutsamen Problems der materiellen Objektivitit.
Im folgenden wird daher die Grundkonzeption einer
Standardform von Deformationsgesetzen in der kon-
vektiven Metrik einschlieBlich einiger fiir die numeri-
sche Diskretisierung bedeutsamer Fragen zum Varian-
tenprinzip und zum Potential vorgestellt. AuBerdem
wird die Konzeption einer vom Feldproblem getrennten
Testung der Deformationsgesetz-Unterprogramme theo-
retisch fundiert.

2. Kinematik in der konvektiven Metrik

Es wird das Tensorkalkiil fiir krummlinige Koordinaten
verwendet [13], [14]. Die Position eines materiellen
Teilchens des Kontinuums in bezug auf ein raumfestes
Koordinatensystem beschreibt der Ortsvektor r (Bild 1).
Jedes Teilchen ist durch 3 Parameter ©!, @2, ©3 eindeu-
tig fixiert, so dab fiir die Bewegung

T =T (0% 1) - 1)

gilt. Die partiellen Ableitungen nach ©% und t werden
durch

(1

X

Bild 1
Konvektive Koordinaten und konvektive kovariante Basis
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gekennzeichnet. Die Geschwindigkeit des Teilchens ist
somit
V=T, @)
In jedem Punkt des Kontinuums existiert ein orts- und
zeitverinderliches kovariantes Basisvektorsystem ’

~ =

) r

> _- .
Ea=Tw =~ i~ ©)

(Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien ©®) und
ein reziprokes kontravariantes System gemify

"’Ot

gB ﬁ (6)

Hierbei ist 6% das Kroneckersymbol, die kontravarian-
ten Basisvektoren stehen daher senkrecht auf den Tan-
gentialebenen ©% = const. Die Skalarprodukte

Bep=Ea " EB @.1)
=g gf | (7.2)

bilden die ko- bzw. kontravarianten Koordinaten des
Mafitensors; jeder Tensor ld6it sich auf die begleitende
Metrik beziehen, also z. B.

Vv = T, ®

wobei im weiteren grundsitzlich die Summationskon-
vektion fiir zwei gleiche Indizes angewendet werden
soll. Die partielle Differentiation eines Tensors nach
6% und die anschliefende - Zerlegung auf die Basis defi-
niert die kovariante Ableitung

Vo= eP)e= v |agb. )

Das Differential des Abstandes zweier benachbarter
Teilchen

ds? = 47 - dY = go3 dO* 6P (10)
eignet sich zur Messung der Deformation
ds? —ds? = (gop — Ep) dO* dOF = 2¢,5d0%d 8. (11)

Hierin kennzeichnet der Querstrich die entsprechenden
Werte bei einer Bezugskonfiguration t = f (i. a. £ = 0,
,»Ausgangszustand ).

Die Abkiirzung

€of = %(5043 =~ Zap) (12)

definiert die kovarianten Koordinaten des Verzerrungs-
tensors.

Der symmetrische Teil des Geschwindigkeitsgradienten
in bezug auf die momentane Konfiguration ist der Ten-
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sor der Deformationsgeschwindigkeit. Seine kovarianten
Koordinaten sind

1
dog = 5(a 8+ v8 ) ' 13)

Die Differentiation von (12) nach t ergibt unter Beach-
tung von (7.1), (5), (4) und (9)

é‘aﬂ=da3.

Dieser einfache Zusammenhang zwischen den Koordina-
ten des Verzerrungs- und des Deformationsgeschwindig-
keitstensors existiert nur in der konvektiven Metrik.
Er gilt auch hier ausschlieflich fiir die kovarianten Koor-
dinaten, da das Herauf- und Herunterziehen von Indices
nach den Regeln des Tensorkalkiils und die Differentia-
tion nach der Zeit nicht vertauschbar sind. So gilt z. B.

€3 =@ eyp) * dg =g dyp (15)

Abschlieend wird noch das Volumenelement in der
konvektiven Messung angegeben

dV=y/g del e? de3 (16.1)
mit
g=det(gqp) (16.2)

Fir die zeitliche Anderung des Volumenelements gilt

\/é_=\/§ ). 17)

3. Konjugierte statische Variable
Die Leistung pro Volumeneinheit betrigt

P* = 0% . (18)

Hierin sind 0® die kontravarianten Koordinaten des
wahren (oder Cauchyschen) Spannungstensors. Uber
die volumenbezogene Leistung sind also speziell diese

‘Werte den kovarianten Koordinaten der Deformations-

geschwindigkeit zugeordnet — sie sind leistungskonju-
gierte statische Variable.
Die Gesamtleistung fiir ein Volumen V betrigt

P=W=fP*dV=fof P*\/ g d6! 462 4e3. (19)
\'s

Das zeitverinderliche Volumen wird durch die konvek-
tiven Koordinaten @ auf ein zeitunabhingiges Gebiet G
abgebildet. Daher ist es giinstig, fiir die Arbeit eine spe-
zifische Grofe in G einzufiihren

W= [ff w*del de2 463, (20) .
G

da cine Integration von P* nach (18) iiber die Zeit kei-

nen physikalischen Sinn hat. Der Vergleich von (20) und

(19) gibt unter Beachtung von (18) und (14)

* =g 0%Be 5= 18¢ 0 @21



Die spezifische Arbeit pro Einheit des zeitunabhingi-
gen Elementargebiets d®1 d©2d®3 — bis auf einen kon-
stanten Faktor also pro Masseeinheit — ordnet somit den
kovarianten Koordinaten von deyg die kontravarianten
Koordinaten von

198 =/g 0% , (22)

als arbeitskonjugierte statische Variable zu. Fiir Stoffe
mit einem Potential (,,hyperelastische” Stoffe) sind so-

mit €,3 und 708 zugeordnete und hinsichtlich der Ab-

hiéngigkeit austauschbare Grundvariable. Demgemifs
gehort zu éyg dann 7B, Wird das Produkt dieser Grund-
variablen (als Ausgangspunkt einer Legendreschen
Transformation) nach der Zeit differenziert und an-
schliefiend auf /g normiert, so ergibt sich

1
g

(1% eqp)’ = §%Beyg + 08 €op-

In dieser normierten Form wird der Anschluf zu (18)
hergestellt und als arbeitskonjugierte Spannungsge-
schwindigkeit

oaf_ 1 o« _ . A
§of = \/Tg_(\/—g_ 0%y = 508 + 5o dy (23)

ausgewiesen. Fir den zweiten Ausdruck wurde (17)
genutzt. Hill [15] hat diese Spannungsgeschwindigkeit
in der konvektiven Metrik zuerst begriindet. Die gleiche
Spannungsgeschwindigkeit in einem krummlinigen raum-
festen Bezugssystem (also mit zeitunabhingiger Basis),
das mit lateinischen Indices gekennzeichnet werden soll,
ergibt sich aus dem Vergleich!)

6 =3% o= 1 (241)
in der Darstellung
g1 = 61 — ol vi|) — ol vl + ol 1. (24.2)

Damit wird erkennbar, dab (23) die Truesdellsche Span-
nungsgeschwindigkeit darstellt.

In der Aufstellung elastoplastischer Deformationsge-
setze ist noch eine zweite, mit (23) verwandte quasi-
konjugierte Spannungsgeschwindigkeit von Bedeutung:
ox_ 1 o -1 &y

% \/E(\/Eoﬁ)sym \[g_(\/'é g)

_ dz o +d) o - (25)

Diese Spannungsgeschwindigkeit hat Bedeutung bei
Potentialen, die in den Variablen %= Vg 0% formu-

liert sind. Sie wird als ,,quasi”-konjugiert bezeichnet, weil

1) Die Umrechnung erfolgt sinnvollerweise zur Vermeidung
vieler Transformationsmatrizen zwischen zwei Koordina-
tensystemen, die zur Zeit t gerade zusammenfallen. Im
Falle des raumfesten Systems stellt dann der Punkt die ma-
terielle Ableitung dar.

ein zu 798 €q analoger gemischtvarianter Ausdruck T%éﬁ
physikalisch nicht relevant ist. Das liegt in der Rela-
tion (15) begriindet.

Die Riicktransformation von (25) in die kontravariante
Form und die vergleichende Darstellung zwischen kon-
vektiven und raumfesten Bezug liefert

v Va—> - > -

v Giim> >
0=058q8P=0%gqgp=0g;g; (26.1)
mit
FoB=_L (/g 008y + g0 4 N89S (26.2)

Ve M
Bil = gl _ gl i — ol i+ 0ild). (26.3)

Hierin sind die «'die gemischtvarianten Koordinaten
des antimetrischen Tensors der Drehgeschwindigkeit
des Materials

ili = vilo)- 27
Die ersten 3 Terme (26.3) bilden die Jaumannsche
Spannungsgeschwindigkeit. Daher soll § als gewichtete
Jaumannsche Ableitung bezeichnet werden. Fiir inkom-
pressibles Material dy = dll = 0) geht 3 in die konvektive
oder Oldroydsche Ableitung [17] und 0 in die Jaumann-
sche iiber. Man kommt mit letzteren beiden Definitionen
auch bei kompressiblem Material aus, wenn die wahre
Spannung durch die ,gewichtete” Spannung (auch
Trefftzsche Spannung) '

7af ‘=\/ LI ’ 28)
g

ersetzt. Diese stimmt bis auf einen (willkiirlichen) Nor-
mierungsfaktor mit (22) iiberein.

Grundsitzlich zeigen (24) und (26), daf partielle Ab-
leitungen der Koordinaten des Spannungstensors —
gleichviel, ob gewichtet oder nicht — in der konvektiven
Metrik automatisch die Forderung der Objektivitit
erfilllen. Die Forderung nach konjugierten Grofien ist
schirfer. Sie garantiert die Zuordnung von Potentialen
in den Zustandsvariablen zu denen in den Geschwin-
digkeiten.

Fiir die weiteren Untersuchungen wird noch der direkte
Zusammenhang zwischen der Truesdellschen und der
modifizierten Jaumannschen Ableitung bereitgestellt: -

Gob = Gob+ NBw ¢, (29.1)

Dabei ist der Tensor

NoBuw - %[ga“gﬁv + oW b+ gl 1+ BV O] (29 2)

4

symmelrisch in den beiden Indexpaaren und bei einer
Vertauschung derselben.



4. Variationsprinzip und Potential der Form-
inderungsgeschwindigkeiten

Im Kontinuum herrscht Gleichgewicht, wenn der sym-

metrische Spannungstensor 0% 'in jedem Punkt des Ge-
biets die Gleichung

0%l +£2=0 \ (30)

erfiillt. Hierin sind f* die Koordinaten der am materiel-
len Element angreifenden Kraft - faEa pro Volumen-

einheit. Auf dem Teil Qp der Oberfliche, auf dem sich’

die Verformungen einstellen konnen, greifen gegebene
Randlasten p = p%g,, an:

0% ng = po. (31)

Hierin ist n= nﬁgﬁ der Normaleneinheitsvektor auf der
Oberfliche.

Durch Differentiation beider Gleichungen nach der Zeit
ergeben sich nach einigen Umformungen die beiden zu-
geordneten Zuwuchsgleichungen

(BB +aMba|) g+~ (V) + V| =0 (32)
und
(89B+oMBa |, )ng= - (pRA) + 2, (33)

Die Multiplikation von (32) mit einer zuldssigen Ge-
schwindigkeitsfeldvariation 8vg, gemif 8V = 8v, g und
der Integration iiber das Volumen gibt nach der iiblichen
Umformung mit dem GauBschen Satz unter Beachtung
der Randbedingung

008 -
39B5 €5+ 0By, 6 dv =
PACRRLY |8 vulg]

1 to > 1 - C o>

— —(pdQ) dvdQ. 4
J dV(de) 8vdV+Qf dﬂ@’d ) 6vd (34)
Wird nun vorausgesetzt, da das Material ein lokales
Potential in der Form

o aﬁ _ on*
o deag (35)

besitzt, dann geht die linke Seite von (34) in ein Poten-
tial der Forminderungsgeschwindigkeiten iiber:

- =Vf[ﬂ*+%oaﬁv”|av“|ﬁ]dV. (36)

Die rechte Seite von (34), die virtuelle ,,Arbeit” der
duberen Kraftzuwiichse

1 =2 co—> 1 > c>
SLy=f—=({fdV)8vdV+ [ —(pdD) 6vdQ2 (3
a=J r@aVs7av S EFa’svan @D
ist nur in Ausnahmefillen einem Potential zuzuordnen.
Um die Aufbereitung des Variationsprinzips der kon-

vektiven Metrik

Smp — 8L, =0 (38)
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fir Flichentragwerke haben sich Landgraf [16] und
Ulbricht [12] verdient gemacht. Ihnen gebiihrt auch
das Verdienst, auf die konjugierte Variable (23) aus der
Sicht von (32) bis (34) wieder aufmerksam gemacht zu
haben.

Auch in anderen Betrachtungsweisen der nichtlinearen
Festkorpermechanik mit raumfester Metrik, so der
Lagrangeschen und der Eulerschen, entstehen Varia-
tionsprinzipe formal gleichen - Aufbaus, wenn die der
jeweiligen Basis zugeordneten Koordinaten der Deforma-
tionsgeschwindigkeit und der Truesdellschen Spannungs-
geschwindigkeit genutzt werden. Sie sind fiir die Lagran-
gesche Betrachtungsweise z. B. bei Giinther [17] und fiir
die Eulersche bei Lubarda und Lee [18]2) zu finden und
unterschiedlich bezeichnet (in [17] nach Green-Dirich-
let, in [18] nach Hill). In allen Fillen besteht der Poten-
tialanteil (36) aus einem lokalen Potential und einem
entsprechend (36) strukturierten Zusatzterm, der fiir
die geometrische Steifigkeit verantwortlich ist.

Die jeweilige Formulierung des lokalen Potentials (35)
in der Truesdellschen Spannungsgeschwindigkeit unter-
streicht die Sinnfilligkeit der Verwendung derselben
bei der Standardisierung von Deformationsgesetzen.

5. Deformationsgesetz

Mit der Formulierung eines allgemeinen linearen Zusam-
menhanges zwischen den Zuwiichsen der lokalen kine-
matischen und kinetischen GréBen und bei der Ein-
beziehung einer endlichen Zahl interner Parameter liegt
fiir kleine Verformungen ein Deformationsgesetz vor,
das fiir alle technisch bedeutsamen Anwendungen den
Anforderungen voll geniigt [1], [3]. Die Verallgemeine-
rung auf grofie Verformungen erfolgt sinnvollerweise
unter Verwendung konjugierter kinematischer und kine-
tischer Variabler. Durch die konvektive Metrik ist dabei
dem Prinzip der materiellen Objektivitit entsprochen.
Die entstehenden Gleichungen sollen als Deformations-
gesetz der Standardform fiir inelastisches Material be-
zeichnet werden:

g - b ¢, + 2 5+ 0B (39.1)

by = Bif¥éyy +egid + e (39.2)

Die Materialeigenschaften werden durch die Tensoren
cobuy, sag, %8 B e und e; festgelegt. Diese Ten-
soren kénnen von der Metrik , der Verzerrung
ea33), der Spannung 8 - \/_g-aaﬁ, den inneren
Variablen h; und der Temperatur ¢ abhingen. Die in-
neren Variablen reprisentieren die Koordinaten von

2) In [18] ist das Variationsprinzip in der gewichteten Jau-
mann-Ableitung (26.3) aufgestellt und formal viel umstind-
licher. Es lifit sich jedoch leicht in die Truesdell-Ableitung
umrechnen und wird dann wesentlich klarer — ein schones
Beispiel fiir den Wert des Prinzips der konjugierten Variablen.

3) Es werden i. a. beide Informationen, Metrik und Verzerrung,
benétigt, da sie implizit nach (12) den Ausgangszustand ent-
halten, der bei elastischem Material wesentlich ist. Die Metrik
hat in der Regel die fundamentalere Bedeutung.



Tensoren verschiedener Stufe. Das ist nur fiir die Auf-
stellung von (39) von Bedeutung, bei der Verwendung
im Feldproblem nicht mehr. Unter Umstinden kann fiir
einen Teil dieser Variablen die konstitutive Annahme
einer speziellen Tensorgeschwindigkeit zweckmiifig
sein. Sie fiihrt jedoch stets auf die allgemeine Form
(39.2) zuriick, weil diese Tensorgeschwindigkeiten stets
nur Geschwindigkeiten und Metriktensoren enthalten,
die den Rahmen (39.2) nicht sprengen.

So ergibt sich z. B. fiir eine konstltutwe Annahme
vom Typ

= By tegdte (40)
mit der Definition (23)
\/__(\/_h)—h+h ) (41)

sofort unter Beachtung von (14)
b = B —big?) €+ egid + (42)

eine Gleichung vom Typ (39.2).
Ein Potential (35) existiert fiir (39.1) genau dann, wenn
MY in den Indexpaaren symmetrisch ist. Es hat den

Aufbau
= _caﬁﬂv €oféup + (s B+ ¢, (43)

wobei hier ein bekanntes (und nicht mit der Deforma-
tion gekoppeltes) Temperaturfeld 3(©!,02,03 t) vor-
ausgesetzt wird. Die Frage nach der Symmetrie der
Materialsteifigkeitsmatrix CBH in den Indexpaaren
hat also wesentliche Bedeutung zur Trennung von
Vorgéngen mit bzw. ohne Potential der Forminderungs-
geschwindigkeifen. Diese Frage soll nun fiir einzelne
konstitutive Annahmen erortert werden.

6. Beispiele
Hyperelastische Deformationsgesetze

Im Falle der Hyperelastizitiit ist die spezifische Arbeit
w* nach (20) eine eindeutige Funktion des Verzer-
rungszustandes:

w* = w* (€4p)- (44)
Differentiation nach der Zeit und der Vergleich mit
(21) gibt

1 ow*

= 7___; W .~
Eine nochmalige Differentiation nach der Zeit fiihrt auf

o 1 82 w* é

G = Cobw ¢ (46)
\/— aeaﬁaew, Cw

(46) ist als Sonderfall in (39) enthalten, die Material-

steifigkeitsmatrix isl. erwartungsgemidB in den Index-

paaren symmetrisch.

(45)

Eine inverse Formulierung erfordert 708 als unabhiingige
Variable und beruht auf dem Erginzungspotential

w* (1) = e, — w* (e, (19F)) (47)
mit
ou*

= 48
‘B ~ e 9
und ’
. 92 u* oy °
€p=Vs M = T . (49)

arol arHV

Die Materialnachgiebigkeitsmatrix J,g,,; ist die Inverse
o Cofy o

Elastoplastische Deformationsgesetze

Im Falle elastisch-plastischer Deformationen werden

folgende iibliche konstitutive Annahmen getroffen:

— Der Tensor der Deformationsgeschwindigkeit lift
sich in einen elastischen und einen plastischen An-
teil zerlegen:

Eup = Epp + Epy (50)

— Es existiert eine FlieBbedingung im Raum der arbeits-
konjugierten Spannungen, deren Erfiillung notwen-
dige Voraussetzung fiir das FlieBen ist. Um sie metrik-
frei formulieren zu konnen, werden die gemischt-
varianten Koordinaten als Grundvariable ausgewihlt.
Bei Verfestigung hiingt die FlieBbedingung noch von
den inneren Variablen h; ab:

F (15, h;) = 0. (51)

— Der Bildvektor der Koordinaten der plastischen De-
formationsgeschwindigkeit steht senkrecht auf der
FlieBfliche (Normalenregel):

P OF .
ey =X ey, 52)
T g Y

— Die inneren Variablen der FlieBbedingung (Verfesti-
gungsparameter) indern sich nur beim plastischen

Fliefen [6]:

- P

i = a7, hy) & (53)
Die Einhaltung der FlieBbedingung wihrend des Flie- -
Bens fiihrt auf die Konsistenzbedingung:
_ _oF F2 4 oF .

a B

arﬁ oh;
Wird die Konsistenzbedingung mit v/ g —1 multipli-
ziert, (53) eingesetzt und die Verfestigungsfunktion

- L °F

eingefiihrt, so nimmt die Konsistenzbedingung die
Form

hO.

(54)

v 8B -V =0 (55)

an. Hierbei wurde einerseits beachtet, daB
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_ N8 _ N oF _ 9
vﬁ =8 Yar"8 m'a—T&“ (56)
B
gilt und andererseits die Tatsache genutzt, dab das
Skalarprodukt eines symmetrischen und eines unsym-
metrischen Tensors gleich dem des ersten mit dem
symmetrischen Teil des zweiten ist. Aus (55) lifit sich
nun auch das Entlastungskriterium

vap P <0 (57)

ableiten.

Fiir die weitere Herleitung des elastisch-plastischen
Zusammenhangs wird nun die Abhiingigkeit des elasti-
schen Deformationsanteils von der Spannungsgeschwin-
digkeit benotigt.

Hierfiir sollen zwei Varianten betrachtet werden. In der
ersten Variante wird die Hyperelastizitit auf den ela-
stisch-plastischen Zustand verallgemeinert. Die durch
den elastischen Deformationsanteil verrichtete spezifi-
sche Arbeit w.. sei eine Funktion der elastischen Defor-

E

mation. Dann folgt wie bei (46):
92w

003 _ 1 E E s ofuy .E

o \/_—g a——————eE G € Cg € (58)
of e,uu

Mit (50) und (52) ergibt sich
§oB = O (&, K. (59)

Die - Konsistenzbedingung erhilt mit (59) unter Beach-
tung von (29) die Form

208 Cp " 6y~ MoagCa ™ g, + V) =0, (60)
wobei der Tensor
EE“B“” - C%zﬁuv + Naﬁwf (61)
die gleichen Symmetriceigenschaften wie C°PH” selbst
}I\l/laitt.den Abkiirzungen
W = GO (62)
wnd F<0 oder ¢o30®8<0

B} fir
. (268 P 0,1, + VI~ F =0 und g 526>0 “
folgt
N=BUH e, (64)

Einsetzen von (64) in (59) und (53) gibt unter analoger
Anwendung von (62) fiir die nicht iiberstrichenen
GréBen

o OPpUY 1. . .

5o - [COPHY _puoBmvye,, = oW, (65.1)
l:li = 6‘], EIJV é[.lV = BI“VGIJV (65'2)
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Dieses elastoplastische Deformationsgesetz ist nicht
exakt in den Indexpaaren symmetrisch. Der Fehler hat
entsprechend (61) die GréBenordnung Spannung/Modul
und ist fiir technische Stoffe klein. Wird in den Span-
nungsgeschwindigkeiten jedoch der elastische Anteil in
den Differenzgliedern vernachlissigt und

0B ~ §oB + Nobuv éz,, (66)
in die Konsistenzbedingung (55) eingesetzt, dann folgt
008 P &y Rrap G 0 * V=0 (6D
und

N=fwHe, (68)
mit

cobw - capuy _ Nobuw (69)

B wird analog zu [ gebildet. Das Deformationsgesetz
lautet nun

9B _ [C%‘B“” _FvB g € (70.1)
by =Bq ¥ ey, (70.2)

Erst mit der Niherung (66) wird also eine Potential-
form des Deformationsgesetzes entsprechend (35) er-
reicht.

Obwohl der Tensor N®HY fiir technische Stoffe klein

, gegeniiber Cal‘@“" ist, zeigen numerische Berechnungen

[9], daB seine vollstindige Vernachlissigung zu deutli-
cher Abweichung von der FlieBbedingung wihrend der
Integration fiihrt. Dagegen fiihrt die Naherung (70)
zur Einhaltung der FlieBbedingung in hoher Qualitit.
Eine von vornherein symmetrische Theorie ergibt sich,
wenn in einer zweiten Variante (58) durch
Beb-cghe,, @
ersetzt wird, wobei (61) gilt. Es ist offensichtlich, daB
(71) und (58) im Falle rein elastischer Deformation
(auch nach beliebiger plastischer Vordeformation)
identisch sind. Rein elastische Be- und Entlastungen
bleiben hyperelastisch. Sobald aber plastisches Fliefen
stattfindet, entsteht ein modifizierter elastischer Zu-
wuchs.

Der iibliche Weg — Einsetzen von (50) und (52) in
(71), (71) in (55) — gibt

A=f T €up: (72)

wobei B gemif (63) mit E‘Xg“” bestimmt wird. Schlief-
lich (fgllft dann nach (71) und unter Riicksubstitution
von 6% nach (29)

%af - [CO‘S“V — B o puv) €y = COBHY € (73.1)

Dieser Tensor CO¥MY erfiillt wieder alle Anforderungen
fiir die Existenz des Potentials gemifB (35). Aus diesem
Grunde wird (73) (meist in der formalen Darstellung mit
der gewichteten Jaumann-Ableitung) in der Literatur



bevorzugt. Bei energetischen Untersuchungen ist aber zu
beachten, daB & im Falle des plastischen FlieBens auch
einen plastischen Anteil enthilt. Die Erfassung der Kine-
matik der endlichen Anteile der Deformation nach Lee
fiihrt ebenfalls auf (73) [18].

Da fiir Metalle die elastischen Anteile der Deformation
sehr klein bleiben, wird auf eine hyperelastische Be-
schreibung meist verzichtet. Fiir isotrope Stoffe eignet
sich eine hypoelastische Formulierung mit dem kon-
stanten Elastizitétstensor

Eaﬁw:z(le) [ga“gﬁ”gwgﬁml_zgvgaﬁ g% (4

Formal gleichberechtigt sind dann bekanntlich die

beiden (unterschiedlichen) konstitutiven Annahmen’

gob= pobw e’ (75)
bzw.
o - pabuwy &, (76)

Dabei wird aber die zweite Fassung bevorzugt, da sie
mit (71) korrespondiert und (35) geniigt. Die energe-
tischen Mingel bleiben natiirlich bestehen, aber (76)
hat zudem den Vorzug, daf in einer orthogonalen Me-
trik weitgehend dem physikalisch attraktiven ,linearen”
Hencky-Gesetz entsprochen wird. Mit

cofw - cobw , NeBu - pabur 7

wird der Anschluf zu (73) hergestellt. Beispiele fiir die
Anwendung von (73) mit (77) finden sich in grofier
Anzahl in der Literatur, stellvertretend seien [19] fiir
die Lagrange-Fassung, [20] fiir die Euler-Darstellung
und [21] fiir die konvektive Metrik genannt.

Rheonome und temperaturabhingige Deformations-
geselze

Im Falle rheonomer (viskoelastischer und viskoplasti-
scher) Deformationsgesetze treten die Materialtensoren
%8 und ¢;, bei Temperaturabhingigkeit s%;a und ey; in
(39) zusitzlich auf [3]. Prinzipiell neue Fragestellungen
im Vergleich zu den kleinen Verformungen sind nicht
zu erwarten. Die wesentliche Frage nach der Symmetrie
von C¥HV wird durch die rheonomen Einflisse nicht
beriihrt. Das gilt auch fiir den Temperatureinfluf, so-
lange die Riickwirkung der Deformation auf das Tem-
peraturfeld vernachlissigt wird.

7. Numerische Testung der Deformationsgesetze

Kerngedanke der Standardformulierung war, die Aus-
riistung und Nachriistung von Feld- und Bauteilpro-
grammen auf der Basis der Zuwuchsgleichungen mit
Deformationsgesetzen fiir beliebige inelastische und
nichtlineare Eigenschaften programmtechnisch zu rea-
lisieren. Die Vorziige dieser Konzeption liegen in der
Einsparung von hochqualifizierter Ingenieurarbeit zu
Lasten des Computers. Dieser Vorteil wird dann beson-
ders prignant, wenn es gelingt, die erforderlichen Unter-
programme getrennt vom (meist sehr aufwendigen und
daher auch viel Rechenzeit kostenden) Feldprogramm zu
entwickeln und umfassend unter unterschiedlichen
Spannungs- und Verzerrungszustinden und Belastungs-
wegen zu testen.

Das Feldproblem wird bei Beschrinkung auf einen ho-
mogenen Zustand ausgeklammert. Bei kleinen Verfor-
mungen sind die globalen GréBen (Lingen, Winkel,
Krifte) zu den lokalen GréBen (Verzerrungen, Span-
nungen) im homogenen Fall proportional, so daf die
Identifikation problemlos ist.

Ny
x’l
Qey
(2)
Q1=
Q) N
)
84y Z
ME2 — kda
o/ 2 Q) Y -
< o (1),
83~ e NS>
Q3 R
7
(2)
- W2
To
N
%2
<1
Bild 2

Parallelepiped unter homogener Beanspruchung

37



Bei endlichen Verformungen verindern sich die lokalen
GroBen jedoch anders als die globalen. Daher wurde in
[9] eine Metrik untersucht, die die numerische Berech-
nung homogener Felder lokaler und zugeordneter glo-
baler Variabler bei endlichen Verformungen erlaubt.
Voraussetzung dabei ist, dafi das Material in dem be-
trachteten endlichen Volumen homogen ist.
Da Metrik und Verzerrung gekoppelt sind, ist ein homo-
gener Zustand nur zu erreichen, wenn alle Koordinaten-
linien geradlinig und gleichabstiindig sind. Der homoge-
ne Zustand fiihrt daher zwangsliufig auf ein Parallel-
epiped. Fiir diesen ,,Probekérper” sind nun lediglich
die meBbaren (globalen) geometrischen und kinetischen
GroBen zweckmiBig zu definieren. Diese Festlegungen
zeigt Bild 2.
Basis der physikalischen Betrachtungen sind drei zu den
Kanten des Parallelepipeds parallele Einheitsvektoren
(a) Die Kantenlingen haben die Lange | o,)(t), und die
Koordinaten ©* werden so normiert, dab das Parallel-
epiped durch

0<0%<1 7 (78)

beschrieben wird. Die Geometrie wird aufierdem durch
3 Winkel 8 4(t) festgelegt, die je zwei Einheitsvektoren
in der Ebene ©* = const. einschlieBen. Fiir sie soll

m
—%<a(a)<_2. (79)

gelten. Der Ortsvektor fiir ein beliebiges Teilchen im
Parallelepiped wird durch

-

3
=T+ 2 1) O% ey 80
r=r, a1 (@) 7 &) (80)
beschrieben. Nach (5) folgt
Ea = l(oz) E)(oz) : (81)
Dabei sei vereinbart, daf fiir die eingeklammerten
Indizes, die physikalische Werte ausweisen, die Summa-

tionskonvention nicht gilt.
Der Metriktensor ergibt sich nach (7.1) aus (81) zu

2
I la)k2)cosd(3)

- 2
gaﬁ = 1(1)1(2)0088(3) 1(2) .

k3)l1)cosdz)
y 1(2)1(3)()088(1)

l3)aycosdiz) kz)kzycosdy) ‘(23)

(82)
Auf die Angabe der kovarianten Koordinaten des Ver-
zerrungstensors nach (12) und der Deformationsge-
schwindigkeit nach (14) soll der einfachen Berechen-
barkeit wegen verzichtet werden.
Uber die Flichen ©* = const. werden gleichmiifsig ver-
teilte Schnittkrifte iibertragen, die an den Endflichen
mit den Belastungen iibereinstimmen:

o' = const.: 51= Nty * Uzyiay * Qay)
g —_ T — .
e = const.: 82: Q(l)e(])+ I\(Z)‘?Z)) *'»Q(3)6(3) (83)

>
3 = const.: S3= Quyeqry + Qaye@) * N3)%3)-
38 -

Das Momentengleichgewicht fordert

A ke2) = Ay la)
Q2)k3) = U3y li2) (84)

Q3)k) = Auyl3) -

Der Flicheninhalt und die Flicheneinheitsnormale der
Schnittflichen ergeben sich zu

s 1
el = const.: Aq)=l2)l@)sindq); Kl \/_1 —>1

©2 = const.: A(2) = l(3)l(l)sin5(2); :2 E (85)

@3 = const.: A(3)= l(l)l(z)sin6(3);ﬁ)3 E

%!~ "%ll

Aus (16.2) folgt fiir (82)

Verlnlas)

\/ 1—cos? 5(1 )—'0082 6(2)—c082 8(3)+2 cosS(l)cosé(z)cosG(3)

(86)
und aus der reziproken Matrix zu (82) likt sich

' =%g A | ®7)
berechnen. Damit sind alle Formeln zusammengestellt,
um aus

@ = 0% ng : _ (88)
die kontravarianten Koordinaten des Spannungstensors

zu bestimmen, wobei der Spannungsvektort = a/A(a)

und der Normalenvektor n = ny, aus der Zuordnung zur
jeweiligen Schnittfliche ®* = const. zu nehmen sind.

Es folgt
oo %
k) k) k3)
N
oof - 1 Qa) @ 2 (89)
Ve Lo k) ko)
W@ %  Ng
_1(3) ko) l3) |

Im allgemeinen rdumlichen Fall stehen sich somit
6 lokale kinematische Variable

_ 3 3 T
= [€11, €90, €33, 2€19, 2693, 2€3; ] (90)
und 6 kinetische GroBen

0= [011’ 022’ 033, 012’ 023’ 031]T (91)



gegeniiber, die 6 globalen kinematischen Variablen

1= Dy, gy kay 31y B2y 8¢yl 92)
und 6 Kraftgrofen
£=[Nay Ny Ny Q). Az, Qa1 93)

zugeordnet sind. Wihrend die lokalen Variablen gemif

(18) leistungskonjugiert sind

Pr=gT¢, (94)

gilt dies fiir die globalen Grofen nicht. Die Gesamt-

leistung ergibt sich zu

P= Nay kn) * N2y ko) + Negy 3y ©5)
+Quyk)[(1y/ka) +h2)/kz)) 088 (3)~(3)sind 3]
Q)32 2y +iaykay cosba)—d(1)sind )]
+Qayklayka) iy ) cosd gy g sindz)]

Eine konjugierte Zerlegung ist auf verschiedene Weise
moglich. In [9] wird der eindeutigen Kriftetrennung
der Vorzug gegeben. Sollen gleichzeitig die kinemati-
sche Variable einfach iiber t integrierbar bleiben, so
ist die Wahl folgender globaler konjugierter Variabler

sinnvoll:

1=y layay ke 0@y akeyosd ), L3)l1ycosd()
(96)

£= INa) Ny Ny 0/l Qay/liay Qi T 99)

Fiir sie gilt:

P-TTT. 98)

Der Zusammenhang zwischen den globalen und lokalen
Variablen wird durch eine einfach strukturierte Diago-
nalmatrix L, die nur die ko) und die 1 auf der Diago-
nale enthilt, hergestellt:

é =L1 (99)
l ~ .
o =— L7 (100)
Vs

Die Zeitdifferentiation von (100) unter Beachtung von
(23) ergibt ‘

+171T)

1)

@t

Qo

—NT).

Tk ) -

_1(

o

(101)

Auch N ist eine Diagonalmatrix, die durch Nq)/lq)
und Nullelemente aufgebaut wird.

Das Deformationsgesetz (39) geht mit den Vektoren
(90) und (91) und dem Vektor h = [h;]T in eine ent-
sprechende Matrizenformulierung iiber

G =Cé+sygd +s (102.1)
h =Bé+egd+e, (102.2)

und der globale Zusammenhang folgt mit (99) und
(101) zu

=),
]

WELCL+N)T+vg Lsgd+vgLs  (103.1)

h=BLI+egd+e.

(103.2)
Diese Gleichungen zeigen, daB auch die globale Steifig-
keitsmatrix
K=vgLCL+N (104)
nur fiir konjugierte Variable symmetrisch ist (wobei
diese Symmetrie iiberhaupt erst fiir symmetrische loka-
le Steifigkeitsmatrizen C = CT untersucht werden
kann).

Fir die Simulation beliebiger Kraft-Verformungs-
Vorgiinge ist oft der Globalgrofensatz (92), (93) ange-
nehmer. Die Kopplung von (92), (93) zu (96). (97) ist
leicht herzustellen. Durch Differentiation nach der
Zeit ergibt sich

1 =

1>

(105)

f =

F+ P i

>
Ve

(106)

Dabei weichen die Matrizen /:\ und A, die wiederum nur
geometrische Parameter enthalten, in den von 8(0[) ab-
hiingigen Elementen stark voneinander ab. Die Matrix
P enthilt die Q(q) und lg) und ist unsymmetrisch.
Daher ergeben (105) und (106) den globalen Zusam-
menhang

i =(AKA+P)i+VEALsyd+vgALs  (107.0)

h=BLAi+e d+e (107.2)

mit einer nunmehr unsymmetrischen globalen Steifig-
keitsmatrix

=~
1>

K=AKA+P . (108)
Die Gleichungen (102), (103) und (104) bilden die
Grundlage eines Programms NIMAG zur Untersuchung
von Deformationsgesetzen [9]. ‘Die Berechnung der
Matrizen in (102) erfolgt in Unterprogrammen, die
dem Deformationsgesetz zugeordnet sind. Dagegen
erfolgt die Steuerung, welche Elemente von g und € bzw.
von | und f vorgegeben werden, automatisch. So kann
jeder reduzierte Spannungs- oder Verzerrungszustand
(z. B. ebene Probleme in beiden Varianten, rotations-
symmetrische Probleme usw.) numerisch simuliert wer-
den. Es ist auch méglich, von vornherein konjugierte

Paare ohne Beitrag zur Leistung zu streichen und mit"
reduzierten Matrizen (zum Beispiel ebener Spannungs-
zustand) zu rechnen. Die Integration aller Unbekannten
(0, € £, 1, h, 9) einschlieflich der durch vorgegebene

39



Belastungsgeschwindigkeiten definierten kinematischen
oder kinetischen GroBen und der vorgegebenen Tempe-
raturinderung sowie der Metrik nach (82) erfolgt mit
Runge-Kutta. Basisgleichungen sind wahlweise (102)
oder (107), und die Umrechnungen erfolgen nach (99),
(101) (105) und (106).

8. Zusammenfassung

In einer konvektiven Metrik, die sich durch die konse-
quente Anwendung der Tensorrechnung in krummlini-
gen Koordinaten auszeichnet und daher mit zeitverin-
derlichen Basisvektoren arbeitet, ist mit (39) die Stan-
dardform eines inelastischen Deformationsgesetzes gege-
ben. Wesentlich fiir die Existenz eines Potentials in den
Forminderungsgeschwindigkeiten und damit fiir abge-
sicherte numerische Verfahren ist die Symmetrie der
Materialsteifigkeitsmatrix. Sie wird an Beispielen un-
tersucht. Ein Weg zur Testung der Matrizen der Stan-
dardformulierung wird vorgestellt.
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