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Nichtlineare instationare Temperaturfeldberechnungen

mit der Finite-Elemente-Methode

Ulrich Gabbert, Hans Baumgarten

1. Einleitung

Die Methode der finiten Elemente als universelles Dis-
kretisierungsverfahren wird heute fiir die Losung einer
Vielzahl komplizierter Problemstellungen der mathema-
tischen Physik und des Ingenieurwesens eingesetzt. Im
Ingenieurwesen ist die Methode inzwischen so stark ver-
breitet, daf nahezu alle Festigkeitsberechnungen an
komplizierten Bauteilen mit der FEM durchgefiihrt wer-
den. Weitere Anwendungsgebiete sind vor allem die
Thermodynamik und Stromungsmechanik sowie die
Biomechanik, Geomechanik, Elektrostatik und -dyna-
mik u. a. Der weltweit vorhandene und genutzte kom-
merzielle Softwarebestand ist immens; neben ca. 50 uni-
versellen Programmsystemen gibt es einige hundert
Spezialprogramme zur Losung der unterschiedlichsten
Aufgabenstellungen [9], [10], [12]. Das im Wissen-
schaftsbereich Festkorpermechanik der Technischen
Universitit ,,Otto von Guericke” Magdeburg entwickel-
te FEM-System COSAR gehért in die Gruppe der uni-
versellen Programmsysteme. Es zeichnet sich durch einen
groben Leistungsumfang und hohe Nutzerfreundlichkeit
aus und ist nach modernen rechentechnischen Gesichts-
punkten gestaltet [14], [66], [72]. Es hat eine grofs'e
Verbreitung in der Industrie erfahren und wird gleicher-
maBen auch fiir wissenschaftliche Grundlagenuntersu-
chungen auf dem Gebiet der FEM genutzt. Als offenes
System konzipiert, wird es laufend erweitert und aus-
gebaut. Die bisher fiir die industrielle Applikation ver-
fiighare Version COSAR/84 erméglicht die statische, dy-
namische und thermische Analyse beliebig gestalteter
und belasteter Bauteile, wobei der Zweig zur Temperatur-
feldberechnung — COSAR/T84 — nur eine stationire,
lineare Analyse zulift. Inzwischen wurde dieses Teilsy-
stem durch das neu geschaffene System COSAR/T86
ersetzt, mit dem sowohl stationire als auch instationire
Temperaturfeldberechnungen unter Beriicksichtigung
nichtlinearer Materialeigenschaften und Randbedingun-

gen durchgéfiihrt werden kénnen. Die vorliegende Ar-

beit enthilt die wesentlichen theoretischen Grundlagen
und Hinweise zur programmtechnischen Konzeption
dieses Systems; an Hand von Test- und Anwendungs-
beispielen werden eigene Erfahrungen bei der Losung
instationdrer Wirmeleitungsprobleme mitgeteilt. Das
Literaturverzeichnis ist eine Zusammenstellung der fiir
die Entwicklung des Programmsystems COSAR/T86 aus-
gewerteten Arbeiten.

2. Grundgleichungen

Aus dem Fourierschen Gesetz und dem Energieerhal-
tungssatz [3] ergibt sich fiir ein dreidimensionales,
anisotropes Gebiet V die Differentialgleichung (iiber
kleine lateinische Indizes ist von 1 bis 3 zu summieren):
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die mit den Randbedingungen auf der Oberfliche O

T= T auf Oy (1a)
0\13 a ) Cin * dp 0 auf 02 (1b)
N a ) ¢jn + (T —T_) =0 auf Og (1¢)

und der Anfangsbedingung

T(t=0)=T,
das Problem vollstindig beschreibt. Darin bedeuten:

T, T, Ty,T,, Temperatur [K], vorgeschriebene Rand-
temperatur, Anfangstemperaturvertei-

lung, Umgebungstemperatur

Nj = Nji Wirmeleitfihigkeitszahlen [W/(mmK)]

u=p-c Produkt aus Dichte und spezifischer
Wirme [Ws/(mm3 K)]

! Wirmeiibergangszahl [W/(mm? K)]

Q Wirmequellergiebigkeit [W/mm3 |

dn - Wirmestromdichte [W/mm?2 ]

Cin=cos(x;,n) Richtungskosinus

X; kartesische Koordinaten [mm]

t Zeit [s]

Da ein klassisches Variationsprinzip nicht existiert [2],
wird in der FEM hiufig von einer quasi-Variationsfor-
mulierung ausgegangen (z. Rosen, Glansdorff,
Prigogine, Biot, Gyarmati und andere, sieche z. B. [1],
[2], [49], [64]. Entsprechende schwache Formulie-
rungen von (1) lassen sich auf direktem Weg mittels
der Methode der gewichteten Residuen ableiten, wobei
hier das Galerkinsche Verfahren bevorzugt wird, da es
auf mit den quasi-Variationsformulierungen iiberein-
stimmende Beziehungen fiihrt [2], [4].

Fiir die Temperaturverteilung in V wird dazu element-
weise ein Ansatz der Form

T =3 GLETLO =G ETO @
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eingefiihrt wird, wobei Gy die Formfunktionen und T},
die Temperaturwerte an den N Knotenpunkten des
Elementes sind. Das Galerkinsche Verfahren liefert
dann
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Partielle Integration des ersten Terms in der eckigen
Klammer und Anwendung des GauBschen Integral-
satzes lieferl unter Beachtung der Randbedingungen

schliefilich das folgende Differentialgleichungssystem:

KT+CT=f @)
mit
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=f%+§Q _f4  und (4b)
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wobei vorausgesetzt wird, dab die Ansatzfunktionen
fir die Temperatur (2) die Dirichletschen Randbedin-
gungen (la) erfiillen.

Im allgemeinen muB davon ausgegangen werden, daf die
Materialwerte von der Temperatur abhiingig sind, so daB
das Differentialgleichungssystem (4) nichtlinear ist.

3. Zeitintegration

Prinzipiell stehen zwei Methoden zur Ermittlung des

Zeitverlaufs der Temperatur zur Verfiigung:

— Methode der modalen Superposition, die darauf be-
ruht, daf der Losungsvektor als Linearkombination
der Eigenvektoren des Systems (4) dargestellt wer-
den kann,

— Methode der direkten Zeitintegration, die darauf
beruht, daB mittels einer Rekursionsformel der
Losungsvektor zum Zeitpunkt t+At aus Losungs-
vektoren vorangegangener Zeitpunkte ermittelt wird
(step-by-step-solution).

Die modale Superposition ist auf lineare Probleme be-

schrinkt und scheidet daher als allgemeines Losungsver-

fahren aus. Es wird jedoch auch im linearen Fall (kon-
stante Materialeigenschaften) kaum angewandt, weil die
zuniichst notwendige Losung des Eigenwertproblems von

(4) mit einem nicht unbetriichtlichen Rechenzeitauf-

wand verbunden ist. Die direkte Zeitintegration ist das

dominierende Verfahren zur Losung von (4), wobei in
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den meisten FEM-Systemen selbststartende Einschritt-
verfahren bevorzugt werden. Das Ziel bei der Verfahrens-
auswahl besteht darin, mit moglichst geringem Aufwand
an Rechenzeit und Speicherplatz ausreichend genaue
Ergebnisse zu erhalten. Dieser Gesichtspunkt spielt
insofern eine besondere Rolle, als davon ausgegangen
werden mufi, dafi das System (4) bei praktischen Auf-
gabenstellungen aus einigen tausend Gleichungen beste-
hen kann. Da Mehrschrittverfahren einen wesentlich
groBeren Rechenzeit- und Speicherplatzbedarf haben,
werden in der vorliegenden Arbeit zunichst Einschritt-
verfahren benutzt. Ein allgemeines Programmsystem
sollte jedoch so konzipiert sein, dafi problemlos auch
andere Integrationsverfahren implementiert werden
konnen. Ubersichten und Vergleiche von unterschied-
lichen Verfahren finden sich beispielsweise in [24],
[28], [29], [49], [51], [55], [69].

3.1. Einschritt-©-Verfahren

Nachfolgend wird auf der Grundlage der Einschritt-©-
Verfahren eine effektive Berechnungsstrategie entwik-
kelt, die eine einheitliche Abarbeitung fiir lineare und
nichtlineare Aufgaben ergibt und sich dadurch von
anderen Strategien (z. B. [37]) unterscheidet. Das Ziel
besteht darin, aus dem Losungsvektor zum Zeitpunkt t
den Lasungsvektor zum Zeitpunkt t+ At zu ermitteln.
Dazu wird die Integration von (4) unter Annahme eines
Temperaturverlaufs im Zeitintervall von t bis t+ At
integriert. Wird die Integration unter Nutzung eines
Integrationspunktes an der Stelle t+ @At mit ©(0,1]
ausgefiihrt, ergibt sich das folgende nichtlineare Glei-
chungssystem (der Index © besagt, daf die jeweilige
Grobe zum Zeitpunkt t+ © At auszuwerten ist):

Fg-fg-CoTg-KgTg=0 (6)

Bei Annahme eines linearen Temperaturverlaufs im Zeit-
schritt gilt:

|

Tg = OAt (T —Ty) Y]

Tg = 1-0)T, +OT, A, (8a)
= T, + ATg (8b) u

Damit laBt sich (6) folgendermafien schreiben:

1
Fg = fo+—— CoT,—AgTg =
0~ fotgz; CoTi-4eTe=0 ©)
mit .
1
Ag = —— Cg+ 0
© " gar o' Ke (10)

Die Losung des nichtlinearen Systems erfordert eine
iterative Strategie. Der Startwert fiir Tg wird aus (9)
mit den Materialdaten am Beginn des Zeitschrittes zum
Zeitpunkt t berechnet (der hochgestellte Index gibt
die Nummer der Iteration an):

0 0 1
A,Té’:féhemc,'r, 1)



Setzt man den aus (11) berechneten Lésungsvektor in
(9) ein, ergibt sich ein Residuum, das in weiteren Itera-
tionsschritten zu Null gemacht wird. Nach i Iterations-
schritten (i=0, 1, 2, .. .) erhilt man eine verbesserte Lé-
sung aus

-

1§ =10+ aTY 12)

Nach Einsetzen dieser Losung in (9) ergibt sich aus der
Taylor-Reihenentwicklung

. . oFg ,
FUTD gDy~ 21 A1Dy =9 13

C] ® 3Tgli © 13)
bei Abbruch nach der ersten Ableitung mit der Jacobi-
schen Matrix (Tangentenmatrix)
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folgendes Gleichungssystem zur Ermittlung von ATg(i):

1981 = —F Y , 15)

Die Iteration im Zeitschritt entspricht dem Newton-
Raphson-Verfahren, das in dieser Form mit einem ex-
trem hohen Rechenaufwand verbunden ist, da in jedem
Iterationsschritt das Gleichungssystem (15) mit der
unsymmetrischen Jacobischen Matrix neu aufgebaut und
gelost werden muB. Dieser Nachteil wird iiberwunden,

. wenn man mit einer linearisierten Jacobischen Matrix
rechnet, die am Anfang des Zeitschrittes bestimmt und
fiir alle Iterationen innerhalb des Zeitschrittes (und gege-
benenfalls auch fiir weitere Zeitschritte) konstant gehal-
ten wird. Damit ergibt sich aus (14) folgende Sekanten-
niherung fiir die Jacobische Matrix

Ig = A (16)
die zu der wesentlich effektiveren Iterationsstrategie
AATY =F (17)

fiihrt. In jedem Iterationsschritt ergibt sich die Losung
durch Vorwirts-/Riickwirtseinsetzen mit einem neuen
Residuenvektor FG(') nach Gleichung (9). Die Berech-
nung des Residuenvektors kann elementweise erfolgen,
wobei der Aufbau der Systemmatrizen Cg und Kg ver-
mieden wird. Die Iteration wird beendet, wenn ein
Abbruchkriterium (z. B. Zuwachs oder Residuum klei-
ner als eine bestimmte Fehlerschranke) erfiillt ist. Bei
praktischen Rechnungen hat es sich bewihrt, die Itera-
tion abzubrechen, wenn die Euklidsche Vektornorm
des Temperaturzuwachses eine mit der Norm des Tempe-
raturvektors gewichtete Fehlerschranke € unterschreitet:

AT <en T M (18)

Die vorgeschlagene Strategie fiihrt, wie Bild 1 zu ent-
nehmen ist, zu einem einheitlichen Berechnungsablauf
fiir lineare und nichtlineare Probleme. Auf das explizite
Verfahren © = 0, bei dem sich einige Abweichungen bei
den Formulierungen ergeben, wird hier nicht niher ein-

t=0 od:
ichtlinear od.
ue Werte

-~ J

a
| T =370 -12T, |

Bild 1 )
Einheitlicher Berechn
Einschritt-@Verfahren (
Problemen

lauf der Zeitintegration fiir die
¥ 0) bei linearen und nichtlinearen

gegangen. Die Stébilitéitsgrenze dieses nur bedingt stabi-
len Verfahrens erfordert im Vergleich zu den unbedingt

stabilen impliziten Verfahren mit © = %sehr viel klei-

nere Zeitschritte, so daB es trotz numerischer Vorteile
nur in Ausnahmefillen genutzt wird.

Die praktischen Erfahrungen bei der Lésung nichtlinea-
rer Probleme zeigen, daf in der Regel im Zeitschritt
nicht mehr als 3 bis 4 Iterationen benéotigt werden (sie-
he Abschnitt 7.). Bei einigen im Rahmen von Testunter-
suchungen gelsten Beispielen mit extremen Nichtlinea-
rititen (z. B. Strahlung mit ungiinstigen Materialpara-
metern und extremem Unterschied zwischen Bauteil-
und Umgebungstemperatur) war eine Konvergenz nur
dadurch zu erreichen, daf auch in jedem Iterations-
schritt ein Neuaufbau der Matrix A durchgefiihrt wurde,
d. h. statt mit A, muBite mit Ag gerechnet werden.

3.2. Stabilitit und Geﬁauigkeit

Die Konsistenz und Konvergenz der FEM-Losung fiir
den Fall, daf die Maschenweite 1 und das Zeitinkre-
ment At nach Null gehen, ist theoretisch gesichert (sie-
he z. B. [28], [46], [51], [56]). Fiir die Stabilititsunter-
suchung reicht es aus, eine Differentialgleichung der
Form

wT+T=r (19)
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zu betrachten, die sich als eine typische Gleichung er-
gibt, wenn (4) mittels der Modalmatrix der Eigenvekto-
ren entkoppelt wird (linearer Fall). Fiir diese Gleichung
ergibt sich mit dem in Abschnitt 3.1. angegebenen Ite-
rationsverfahren folgende Rekursionsformel [5]:

Toops AT +... (20)
mit

_1-wAt(1-6)
A* Trone @b

Das Losungsverfahren ist stabil fir |Al < 1. Daraus
folgt mit (21) fiir den Zeitschritt die Bedingung

2
A< — 2
%S Ga=ze)

Firr alle ® > 1 ist das gewihlte Integrationsverfahren

,;unbedingt stabil”, d. h., auch bei beliebig grofien Zeit-
schritten ergibt sich ein stabiles Losungsverhalten. Da-
bei ist allerdings zu beachten, daf es zu Oszillations-
erscheinungen kommt, wenn A negativ wird (die sich
aus Gleichung (20) ergebende Zeitschrittfolge verdeut-
licht das: Ty, A¢ = (=1)" ARIT, +.. ).

Um Oszillationen zu vermeiden, ist folgende Bedingung
fiir die Zeitschrittweite einzuhalten:

1
A <L
oS oaoe)

(22)

(23)

Dabei ist in (22) und (23) der maximale Eigenwert
w der Matrix C—1K einzusetzen (siehe Abschnitt 3.3.).
Um die Losungsgenauigkeit abschitzen zu kénnen, wird
in (19) fiir T der Differenzenquotient T = (T, o, —Ty)/At
eingesetzt und eine Taylor-Reihenentwicklung fiir
t+ ©At vorgenommen. Es ergibt sich

. 1.
wTg+Tg+[ §T@(1—2®)At+%T@(1—3®+3®2)At2 +o]org

(24)
Daraus ist zu erkennen, daf alle Verfahren © # % eine

Genauigkeit erster Ordnung haben und die zentrale
Differenzenformel (auch als Crank-Nicolson-Verfahren
bezeichnet) mit einer Genauigkeit zweiter Ordnung ein
Superkonvergenzverhalten aufweist.

3.3. Wahl der Schrittweite

Die Aussagen in Abschnitt 3.2., die unter der Voraus-
setzung linearen Materialverhaltens abgeleitet wurden,
gelten auch bei nichtlinearen Problemen, wenn entspre-
chend dem in Abschnitt 3.1. angegebenen Sekanten-
verfahren die Iteration am Zeitschritt t+ ®At erfolgt,
wobei der maximale Eigenwert aus w,,, (Cé1 Kg) zu
ermitteln ist.

Mit (22) bzw. (23) lassen sich Aussagen iiber die Zeit-
schrittweite gewinnen. Eine exakte Ermittlung des maxi-
malen Eigenwertes w, ., (C-1K) scheidet wegen des
damit verbundenen hohen numerischen Aufwandes fiir
praktische Schrittweitenabschitzungen aus. Aus diesem
Grund wird hier ein anderer Weg vorgeschlagen, der auf
folgender Abschitzung des maximalen Eigenwertes ba-
siert. Fiir die Abschitzung des maximalen bzw. minima-
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len Eigenwertes ciner aus Elementmatrizen A, aufge-
bauten Systemmatrix A gilt (Beweis siehe [16], [17]):

Wnin (A) = n::in [wmin (Ae)] (25)

“nin (A) < Pmax * max [wmax (Ae)] (26)
N €

Pmax — maximale Anzahl von finiten Elementen, die

an einem Knoten zusammentreffen.

Damit ergibt sich aus

wm ax (K)

Wmax (C1K) = o (C)
min

@7)

unter Nutzung der Abschitzungen (25), (26) die For-

mel
e [Wmax (Ke)]

—1 <
wmax (C K)\ ném [wmin(ce)] Pmax’

(28)

so dab beispielsweise die Schrittweite At, nach Glei-
chung (23) folgendermafien abgeschitzt werden kann:

n}}in [wm in (Ce)]

At, <
max [Wnax(Ke)] (1-6) pax

0

29)

Die Ermittlung des maximalen Eigenwertes der System-
matrix C-1K ist damit zuriickgefiihrt auf die Ermitt-
lung des maximalen bzw. minimalen Eigenwertes der
Elementmatrizen K, bzw. C,. Damit ist eine Vorher-
bestimmung der Schrittweite nach (22) bzw. (23) mit
geringem Aufwand (z. B. wiihrend der Datengenerierung)
méglich. Fiir typische Elementformen lassen sich natiir-
lich auch vorab entsprechende Berechnungen ausfiihren.
Fiir einige in COSAR implementierte Elemente sind die
Ergebnisse in Bild 2 zusammengestellt. Daraus ergibt
sich fiir gleichmiBig vernetzte Gebiete, deren Element-
abmessungen durch | bestimmt sind, aus (29) folgende
einfach zu handhabende Formel fiir die Schrittweiten-
abschitzung:

2
ul (30)
Aty <a_-H
® " AN1-8) ppax

wobei a von der Form und der Grofie der Elemente ab-
hingt und vorab fiir die verwendeten Elemente bestimmt .
werden mub (siehe Bild 2).

Die Gleichung (30) zeigt, daf die Schrittweite sowohl
von den Materialwerten als auch von der Vernetzung ab-
héngt. Zu beachten ist jedoch, daf bei der Ableitung da-
von ausgegangen wurde, dafB8 die hochfrequenten Anteile
des Eigenwertspektrums das Losungsverhalten entschei-
dend bestimmen. Das ist jedoch nur bei impulsartig wir-
kenden Belastungen und Randbedingungen (z. B. Ther-
moschock) in einem sehr kleinen Zeitbereich der Fall.
Auberhalb dieses Bereiches kann mit wesentlich grofe-
ren Zeitschritten gerechnet werden.

Das explizite Verfahren ©® = 0 .(Eulersches Verfahren)
hat wesentliche numerische Vorteile, insbesondere
-dann, wenn mit einer durch einen Kondensationsprozef
(z. B. Bildern der Zeilensumme) gewonnenen Kapazi-
titsmatrix C gerechnet wird (Losen des Gleichungs-
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Eigenwerte einiger in COSAR/T86 verfiigbarer finiter Elemente

systems entfillt!). Die Stabilititsgrenze (22) zwingt
jedoch im Vergleich zu den unbedingt stabilen, impli-

ziten Verfahren © =

so dab © = O fiir praktische Rechnungen nicht zu emp-
fehlen ist. Lediglich fiir Untersuchungen im Kurzzeit-
bereich mit starken Nichtlinearititen, die sehr kleine
Zeitschritte erfordern, stellt es eine Alternative dar.
Das Verfahren ® = 1 (Riickwirtsdifferenzenverfah-
ren) zeigt auch bei groBen Zeitschritten kein Oszilla-

tionsverhalten, liefert aber im Vergleich zu © = % 2

1 . . .
3 zu extrem kleinen Schrittweiten,

etwas ungenauere Losungen. Das Verfahren © =

(Crank-Nicolsonsches Verfahren) hat als Verfahren
zweiter Ordnung die hochste Genauigkeit, ergibt aber
bei zu groBien Zeitschritten und sprungartigen Tempera-
turinderungen stark oszillierende Losungen. Im Lang-
zeitbereich bei einem ausgeglichenen Temperaturver-

N P=Co

lauf hat dieses Verfahren Vorteile. Mit © = -23—steht

eine optimale Variante zur Verfiigung, die relativ un-
empfindlich gegen zu groBe Schrittweiten und beziig-

lich der Genauigkeit kaum schlechter als © = 2 ist. Mit
C §w1rd die exakte Losung iiber ein groBes Schritt-

weitenspektrum - gut angenihert; es hat sich bei einer
Vielzahl praktischer Rechnungen bewihrt.
Die Testbeispiele (siche auch Abschnitt 7.) haben wei-

ter gezeigt, daf die Verfahren mit ® > = auch bei

2

Thermoschockproblemen mit Schrittweiten, die ein
Vielfaches (z. B. das Hundertfache) des durch (23)

bestimmten Wertes betragen, genaue Ergebnisse lie-
fern, wobei das fiir diese Fille typische Oszillieren
nach einigen Zeitschritten abklingt und eine gute An-
niherung an die exakte Losung festzustellen ist.

Eine automatische Schrittweitenanpassung wihrend des
Integrationsprozesses kann so erfolgen, dab die maxi-
male Temperaturinderung an einem Knoten eine vor-
gegebene obere Schranke nicht iiberschreitet und eine
andere untere Schranke nicht unterschreitet [44], [61].
Falls die Temperaturinderung das vorgegebene Inter-
vall unter- bzw. iiberschreitet, erfolgt eine entspre-
chende Vergroferung bzw. Verkleinerung der Zeit-
schrittweite, wobei dann bei.den impliziten Verfahren
ein erneutes Aufbauen und Dreieckszerlegen der Ma-
trix A erforderlich ist.

3.4. Wahl der Vernetzung

Nur durch Reduzieren der Zeitschrittweite kann die Ge-
nauigkeit nicht beliebig gesteigert werden. Vielmehr
miissen die Zeit- und Raumdiskretisierung in einem aus-
gewogenen Verhiltnis stehen. Die Verkleinerung des
Zeitschrittes verringert zwar das Oszillieren. von Zeit-
schritt zu Zeitschritt, fiihrt aber bei nicht angepaBter
Vernetzung zu ridumlichen Oszillationen (Schwankun-
gen im Losungsverhalten von Knoten zu Knoten) und
damit ebenfalls zu ungenauen Ergebnissen. Diese Er-
scheinungen sind vor allem in der Nihe der Bauteil-
oberfliche typisch, die mit impulsartig wirkenden Rand-
bedingungen (Thermoschockprobleme) beaufschlagt
werden. In [48] wird vorgeschlagen, die erste Element-
schicht so anzuordnen, dafi die Abmessung senkrecht
zur Oberfliche der Eindringtiefe der Temperaturinde-
rung nach dem ersten Zeitschritt entspricht. Dabei ist
eine Netzverfeinerung hin zum Rand in Form einer geo-
metrischen Reihe optimal [43]. Die Eindringtiefe hingt
von der Art der Randbedingung ab und laft sich fiir
eine Halbebene problemlos abschitzen. Dazu wird fiir
quadratische Elemente eine quadratische Verteilung der
Temperaturinderung im Element angenommen (auBer-
halb des Elementes ist die Temperaturinderung Null).
Damit ergeben sich folgende Eindringtiefen (verglei-
che auch [53]):

" a) vorgeschriebene Randtemperatur T:

I, = \/ 12 %At (31).

b) vorgeschriebene Wirmestromdichte q,,:

A

= \/6 —At 32

" (32)

¢) Wirmeiibergang a, T _:

I, =32 At (33)
u

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf beim Wir-
meiibergang die Matrix (5b) in die Wirmeleitfihigkeits-
matrix eingearbeitet wird, so daB bei einer grofen Wir-
meiibergangszahl fiir die Eigenwertabschitzung nach
(28) eine um (5b) erweiterte Elementmatrix mabgebend
werden kann. Diese Tatsache spiegelt sich in Formel (33)
wider.



Bei einer gegebenen Vernetzung lassen sich die Bezie-
hungen (31), (32) und (33) auch zur Abschitzung der
Schrittweite benutzen. Testrechnungen zeigen, dab sich

praktikable Schrittweiten fir © > 1 ergehen, die in

einem ausgewogenen Verhiltnis zur Abmessung der
Elemente stehen, so daf riumliche Oszillationen ver-
mieden werden; zeitliche Oszillationen klingen nach
wenigen Zeitschritten ab.

Insbesondere bei den Randbedingungen b) und c) kann
es bei zu grofien Zeitschritten an der Oberfliche zu star-
ken Oszillationen kommen. In [51] wird zur Verringe-
rung der Oszillationsamplitude vorgeschlagen, die Rand-
bedingung nicht in Form einer Diracschen Deltafunktion
aufzubringen, sondern iiber mehrere Zeitschritte gleich-
mifBig ansteigen zu lassen. Um das Losungsverhalten
nicht zu stark zu beeinflussen, ist es dabei jedoch erfor-
derlich, die Rechnung bereits bei t <0 zu beginnen und
fiir die Interpolation nur wenige Zeitschritte zu benut-

zen (in [51] wird mit t, = — % At und einer Interpola-

tion iiber 2 Zeitschritte gearbeitet). Als Alternative
zu diesem Verfahren wird hier vorgeschlagen, den
Startvektor fiir die Randknoten so festzulegen, daf er
der zu erwartenden Losung in diesem Gebiet entspricht.
Die Knotentemperaturen werden dazu niiherungsweise
mittels der Halbraumlésung des jeweiligen Randbe-

dingungsfalles (z. B. [3]) fiir t = ©@At bestimmt. Test- -

rechnungen zeigen, dafBi die Losungen mit so angepak-
tem Startvektor geringere Oszillationsamplituden auf-
weisen.

3.5. Hinweis zur stationiren Wirmeleitung

Bei stationiren Problemen ist die Tempera;tur unabhin-
gig von der Zeit, so daB (4) iibergeht in das Gleichungs-

system
KT=f g (34)

Bei temperaturunabhingigen Materialdaten und Rand-
bedingungen ist (34) ein lineares Gleichungssystem,
dessen Losung unproblematisch ist. Im nichtlinearen
Fall ist eine iterative Losungsstrategie erforderlich. Im
Programmsystem COSAR hat sich das modifizierte
Newton-Raphson-Verfahren bewihrt [71], so wie es im
instationdren Fall zur Iteration innerhalb eines Zeit-
schrittes benutzt wird (siche Abschnitt 3.1. und Bild 1).

3.6. Beriicksichtigung der Strahlung
Die Beriicksichtigung der Strahlungsrandbedingung nach

dem Stephan-Boltzmannschen Gesetz liefert als Rand-
bedingung C o

Oy Dy, oM —TH =0 aufo, (35)

Dabei ist € das Strahlungsaustauschverhiltnis und
0 = 567108 W/(m2 K%) die Strahlungskonstante;
weiterhin ist zu beachten, daB in die Gleichung (35)
die absoluten Temperaturen in Grad Kelvin gemessen
eingehen. Neben dem Strahlungsaustausch mit der Um-
gebung ist ein gegenseitiger Strahlungsaustausch einzel-
ner Teilflichen eines Bauteils vorhanden. Gegenwirtig
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ist im Programmsystem COSAR nur der durch (35)
gegebene Strahlungsaustausch mit der Umgebung rea-
lisiert; die Grundlagen fiir die Beriicksichtigung des
gegenseitigen Strahlungsaustausches sind in [71] zu-
sammengestellt. Durch die Randbedingung (35) ergibt
sich eine hochgradige Nichtlinearitiit, die zu erheblichen
numerischen Problemen fiihren kann. Testrechnungen
haben ergeben, dab es giinstig ist, die Strahlungsrand-
bedingung (35) in Form des Wirmeiibergangs (1c) unter
Verwendung der temperaturabhingigen a-Zahl

a(T)= €0 (T2 +T2)(T+T_) / (36)

zu erfassen (siehe auch [21], [54]). Damit ergibt sich ein
wesentlich stabileres Losungsverhalten (insbesondere
auch bei stationiren Problemen) als wenn der Strahlungs-
term in der Form der Randbedingung (1b)

qn (T) = €0 (T4 —T) (37)
nur auf der rechten Seite des nichtlinearen Gleichungs-
systems beriicksichtigt wird.
4. Finite-Elemente-Basis

Im Programmsystem COSAR stehen zunichst die in
Bild 3 angegebenen finiten Elemente fiir Temperatur-

a) Vollkorperelemente

b)riumliche Membranelemente -

S

© RKMB DKM6 SKM3

c)ebene Elemente

Ly A —
SRK8 SDK6 SSK3

d)rotationssymmetrische Elemente
RRKE - ROK6 RSK3

Bild 3
Elementkatalog des Programmsystems COSAR/T86



feldberechnungen zur Verfiigung. Es handelt sich dabe:
durchgiingig um isoparametrische Elemente mit quadra-
tischen Formfunktionen fiir die Interpolation der Tem-
peraturverteilung im Element [62]. Die Elemente sind
geometrisch und topologisch identisch mit entspre-
chenden Elementen des COSAR-Systems fiir statische
und dynamische Berechnungen [14], [66]. Dadurch
wird erreicht, daf mit identischen FE-Netzen Tempera-
turfeld- und Festigkeitsberechnungen durchgefiihrt wer-
den koénnen, wobei die ermittelten Temperaturvertei-
lungen als thermische Lastfille direkt iilbernommen
werden konnen. Die so in COSAR realisierte Berech-
nung von Wirmespannungen und -verformungen stellt
eine quasistationdre Losung dar, bei der davon ausge-
gangen wird, daB die Differentialgleichungen, die das
Wirmeleitungs- und Festigkeitsproblem beschreiben,
entkoppelt sind. Fiir die im Rahmen der COSAR-Appli-
kation vorgesehene Aufgabenstellung kann diese Vor-
aussetzung aus folgenden Griinden als erfiillt angesehen
werden:

— Die Temperaturinderungen verlaufen so langsam, daf
in den Bewegungsgleichungen der Einfluf der Be-
schleunigung vernachlissigt werden kann. Der Ablauf
der ,,Bewegung” (infolge der thermischen Einfliisse)
kann somit als Abfolge einzelner Gleichgewichts-
zustinde angesehen werden.

— Die Verformungen durch duBiere Lasten und durch
ein veriinderliches Temperaturfeld filhren nur zu
sehr geringen Temperaturinderungen, so daf dieser
Einfluf ebenfalls vernachlissigt werden kann.

Weiterhin stehen fiir die im Bild 3 angegebenen Elemente
die umfangreichen automatischen Datengenerierungs-
moglichkeiten des COSAR-Systems zur Verfiigung [14].

5. Substrukturtechnik

Die vollstindige Kompatibilitit mit dem COSAR-Sy-
stem zur statischen und dynamischen Bauteilberech-
nung macht die Nutzung der Substrukturtechnik auch
fiir instationire Temperaturfeldberechnungen erforder-
lich. Das bedeutet, da6 in einem Zeitschritt eine Schleife
iiber alle Substrukturen (analog beispielsweise zur Ela-
stostatik [5]) abzuarbeiten ist, um strukturweise die lo-
kalen Freiheitsgrade zu eliminieren. Da im nichsten
Zeitschritt der vollstindige Temperaturvektor des letz-
ten Zeitschrittes (Temperaturen an den lokalen und den
externen Knoten!) benédtigt wird, ist in jedem Zeit-
schritt auch eine vollstindige Riickrechnung erforder-
lich. Bei instationiren Problemen ist die programm-
technische Realisierung der Substrukturtechnik mit
einem erhShten organisatorischen Aufwand verbunden.

Neben Vorteilen bei der Datengenerierung ergeben
sich durch die Nutzung der Substrukturtechnik speziell
bei nichtlinearen Problemen dann Vorteile, wenn die
Nichtlinearititen auf wenige Teilstrukturen beschrinkt
sind, so daB ein Neuaufbau der Systemmatrizen nur
jeweils fiir diese Strukturen erforderlich ist. Das trifft
insbesondere bei nichtlinearen Randbedingungen zu, wo
es dann zweckmibig ist, nur die betroffenen Randele-
mente in einer Struktur zusammenzufassen.

6. Programmtechnische Konzeption

Die programmtechnische Konzeption des Systems
COSAR/T86 basiert auf dem Grundkonzept des COSAR-
Systems (siehe [5], [14], [72]) und soll hier nicht im
Detail dargestellt werden. Im Unterschied zu den bisher
fertiggestellten Teilsystemen Elastostatik, Dynamik und
stationire Temperaturfelder [14] waren bei der insta-
tioniren, nichtlinearen Temperaturfeldberechnung zu-
sitzliche Mafinahmen zur Realisierung der vielfiltigen
Varianten der Ablaufsteuerung erforderlich. Etwa 50
globale Parameter definieren die Abarbeitungsstrategie
und den Abarbeitungszustand einer instationiren Tem-
peraturfeldberechnung; dazu gehoren unter anderem
Parameter zur Beschreibung der

— Integrations- und Iterationsverfahren

— Zeit- und Iterationsschritte

— Fehlerschranken und Abbruchsteuergréfien

— Charakteristiken der Materialeigenschaften, Rand-
bedingungen und Belastungen

— Abbruch- und Wiederanlaufstrategien »

— Mabnahmen fiir nachfolgende Abarbeitungsschritte
(Festigkeitsrechnungen, Gradientenbildung, grafische
Auswertungen)

— Steuerung der Ergebnisausgabe

— Konditionen im aktuellen Berechnungsschritt (Kon-
vergenz, Stabilitit).

Datenfeld ,MTEMI"

?]:D W7z
— J — S
Y Vo

Parameter der Pointer auf die
Globalstrategie Strukturstrategien
% §_ =
AL T AT 21T »BA 1T 1 3
) - e _J ~ & . cin2d.
Parameter der Parameter der Parameter der
Struktur 1 - Struktur 2 Struktur n

/S

Aufbau  einer variablen Steuerliste fir jede Struktur

) .. dme = MODUL :,moda
Ansteverung der

Moduln in Abhdnigkeit

von der Steuerliste

ja

MODUL :,modc”

Bild 4

Prinzipicller Aufbau des Datenfeldes MTEMI zur Aufnahme der
fir die Beschrcibung einer instationiren Temperaturfeldberech-
nung benétigten Parameter und Realisierung cinér variablen
Abarbeitungsstrategic

11




.Typisch ist es, dab die wihrend der Berechnung erreich-
ten bzw. eingetretenen Bedingungen zu Anderungen in
den Parametern fiihren. Mit Hilfe der Parameter wird
eine Liste aufgebaut, die den Berechnungsablauf im
jeweiligen Zeit- bzw. Iterationsschritt steuert (Bild 4).
Um die Vorteile der Substrukturtechnik ausnutzen zu
konnen, mub es moglich sein, fiir jede Substruktur einen
individuellen Berechnungsablauf festzulegen. Das wird
dadurch erreicht, daf fiir jede Substruktur zusitzliche
Parameter definiert werden kénnen, die globale Para-
meter iiberschreiben und zu einem anderen Aufbau der
Steuerliste fiihren (siehe Bild 4).

Durch eine variable, erweiterbare Daten- und Programm-
struktur (interne Schnittstellen) und eine allgemeine
Strategie der Steuerung des Berechnungsablaufes wird in
Verbindung mit dem COSAR-Datenverwaltungssystem
(virtueller Speicher, Paging-System) eine hohe Flexibili-
tit sowohl bei der Losung komplizierter praktischer
Problemstellungen als auch bei der Implementierung und
Testung neuer Berechnungsstrategien und anderer Erwei-
terungen (z. B. Elemente) erreicht.

7. Beispiele

Mit der Fertigstellung der Programmversion COSAR/T86
wurden neben einer grofien Zahl von Testrechnungen
auch erste Anwendungsrechnungen durchgefiihrt. Die
folgende Auswahl sowohl linearer als auch nichtlinearer
Wirmeleitungsprobleme verdeutlicht die Einsatzméglich-
keiten dieses Teilsystems. Sie bestitigt aber auch, daf
eine Zeitdiskretisierung gegeniiber der statischen Analyse
zusitzliche Erfahrungen des Anwenders verlangt, ohne
die ein vertretbarer Kompromifi zwischen Genauigkeit
und Berechnungsaufwand (Zahl der Zeitschritte) kaum
méglich ist.

Beispiel 1: Betonstiitze

Im Rahmen der Analyse eines Brandschadens war die
zeitabhingige Temperaturverteilung in einer Beton-
stiitze von Interesse, um die Beanspruchung der in der
Stiitze befindlichen Bewehrungen infolge der hohen
Randtemperaturen genauer einschitzen zu kénnen.
Da zunichst nur ein ungestérter Bereich untersucht
werden sollte, war ein ebenes Berechnungsmodell fiir
diese Analyse ausreichend. Fiir die erste Rechnung
wurde eine konstante Randtemperatur von T = 850 °C
angenommen, fiir eine zweite Rechnung standen Mes-
werte fiir den zeitabhingigen Randtemperaturverlauf
zur Verfiigung. In Bild 5 sind die wesentlichen Para-
meter zusammengestellt und das gewihlte 2D-Netz
angegeben. Auf Grund der doppelten Symmetrie geniigt
die Vernetzung eines Querschnittviertels, wobei die
Symmetrielinien als wirmeisoliert (adiabat) gelten.
Die Rechnungen wurden mit dem im Programm verein-

barten Standardwert © = % durchgefiihrt. Mit Hilfe der

Schrittweitenabschitzung (30) erhilt man fir die dar-
gestellte Vernetzung einen Wert von At = 0,25 s. Glei-
chung (31) liefert bei der vorgegebenen Elementgrofe
einen etwa fiinfzigmal grofieren Wert. In Abschnitt 3.3.
wurde bereits darauf hingewiesen, daf Gleichung (30)
im allgemeinen eine sehr pessimistische Abschitzung
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darstellt. Das Ziel besteht darin, mit einem minima-
len Kostenaufwand (d. h. mit einer moglichst gerin-
gen Anzahl von Zeitschritten) die Ergebnisse mit der
gewiinschten Genauigkeit zu erhalten. Man wird daher
zunichst mit wesentlich grofieren Schrittweiten arbei-

.. Rechnung1: T=850°C

R

Rechnung 2: T=T(t) \

250]
L L i
25 50 75
t(min]
b= 700 mm
h = 500 mm
A=1,63-103 w/(mm-K)
M= 2,20-1073 Ws/(mm3-K) |
To= 10°C :
Xz |
D OUNANNAANN N BN NN MY AVAMA NN IMANNN AN AN o
ST
N
NS
L
#
\
N\
[ N

Bid 5
Ebenes Berechnungsmodell fiir eine Betonstiitze mit vorge-
schriebenen Randtemperaturwerten

1000

800 A= = — |

N

/ o
Tl°C) / x1-x2_10mm\ ="
-

600 / =
“oop; ///g 1 =X2=50mm
| 4 Lo-=1
-
200 /<
/ x1=x2=-100mm
40 60 80
—— t [min]
——— T=konst.=850°C — T =T(t)

Bild 6
Zeitabhiingiger Temperaturverlauf in drei unterschiedlichen

Tiefen des Stiitzenquerschnittes bei konstanter bzw. zeitlich
verinderlicher Randtemperatur



ten, wobei es zweckmiiBig ist, durch Rechnungen mit
unterschiedlichen Schrittweiten - die Richtigkeit der
gewonnenen Ergebnisse abzusichern. Dazu reicht es aus,
einen vergleichsweise kurzen Zeitbereich zu unter-
suchen, der es gestattet, eine effektive Schrittweite
(bzw. Schrittweitenintervalle) fiir den gesamten Be-
rechnungsprozefs festzulegen. Als Beispiel sind nach-
folgend fiir die Rechnung 2 (zeitabhingige Randtem-
peratur) die Temperaturwerte der drei im Bild 5 mar-
kierten Punkte der Vernetzung nach t = 10 min an-
gegeben: - \

X1, Xg [mm] At=20s At=120s
10 678,34 °C 677,06 °C

50 95,20 °C 97,70 °C

100 12,77 °C 13,30 °C

Fir die im Rahmen dieser Aufgabenstellung durchzu-
fiihrenden Rechnungen mit vergleichsweise geringen Ge-
nauigkeitsanforderungen auf Grund der Unsicherheit der
Mebwerte hat sich nach derartigen Tests eine Schritt-
weite von At = 120 s als ausreichend erwiesen. In Bild 6
ist der Temperaturverlauf in drei unterschiedlichen
Tiefen des Querschnittes bei konstanter Randtempera-
tur und bei zeitabhingiger Randtemperatur angegeben.

Beispiel 2: Zylinderkopf

Umfangreiche Untersuchungen zum Festigkeitsverhalten
von Zylinderkopfen waren der AnlaB, auch instationire
Wirmespannungen in die Bewertung einzubeziehen. Ein
erster Schritt hierfir war die Berechnung des instationi-
ren Temperaturfeldes unter der Voraussetzung konstan-
ter Materialwerte und zeitunabhingiger Belastungen. Auf
diese Weise war es moglich, die Genauigkeit der Ergeb-
nisse anhand einer bereits durchgefiihrten stationiren
Temperaturfeldberechnung zu iiberpriifen.

Das dreidimensionale Finite-Elemente-Modell ist mit den
verwendeten Randbedingungen (ausschlieflich Wirme-
iiberginge und adiabate Rinder) in Bild 7 dargestellt.
Es besteht aus 9 Teilstrukturen mit insgesamt 139 Ele-
menten und 1009 Knotenpunkten. Die Berechnung er-

folgte mit © = % und einer Schrittweite von At =10 s
sowie einer konstanten Ausgangstemperatur im Bauteil

von T, =20 °C. Als Materialwerte wurden

A = 498 102 W/(mm K)
p = 3,64 10-1 Ws/(mm3K)

P o /,
"% <: 6/ ‘//
= = == -~ H
"“‘-—--:, l" 1 4 1
7 - -
://f ﬂ/' I//
L~ / /’/ H1T |
-
U1
N —+ ¢F§ ‘e <,//
S3iw 1
Ly BN 'ﬁ:/
I~ N \
Seng %
B 4
2 <]
<1
— //\ -
L////
Technische Hochschule | Sektion Maschinenbau |Pesrbeitet:
"Otto von Guericke" WB Festk8rpermechanik BERGER
Magdeburg MDZ "Finite Elemente" 25.08.86
Progr'ammsystem Bezeichnung: MaBstab:
ZYLINDERKOPF
GLASKOERPERDARSTELLUNG
Bild 7a

3D-Modell eines Zylinderkopfes (Glaskérperdarstellung)
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o4 =0,00039 W/Imm2K)

(Brennraum)

.///’

"//////////////////////////l ///////////

0¢,=0,002 W/immK)

(Kuhlwasser)
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‘) /I//l/ll/lo, 4
I/

40,01 W/lmm?2K)

(Kuhwasser, siedend )

o,=0,0002 W/Imm2K)

(Auslafkanal)
V7] adiabate Flachen 1-9: Struktur -
/% (Symmetrieschnitt) nummern

- Bild 7b
Substrukturierung und Randbedingungen fiir die instationire
Temperaturfeldberechnung

Tlec]
300 T — iondr L§g
2 200 s {
2 ] S0s T~
150
10 0s —
50

9 93 8 77 69 61 S3 45 38 31 162
Knotenlinie

Grundplatte
(Struktur 1)

62 31 38 45 53 61 69

Bild 8
Zeitabhingiger Temperaturverlauf fiir eine Knotenlinie an der
Unterseite der Grundplatte

vcrwendet. In Bild 8 sind als Beispiel fiir zwei Knoten-
linien der Grundplatte die Temperaturwerte fiir unter-
schiedliche Zeitpunkte angegeben. Die stationiire Losung
wird mit der genannten Schrittweite nach etwa 30 Zeit-
schritten erreicht.

Weitergehende Untersuchungen — z. B. zeitabhingige
Belastungen und die Beriicksichtigung nichtlinearen Ma-
terialverhaltens — sind fiir dieses Berechnungsmodell
noch vorgesehen.

Beispiel 3: Wiarmestrom in eine Wand (nichtlinear)
Als Testbeispiel fiir die nichtlineare instationire Tempe-
raturfeldberechnung mit COSAR/T86 diente unter an-
derem das in Bild 9 dargestellte Modell des Wirmestro-
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Bild 9
Wirmestrom in eine Wand; Berechnungsmodell und Finite-Ele-
mente-Netz

mes in eine Wand [38], wobei sowohl die Wirmeleit-
fihigkeitszahl als auch die Wirmekapazititszahl tem-
peraturabhiingig sind.

Alle Rechnungen wurden mit © = -;— durchgefiihrt, so

dab bei grober Schrittweite mit mehr oder weniger star-
ken Anfangsoszillationen gerechnet werden mufte.
Die Abschitzung (30) liefert durch den sehr kleinen
Wirmekapazititswert eine Schrittweite von ca. 70 us.
Es wurden Rechnungen mit At = 0,01 s, At = 0,025 s
und At = 0,05 s durchgefiihrt, so dafi im ungiinstigsten
Fall der abgeschitzte Wert um mehr als das 700fache
iiberschritten wurde.

Als Iterationsstrategie wurde fiir alle Rechnungen fest-
gelegt, die effektive ,,Linke-Seite-Matrix™ (siehe Bild 1)
zu Beginn eines jeden Zeitschrittes neu aufzubauen,
jedoch innerhalb der Iteration konstant zu lassen (ein-
fache Strategie); die Fehlerschranke betrug € = 104,
In Bild 10 wird die analytische Losung mit den COSAR-
Losungen fiir At = 0,01 s und At = 0,05 s verglichen.
Die Tabelle enthilt neben diesen Ergebnissen auch die
Lésungen fiir At = 0,025 s. Bei allen Rechnungen waren
durchschnittlich 3 Iterationen je Zeitschritt erforder-
lich, um fiir die genannte Fehlerschranke die Abbruch-
bedingung (18) zu erfiillen. Die Ergebnisse bestitigen,

dab die bekannten Oszillationserscheinungen fiir © = 3

durch Iterationen im Zeitschritt (und damit wesentlich
groberem numerischen Aufwand) nicht kompensiert
werden konnen. Bei schwachen Nichtlinearititen er-
reicht man oftmals eine grofere Genauigkeit, wenn auf
die Iterationsstrategie zugunsten einer kleineren Schritt-
weite verzichtet wird. Dariiber hinaus kann sich dies
auch vorteilhaft auf die Rechenzeit auswirken.
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Bild 10

Wirmestrom in eine Wand; Vergleich einiger Berechnungsergeb-

nisse mit der analytischen Lésung ([38])

Beispiel 4: Vollzylinder mit Wirmeiibergang und Strah-
lungsrandbedingungen

Die Beriicksichtigung von Strahlungsrandbedingungen
fiihrt zu starken Nichtlinearititen und erfordert in je-
dem Fall eine iterative Strategie innerhalb des Zeitschrit-
tes. In Abschnitt 3.1. wurde bereits darauf hingewiesen,
daf eine Konvergenz sogar oftmals nur dann zu errei-
chen ist, wenn in jedem Iterationsschritt die Matrix A
neu aufgebaut und zerlegt wird (Verwendung von Ag
an Stelle von A, siehe Bild 1).

Als Berechnungsbeispiel dient hier ein unendlich langer
Vollzylinder, an dessen Mantelflichen gleichzeitig Wir-
meiibergang und Strahlungsrandbedingungen vorgege-
ben sind [37]. In Bild 11 sind die Parameter der Rech-
nung zusammengestellt, wobei aus Vergleichsgriinden
mut [37] « ach die in der Tabelle angegebenen Schritt-
weitenintervalle verwendet wurden. Die Berechnungen
wurden fiir unterschiedliche Biotsche "Kennzahlen so-

wohl mit © = % als auch mit ® = 1 durchgefiihrt. Die
notwendigen Iterationen sind ebenfalls in der Tabelle
aufgclistet. Bild 12 zeigt fiir B; - 2 und B, = 10 bei Ver-
wendung von © = 1 die gute Ulwrvinﬂimmung der

COSAR-Rechnungen mit den ADINAT-Losungen

A =10,8793-103 W/(mmK)
® = 5670810 W/(mmZK*)
a= 017921 mm¥/s

- " {Temperaturleitzahl a=A/u)
F = 1 (Formfaktor)

€ = 1 (Emissionsfaktor)

3
1= &Fekn
r=1 X

Bj-A
L Py
“* e

B;- BIOTsche Zahl

(Wérmeibergangszaht)

FE- Modell
(8- Knoten-Ringelemente ) \'Isvgirl;n':f&:gergung +
[T I T T T I
r . |
Bild 11

Modell eines unendlich langen Vollzylinders mit Wirmeiiber-
gang und Strahlungsrandbedingung
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8;=10 0<t"s0,01 0,001/ 00005 10| 20 2|2
r=1 0,01<t"s5021 0,01 (0005 | 20|40 2|2

T/T=055 |0,21< 51,21 0,05 | 0,05 20| 20 11

Bj= 2 0<t"s004 | 0004/0002 | 10|20 2|2
r=1 |004<t"s044 | 002002 | 20|20 11
T47=055 | 044<t5144 | 01 |04 10|10 11

1 tol.=103

oeq\
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Bild 12

Wesentliche Parameter der durchgefithrten Berechnungen und
Vergleich von COSAR- und ADINAT-Lésungen fiir den Tempe-
raturverlauf an der Oberfliche des Vollzylinders
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8. Zusammenfassung

Die Arbeit enthilt die wesentlichen theoretischen
Grundlagen und Losungsstrategien fiir die Berechnung
instationdrer Wirmeleitungsprobleme, so wie sie im uni-
versellen Finite-Elemente-Programmsystem COSAR rea-
lisiert sind. Es wird ein einheitlicher Berechnungsablauf
fiir lineare und nichtlineare Probleme entwickelt, der
auf den Einschritt-©-Verfahren fiir die Zeitintegration
und einem modifizierten Newton-Raphson-Verfahren
fiir die nichtlineare Iteration basiert. In Verbindung mit
den Vorteilen der Substrukturtechnik ergibt sich damit
ein leistungsfihiges Losungsverfahren, das sich bei der

Losung praktischer Aufgabenstellungen bewihrt hat. In

der Arbeit werden weiterhin Fragen der Zeitschrittwahl
und der Festlegung geeigneter Vernetzungen diskutiert
und Formeln auf der Grundlage von Abschitzungen der
Eigenwerte und Eindringtiefen angegeben. Praktische
Berechnungen zeigen, daf diese Abschitzungen Richt-
werte fir die Wahl der Zeitschritte liefern, die Ergeb-
nisse aber insbesondere bei der Nutzung unbedingt
stabiler Integrationsverfahren zu pessimistisch aus-
fallen. Fiir einige Testbeispiele werden die mit COSAR
berechneten Ergebnisse mit analytischén Lésungen und
Losungen aus der Literatur verglichen und Anwen-
dungserfahrungen mitgeteilt.

Der beschriebene Leistungsumfang ist vollstindig in
dem Teilsystem COSAR/T86 des universellen Pro-
grammsystems COSAR implementiert. Das Teilsystem
ist autonom nachnutzbar und bietet den gesamten, fiir
das COSAR-System bekannten Nutzerservice (z. B.
automatische Datengenerierung, Grafiksoftware, Sub-
strukturtechnik, Standardstrukturen, Fehlerdiagnose
usw.) [14].
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