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Beispiele zur Spannungs- und Deformationsanalyse
sowie zur Lésung des Kontaktproblems

nach dem FEM-Programm FIDEFA

H. Gliiser, K.-D. Drey, R. Dudek

1. Programm FIDEFA

'Das Programm FIDEFA/(ESER) basiert auf einer tota-

len Lagrangeschen Beschreibung von Deformation und
Spannungen. Als Deformationsmab findet demzufolge

der Greensche Verzerrungstensor Egj Verwendung:
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Ggp, ist der Metriktensor in der Ausgangsgeometrie,
gy, derjenige der Momentankonfiguration, bezogen auf
dlén Ausgangszustand, und Uy sind die Komponenten
des Verschiebungsvektors. In Zuwachsform bzw. Ge-
schwindigkeitsformulierung lautet das Forminderungs-
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Senkrechte Striche bedeuten kovariante Ableitungen.
Durch das Deformationsgesetz erfolgt eine Verkniipfung
von Greenschem Verzerrungs- und 2. PiolaKirchhoff-
schem Spannungstensor TRL. Dieses Gesetz lifit sich
aus einer entsprechenden Geschwindigkeitsbeziehung
zwischen wahrer Spannupg und natiirlicher Deformation
fir die Momentankonfiguration herleiten. Als objektives
Mak fir die Spannungsgeschwindigkeit wird die Jau-
mannsche Geschwindigkeit TKL benutzt. Das Defor-
mationsgesetz lautet dann
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Mit der Jaumannschen Spannungsgeschwindigkeit
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Fir den plastischen Teil des Deformationsgesetzes gilt

a=1,wenn F =0und j, >0

. 8
a =0, wenn F <0 oder Jo <0 ®

F beschreibt die FlieBfunktion, J9 die 2. Invariante des
Spannungsdeviators SKL und 7 lautet mit dem Tangen-
tenmodul E;
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Der FEM-Algorithmus wurde auf der Grundlage der
Variationsformulierung entwickelt [1], [2]. Um einen
aufwendigen Iterationszyklus bei der Lésung des nicht-
linearen Problems zu umgehen, bieten sich Methoden
vom Runge-Kutta-Typ an [3]. Effektiv sind Zweischritt-
verfahren, wie die Pridiktor-Korrektor-Verfahren. In
diesem Fall werden zwei Formeln gleicher Fehlerord-
nung so gekoppelt, daB mit der expliziten Pridiktor-
formel eine Niherung berechnet und in die rechte Seite
der impliziten Korrektorformel eingesetzt wird, so daB
sie einen verbesserten Wert liefert. Fiir die ESER-Version
von FIDEFA I findet ein Pridiktor-Korrektor-Verfahren
Anwendung, das unterschiedliche Schrittweiten ermog-
licht und eine riickwirtige Differenz benétigt. Wenn alle
das zu behandelnde Problem bestimmenden Gréfien
formal zu einem Zustandsvektor z zusammengefafit
werden,

-{aETR}?

4

mit a: Vektor der Knotenverschiebungen
E: Forminderungstensor
T: Spannungstensor
h: Vektor interner Zustandsparameter,

kann allgemein fiir die Zuwiichse von z
2=1(z,1) an

geschrieben werden. Wie aus Bild 1 entnommen wer-
den kann, sind im Lastschritt n z, und Z, bekannt,
aus dem vorhergehenden Schritt ist es z,, ;. Mit dem

Bild 1
Veranschaulichung von ZustandsgréBen und Lastschritten
fiir ein Pridiktor-Konektor- Verfahren
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Verhiiltnis der Schrittweiten x = h/s wird in einem Pri-
diktorschritt eine erste Naherung

(12)

im anschlieBenden Korrektorschritt

B =t (14 0h i, — 2@y~ 2 _1)

berechnet und

entsprechend

: h . .
Zn1 = 2n * 5 (I * 2ns1) (13)
verbessert. g"; ‘1 wurde dabei aus (11) mit g”; 11 nach

(12) gewonnen. Das Restglied bzw. der Fehler ist von
der GroBenordnung

Diese Pridiktor-Korrektor-Methode hat sich bewihrt.
Ihre Anwendung fiihrte zu wesentlichen Rechenzeit-
einsparungen gegeniiber urspriinglichen Iterationsver-
fahren. Der Korrektorschritt kann beliebig oft wieder-
holt werden, falls die erzielte Genauigkeit nicht aus-
reicht. Oft ist jedoch schon der Pridiktorschritt genau
genug. Als Abbruchkriterium kann eine Vektornorm,
z.B. die Maximalnorm

(15)
benutzt werden. Die Anlaufrechnung erfolgt mit x=0.
Das Programm FIDEFA ist zur Berechnung der ebenen
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13 1 Verzerrungs-- sowie des rotationssymmetrischen und
‘ R= 3 (1+ ;)gn +0 (5%, h?). (14) ebenen Spannungszustands ausgelegt.
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Bild 2
Vernetzung eines Rohrbodens _
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2. Anwendung

2.1. Berechnung eines Rohrbodens

Das Einpressen von Rohren in eine Bodenplatte wurde
rechnerisch simuliert und im elastischen Bereich mit
spannungsoptischen Ergebnissen verglichen [4]. Im
Lastfall 1 erfolgt eine schrittweise radiale Verschie-
bungsvorgabe in der zentralen Bohrung (Vernetzung
8. Bild 2), im Lastfall 2 zusitzlich die analoge Verschie-
bungsvorgabe in den benachbarten Bohrungen. Die
Spannungsverliufe, die fir den elastischen Grenzfall
ermittelt wurden, stimmen sehr gut mit dem Experi-
ment iberein. Fir die weitere Belastung nach Fall 1
bis ‘zum Erreichen eines vollplastischen Zustandes im
Steg A-A sind bei verschiedenen Laststufen die Span-

nungsverliufe aus dem Bild 3 ersichtlich. Die Analo- -

gie zur gelochten Scheibe bzw. zum Rohr unter In-
nendruck ist erkennbar.
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]
Spannungsverliufe im Rohrboden, AU = 5 * 103 mm

2.2. Deformationsanalyse an Dichtungen der Hoch-
drucktechnik

In der chemischen Hochdrucktechnik werden vorzugs-
weise metallische Dichtungen unterschiedlicher Quer-
schnittsprofile eingesetzt. Unter der Voraussetzung
einer moglichen laminaren Leckstromung ist der ertrag-
bare Mediumsdruck bei Gasen proportional dem Kehr-
wert des Quadrates der Tiefe der Leckrille dreieckfor-
miger Querschnittsgestalt. Bei geforderter Gasdichtheit
kommt es darauf an, derartige, durch die spanende Be-
arbeitung der Flansch- und Deckelkontaktflichen be-
dingten Leckrillen im Rauhigkeitsbereich, inshesondere
durch plastische Deformation der Dichtung im Vor-
spannungszustand soweit auszufiillen, dab die zulissige
Leckmenge bei Priifdruck mit Sicherheit nicht iiber-
schritten wird [5]. Dazu ist erforderlich, dab die Dich-
tung an ihrer Kontaktfliche zu plastischen Verfor-
mungen fihig ist. Dieses Vermogen ist bei metallischen
Dichtungen in Abhiingigkeit vom Querschnittsprofil
und der Grofe der iibertragbaren Schubspannungen
lings der Kontaktfliche unterschiedlich ausgeprigt.
So kénnen z. B. die Plastizierung des Querschnittes und
die Verteilung des Dichtungsdruckes lings der Kontakt-
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Bild 4
Kontaktdruckverteilung und Gleitlinienfeld im gestauchten
Streifen; Lésung nach Hill

B#d 5
Kontaktdruckverteilung und = Gleitlinienfelder im gestauchten
Streifen; Losung nach Alexander

fliche einer Flachdichtung aus dem Vergleich mit der
Gleitlinienldsung eines gestauchten Metallstreifens zwi-
schen rauhen, starren, parallelen Platten nach Hill
[6] ermittelt werden. Wie die Ergebnisse nach Bild 4
fir einen Plattenstreifen mit einem Breiten-Hohen-
Verhiltnis bp/hp = 6,72 zeigen, verbleibt in Streifen-
mitte ein plastisch nicht verformtes, sogenanntes starres
Gebiet der Breite 2.r, innerhalb dessen ein Verfiillen der
Leckrillen nicht stattfinden kann. Da die Spannungs-
verteilung in diesem Bereich nach der Gleitlinientheorie
unbekannt bleibt, gibt man hier den mittleren Druck an,
der durch Integration der Spannungen lings dér Unste-
tigkeitslinie EF gewonnen wird.

Alexander [7] ermittelte den Verlauf der interessieren-
den Kontaktpressung, verteilt iiber endliche Streifenbrei-
ten fiir den Fall Coulombscher Reibung zwischen den
Beriihrungsflichen. Die hier mitgeteilten Losungen nach
Bild 5 beschriinken sich auf das Breiten-H5hen-Verhilt-
nis bp/hp = 7 und die Reibzahlen u, = 0,15, 0,3 und
den Grenzwert u, = 0,389, bei dem die FlieBschubspan-
nung mit Ausnahme des starren Zentralgebietes in allen
Punkten lings des Kontaktrandes erreicht wird (gleiche
Randbedingungen wie die Losung von Hill).

Hieraus folgt, daf die Anzahl der nicht plastischen Kon-
taktgebiete und deren Ausbreitung mit abnehmender
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Reibung zwischen den Kontaktflichen anwiichst. Damit
verringert ' sich die Fahigkeit der Dichtung zur plasti-
schen Ausfilllung der Leckrillen, z. B. bei Einfetten der
Dichtfliche.

Die Flachdichtungen sind hiernach offensichtlich von
ihrer geometrischen Form und der damit verbundenen
ortlich eingeschrinkten Ausbildung eines FlieBspan-
nungszustandes an der Beriihrungsfliche nur bedingt —
mit Ausnahme besonders duktiler Dichtungswerkstoffe
in Spezialfillen — in der chemischen Hochdrucktechnik
okonomisch einsetzbar.

Dichtungslinsen bzw. Ovaldichtungen zeigen auf Grund
ihrer balligen Oberfliche diesbeziiglich wesentlich giin-
stigeres Verhalten. Ein Zugang zur Lésung des Kontakt-
problems bei zugelassenen grofen inelastischen Defor-
mationen nach der Methode der Finiten Elemente ge-
lingt gemif [8] mit Hilfe einer entsprechenden Varia-
tionsgleichung in den Geschwindigkeitsgrofen, wobei
die Ungleichungsnebenbedingungen des Kontaktes —
analog zu denen der Plastizitit — in den zeitintegralen
Grofen auftreten. Bei der Annahme des reibungsfreien
Gleitens des plastisch deformierbaren Kérpers lings einer
starren Gegenfliche bleibt das Problem konservativ. Mit
dem lokalen Kriimmungstensor Klyy des Hindernisses
erhilt das beschreibende Funktional einen zusitzlichen
Term gegeniiber der nicht restringierten, nichtlinearen,
inelastischen Aufgabenstellung
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der bei der Ubertragung in einen FEM-Algorithmus —
Realisierung der Minimierungsforderung einer finiten

Struktur —zu einer sogenannten Laststeifigkeitsmatrix
fiihrt.

In der Beziehung (16) bedeuten

A. den aktuellen Kontaktrand, der nur den Normal-
druck p iibertrigt,

At den moglichen Lastrand fiir dufere Krifte und
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das Potential der Verschiebungsgeschwindigkeiten, wie
es dem Programm FIDEFA zugrunde liegt.

Im Bild 6 ist z. B. auszugsweise die Vernetzung (261
Dreieckselemente mit linearem Verschiebungsansatz,
154 Knoten) eines Quadranten einer metallischen Dicht-
linse NW 230 im Kontakt mit einer geneigten, starren
Flanschfliche dargestellt. Die stirker gezeichnete Kon-
tur markiert .die Grenze einer médglichen Auftrags-
schweifung.

DieVerfestigung der Dichtung wird im eingesetzten
FEM-Programm FIDEFA [2], [8] intern als isotrop an-
genommen und durch eine Ramberg-Osgood-Approxi-
mation genihert. Die Belastung im Vorspannungszu-
stand der Dichtung erfolgt durch die Vorgabe der Ver-
schiebungsgeschwindigkeit. Es werden die Ergebnisse
fiir die beiden Extremfille der Reibungsfreiheit und des
vollstindigen Haftens der Dichtung an der Kontakt-
fliche einander gegeniibergestellt. Das Bild 7 zeigt die
Kontaktdruckverteilung fiir die beiden Extremfille.
Der elastische Grenzdruck, ausgeriickt durch seinen
elliptischen Verlauf, liegt bei Annahme von Reibungs-
freiheit wesentlich (um etwa 70 %) hoher als im Falle

~ vollkommener Haftung, was auf den sich unmittelbar

unter der Kontaktfliche aushildenden hydrostatischen
Spannungszustand zuriickzufiihren ist, wie ihn die de-
taillierte Spannungsanalyse liefert.

Entsprechende Unterschiede zeigen der Beginn und die
Ausbreitung der plastizierten Gebiete in der Gegeniiber-
stellung fiir die beiden Extremfille in den Bildern 8 und
9. Bei vollkommener Haftung, d. h. Verschiebungsbe-
hinderung lings der Kontaktlinie, setzt die Plastizie-
rung ,,dichtwirkungsgiinstig” unmittelbar am Kontakt-
rand ein und breitet sich mit zunehmender Vorspannung
infolge des im Inneren der Dichtung wirkenden Span-
nungszustandes verhiltnismiiBig konzentriert in das
Dichtungsinnere zur Kontaktgegenfliche hin ans. Damit
verbunden ist die nahezu konstante Druckverteilung im
Zentrum der Kontaktzone.
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Bild 6
Vernetzung des Dichtungsquerschnittes

60



s |

825
3
300
/4]
150

825

L
675

00

w5

50

20

3

150

' 7

=30 -27 24 21 -1 15 -12 09 -G6 -G3 0 03 @6 09 12 15 18 21 2% 27 mm 33

qQ —o

Bild 7

-33 -3 27 -24 -2) -18 -15 -12 -09 -06 -03 03 06 09 12 15 18 21 24 27 30 mm 33

qQ -

Verteilung des Kontaktdruckes bei gleitenden und haftenden Kontaktflichen

9.

2L Lot

Beginn und Ausbreitung der plastizierten Gebiete bei haftenden Kontaktflichen
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Bild 9
Beginn und Ausbreitung der plastizierten Gebiete bei gleitenden Kontaktflichen

Die in Umfangsrichtung verbliebenen geschlossenen ela-
stischen Gebiete erhohen die Stabilitit der Dichtung im
Vorspannungs- und Betriebszustand.

Im Gegensatz hierzu beginnt die Plastizierung bei Rei-
bungsfreiheit wegen des herrschenden hydrostatischen
Spannungszustandes nicht am Kontaktrand. sondern
vielmehr im Dichtungshinterland ca. bei 0,3 * a unter-
halb der Kontaktzone, Bild 9. Die hierbei auftretenden
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Umfangsspannungen fiihren zur verhiltnismiBig schnel-
len Gesamtplastizierung des Querschnittes, und der
,,dichtwirkungsungiinstige” elastische Streifen am Kon-
taktrand baut sich nur schwerfillig ab. In gewisser Ana-
logie zur Flachdichtung verbleibt ein elastischer Rand-
kern unterhalb des Zentrums der Kontaktfliche, so
daf im gewiinschten Mafie erforderliche Ausfiillung der

61



Leckrillen im Flansch durch Plastizierung der Dichtung
in diesem Falle nicht gewihrleistet ist.

Diese Aussagen bleiben auch bei gewissen Modifika-
tionen, die durch gezielte Auftragsschweifungen mog-
lich sind, prinzipiell erhalten. Wegen der versteifenden
Wirkung der Diskretisierung und der Nichtberiicksich-
tigung einer elastischen Deformation von Flansch und
Deckel sind die berechnete Kontaktbreite a zu klein
und der Kontaktdruck etwas zu hoch. Vergleiche von
theoretischen und numerischen Ergebnissen an einer
Kugel im Kontakt mit einer Halbebene ergaben eine
maximale Abweichung des Kontaktdruckes von 5 %
im elastischen Bereich.
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