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1. Einleitung

Festkorper- und Fluidmechanik unterscheiden sich tra-
ditionell vor allem dadurch, daf im ersten Fall der Weg
der materiellen Teilchen wihrend der gesamten Defor-
mation verfolgt wird, im zweiten nicht. Zunehmend wird
dieser Unterschied durch die Betrachtung komplizierter
Stoffe verwischt. In der Festkorpermechanik sind es
weiche und rheologische Materialien, in der Fluidmecha-
nik elastische und viskoelastische Effekte der Fluide, die
dhnliches Herangehen erfordern.

Ein sehr wichtiges Phiinomen des Verhaltens fester Kor-
per ist die sofortige Reaktion auf Beanspruchungen.
Zeitabhingiges Verhalten bringt — mathematisch gese-
hen — nur unwesentliche Korrekturen an der sofortigen
Reaktion. Der dominierende Teil des Deformationsge-
setzes eines Festkorpers ist somit die Reaktion zwischen
den Geschwindigkeiten der jeweiligen kinematischen und
kinetischen Grundvariablen. Das erfordert dann auch
von den wesentlichen Gleichungsgruppen, denen der
Kinematik und des Gleichgewichts sowie der Randbe-
dingungen, eine Formulierung in den Geschwindigkeiten.
In der Literatur wird hiufig der Begriff des Inkrements
an Stelle der Geschwindigkeit verwendet. Er wird hier
vermieden, da das Inkrement den endlichen Zuwuchs
und damit bereits irgendein Verfahren der Integration
iiber die Zeit impliziert. Aus physikalischer Sicht wird
jedoch das Verhalten der Stoffe stets durch Differential-
gleichungen (oder kompliziertere Operatoren), nicht
aber durch endliche Inkremente beschrieben. Diese Ar-
beit soll sich daher konsequent mit den Geschwindigkei-
ten aller Tensoren und der Formulierung der Grundglei-
chungen fiir diese beschiftigen. Darin soll der Bezug auf
das Deformationsgesetz des festen Korpers bestehen.

Die allgemeine nichtlineare Theorie kann auf unter-
schiedlichen Bezugssystemen aufgebaut werden. In je-
dem Bezugssystem sind die unabhiingigen Koordinaten
zu wihlen und Vereinbarungen iiber die abhiingigen kine-
matischen und Kinetischen Variablen zu treffen. Das
fihrt dazu, dab jedes Bezugssystem iiber einen umfang-
reichen Definitions-, Gleichungs- und Manipulationsap-
parat verfiigt. Der Wechsel des Bezugssystems ist daher
oft nicht trivial.

Anliegen dieser Arbeit ist, die wesentlichsten Definitio-
nen und Gleichungen in den drei wichtigsten Bezugssy-
stemen, dem Lagrangeschen, dem Eulerschen und dem
konvektiven tabellarisch zusammenzustellen und bis
zum Variationsprinzip fiir die Geschwindigkeiten zu fiih-
ren. Unter dieser Zielstellung ist es lediglich eine straffe
Auswahl aus dem bekannten Formelapparat der nicht-
linearen Kontinuumsmechanik, deren Wert im schnellen
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Uberblick iiber wechselseitige Zusammenhiinge bestehen
soll. Zwei Aspekte fordern den Bezugssystemwechsel im-
mer wieder heraus:

— FEinerseits entwickelt sich weltweit die konstitutive
Theorie bhei grofen Deformationen in einem bisher
ungekannten Mafie in die Breite. In verschiedenen
Bezugssystemen formulierte Erkenntnisse miissen
schnell wechselseitig genutzt werden.

— Andererseits erfordert die Anwendung standardisier-
ter Programmbausteine fiir Deformationsgesetze in
der konvektiven Metrik die Anpassung in fertige Pro-
gramme iiber Adapter, die den Bezugssystemwechsel
an definierten Schnittstellen automatisch vollziehen.

Die Arbeit ist so aufgebaut, daf alle wesentlichen Defi-
nitionen und Gleichungen in Tabellen mit Formelnum-
mern zusammengestellt sind. Die Formeln im Text sind
nur zur Kommentierung gedacht. Bis auf wenige Glei-
chungen, bei denen die Herleitung unverhiltnismiifig
umfangreich bezogen auf die Aussage ist, werden alle Zu-
sammenhiinge nachvollziehbar dargelegt.

Der verwendete mathematische Apparat der Tensorrech-
nung in krummlinigen Koordinaten geht nicht iiber die
kurze Einfiihrung in [1] hinaus. Hinsichtlich der Grund-
begriffe in kartesischen Koordinaten wird auf [2] verwie-
sen. Eine vollstindige Beschreibung des Lagrangeschen
Bezugssystems ist in [3] auch fiir krummlinige Koordi-
naten gegeben, diese Arbeit wird weitgehend zum Vor-
bild fiir die Schreibweise in diesem System genommen.
In [4] sind viele der angegebenen Gleichungen fiir alle
drei Bezugssysteme hergeleitet und interpretiert, aller-
dings ist der Formelapparat wesentlich umfangreicher.

2. Bezugssysteme

In der Tensorrechnung mit krummlinigen Koordinaten
existieren in jedem Punkt zwei verinderliche duale Ba-
sisvektorsysteme, die schiefwinklig und nicht normiert
sind. Das kovariante Bezugssystem wird aus den Tangen-
ten an die Koordinatenlinien, das kontravariante aus
den Normalen auf den Koordinatenflichen gebildet.

Jeder Tensor wird auf diese Basissysteme bezogen und
durch seine Tensorkoordinaten gekennzeichnet. Er kann
als physikalische Gréfie durch seine Koordinaten allein
nicht identifiziert werden. Das Nichtbeachten dieser Tat-
sache fiihrt immer wieder zu Mifsverstindnissen. Daher
soll die Einheit von Basis und Tensorkoordinate (nicht
zu verwechseln mit den Werten der unabhiingigen Varia-
blen) in dieser Arbeit besonders beachtet werden.

Im Lagrangeschen Bezugssystem sind die raumfesten
Koordinaten der materiellen Teilchen im Ausgangszu-
stand die unabhingigen Ortsvariablen. Die Tensorbasis



ist ortsverinderlich, aber beziiglich der Zeit konstant.
Dieses Bezugssystem ist hinsichtlich der Geometrie an-
schaulich und hat in der Festkorpermechanik grofie Tra-
ditionen. Es liegt der Mehrheit von Arbeiten und Pro-
grammen fiir entsprechende Probleme zugrunde, in der
DDR [3], [5].

Im Eulerschen Bezugssystem werden raumfeste unabhin- |
gige Variable verwendet, die materiellen Teilchen werden |
in der aktuellen Konfiguration beschrieben. In den Punk-
ten des Koordinatensystems befinden sich zu verschiede-
nen Zeiten verschiedene Teilchen. Auch hier ist die Ten- |
sorbasis fiir verschiedene Raumpunkte im allgemeinen
verschieden, fiir verschiedene Zeiten am gleichen Punkt
aber gleich. Dieses System wird von der Fluidmechanik
verwendet. In der Festkdrpermechanik wird es haufig
zum Aufbau konstitutiver Beziehungen verwendet und
meist dual zum Lagrangeschen System eingefiihrt, aber
nach der Einarbeitung konstitutiver Gleichungen wieder
eliminiert [3].

Im konvektiven Bezugssystem sind die unabhingigen
Ortsvariablen mit dem materiellen Teilchen verbunden.
Da ihre Metrik belastungsabhiingig ist, miissen sie
krummlinig sein. Dieser Zwang ist bei den ersten beiden
Systemen nicht vorhanden. Die beiden dualen Tensorba-
sissysteme sind orts- und zeitverianderlich. Dieses System
bietet grofie Vorteile in der konstitutiven Theorie, da die
Problematik der Objektivitit von selbst erfiillt wird [6],
[7]. Seine Nutzung fiir Feldprobleme ist gleichfalls un-
kompliziert, aber selten tatsichlich realisiert. Verdienste

um die Umsetzung in Rechenprogramme liegen in der
DDR an der TU Dresden [8] bis [10].

I
I
I
\
i
|

3. Definition der Koordinatensysteme

(Tabelle 1)

Im weiteren beziehen sich Angaben von Tripel stets auf
die Reihenfolge Lagrangesches, Eulersches und konvek-
tives Bezugssystem. Die unabhingigen krummlinigen
Ortskoordinaten werden mit XM, x™ und O M, m, u
jeweils von 1 bis 3) bezeichnet. Jeder Punkt des Raumes
wird durch einen zugeordneten Ortsvektor R(XM)
r(xm) r'(®%, t) beschrieben, die zunichst unabhiingig

voneinander eingefilhrt werden. Die Ortsvektoren wer-
den sinnvollerweise in kartesischen raumfesten Koordi-
naten definiert, allerdings ist die Angabe der Zerlegung
fiir das Anliegen dieser Arbeit unwesentlich. Die Varia-
ble t ist die Zeit.

Die kovarianten Ba51svekt0ren zur Beschreibung von
Tensoren sind ‘éM, 8m und g gy Sie sind durch (T1-1)
definiert. Skalarprodukte dieser Vektoren bilden die
kovarianten Koordinaten des Metriktensors (T 1—3). Zu
den kovananten Basen gehoren duale kontravariante
Basen GN, g1, ¢?, die durch

N _ oV
Gy CN =80 g 8" =0" B8 =8, @)

eindeutig bestimmt sind. Thre Skalarprodukte ergeben
die kontravarianten Koordinaten des Metriktensors. Die
(symmetrische) Matrix dieser Koordinaten ist die Kehr-
matrix zu der der kovarianten Koordinaten.

Jeder Tensor wird iiber seine Koordinaten auf die Basis-
systeme bezogen. Die Stellung des jeweiligen Index gibt
an, welche der beiden dualen Basisvektorensysteme fiir
ihn gilt. Dabei wird die Summationskonvention auf glei-
che Indizes unterschiedlicher Zuordnung (ko- und kon-
travariant) angewendet.

Der gleiche Tensor kann auf Basisvektorsysteme unter-
schiedlicher Koordinatensysteme bezogen werden. Die
hieraus folgenden Transformationen der Tensorkoordi-
naten sind mit Festlegung der Basisvektortransformaten
(T1-5) bestimmt. Die Elemente der Transformations-
matrizen sind Skalarprodukte von Basisvektoren

-

e = GOm g™ ¢ = EmEt @D
Dabei bilden die

et =Em - GV o =R E™ @2

die Elemente der inversen Matrix, wie mittels (1) leicht
feststellbar ist. Die Transformation der kontravarianten
Koordinaten eines Tensors 2. Stufe (T1—6) sowie des-
sen Zeitableitungen (T1—7) sind in Tabelle 1 stellver-
tretend fiir beliebige Koordinaten beliebiger Stufe zu-

Tensoren zweiter Stufe

LAGRANGE EULER KONVEKTIV E:ll::ﬂlll‘;:gige Variable, Basisvektoren-
unabhdngige Variable xM XM 9“ und Transformationsregeln
1) S B~ Ry =P T
A 30 A
(m-3) 'éoegurrlgr‘f:tmdr'smn B~ B B 9™ Gm- Gn 9w~ -Gy
(11 -4)  Zeltobefung des ) Gmn” G~ vy * Vol
(151 onsformation der <= G- On < In=Cm O
(T1-5.2) Bosisvektoren §-ct 6 — - i —

(11-61) T”"Gnﬁﬁf"‘“@ B {™ §m 8 =t G Gy
(11-62) T eronte | <— T™=ct ca ™ = t"-clq ¥
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(T1-73)
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sammengestellt. Das Symbol (°) stellt die Ableitung
nach t dar und wird nach der Einfihrung der Bewegung
materieller Teilchen im Abschnitt 4 noch genauer spezi-
fiziert. Erfolgt die Transformation fiir einen Tensor im
gleichen Punkt des Raumes, gilt

_axm m

M T M e T gm "% G
bzw.

M _xM oy am _ 0x™ o

Cm. - a—x'; =X ‘m cu. - Y=Y R W (32)
4. Kinematik (Tabelle 2)

Die Lage eines Teilchens im Raum soll durch

- e

r(t) =R +u() 4)

beschrieben werden. Dabei ist_f{ (der im allgemeinen Fall
willkiirliche) Ausgangszustand zur Zeit t=t,, so dab der
Verschiebungsvektor u (t) fir t= t, verschwindet. Die
Geschwindigkeit des materiellen Tellchens ist

- > _ >
v=r=u.

©)

Der Anschlub zu den Koordinatensystemen des Ab-
schnittes 3 wird durch
R=ROM)T@=Tem70 <T@y ©)
vollzogen. Dazu ist zu vermerken, daB der Anschluf des
Lagrangeschen und des konvektiven Bezugssystems fiir
alle Zeiten t gilt, wihrend die Lage des Teilchens r mit
dem Ortsvektor T des Raumpunktes im Eulerschen Sy-
stem nur im Augenblick t iibereinstimmen. Da sowohl
XM als auch die ® den ,,Namen” eines Teilchens cha-
rakterisieren, stimmen jeweils materielle und partielle
Differentiation nach der Zeit fiir diese Systeme iiberein.
Dagegen gilt bekanntermaBien im Eulerschen System eine
etwas kompliziertere materielle Ableitung (z. B. [2])

Hierbei darf ¢ jede Koordinate eines beliebigen Tensors
sein. Hier und im weiteren, also auch in der Tabelle 2,
stellt das Symbol ()|, die kovariante Ableitung [1]
dar. Auf eine Unterscheidung des Symbols in den 3 Ko-
ordinatensystemen wird verzichtet, da der zugeordnete
Index eindeutig die verwendete Metrik und deren zuge-
ordnete HilfsgréBen (Christoffelsymbole) kennzeichnet.

Tabelle 2 enthilt die wichtigsten kinematischen Grund-
beziehungen. Absolute kinematische Variable beziehen
sich auf ein materielles Teilchen, relative auf den Zusam-
menhang differentiell benachbarter Teilchen.

Dabei gilt fiir ein materielles Teilchen gemi6 (6) und (4)

—
o = XM T = XM Ry + Ton) @8.1)
Ty = xm,u‘r’m (8.2)

Unter Beachtung von (T 1—1) und der Definition der ko-
varianten Ableitung [1] folgen

En = X ON + UM]y) Gy O.1)
Eu = X" Em (9.2)
und nach (2), (3)

e = &N (BN + UM |y) (10.1)
om = &m (102)

Auf die Angabe der Elemente der inversen Transforma-
tionsmatrix (2) sei verzichtet.

Hinzuweisen ist noch auf die aufwendige Vorschrift
(T2-3) fiir das konvektive System. Dazu sind jedoch
zwei Bemerkungen erforderlich. Einerseits ist (T2—3)
auch im Eulerschen System wegen (7) dhnlich umstind-
lich. Andererseits lift sich das Randwertproblem des
Festkorpers stets in den Geschwindigkeiten formulieren.
Die Integration von v erfolgt dann zum Schluf im raum-
festen Bezug, so dafi die auf die konvektive Basis bezoge-
nen Verschiebungskoordinaten nicht benétigt werden.
Die Transformationsgleichungen (T2—4) gelten fiir die
Koordinaten aller Vektoren, die auf ein Teilchen bezo-

¢ = —+ 9 ym 7 . . .
ot Im @ gen sind, also im besonderen auch fiir die von v.
LAGRANGE EULER" KONVEKTIV
. ! Tabelle 2
absolute kinematische Variable Kinematische Grundbeziehungen

(T2-1) verschebungenes ichens | 3 = UN(X"4) 6, (™) T=u"(x™t) g (x™) a-u"e*1)g, (8")
(T2-2) cescwndighetenesTeichens ¥ = VN (X", 1) G, (x™) =v™ ) G, (k™) 7=v¥(e" g, (6% 1)

; N YV pv
(12-3) et foderungder | ey =" U=v-utv |y
(12-4) Transformation W= e, UM =" ] uM=cpt e "=

relative kinematische Variable

(T2-5) verzerrung

Emn= 1z (Qun~Bo)

Emn™ l2 (9mn~ Grn)

= 7 (g byr)

(T2-6) Deformui‘msgeschmndagken

¥m#*n

DHN Cy. Cxo Omn

1
dmn= 7 (len+ Vnlm)

duv = 17 (VM|V+ Vylp)

(T2-7) Kinemotische Grundgleichung|

Ew"3 7 Uyt Uyl *U |n k)

Emn= lZ (um]nmnlm_ urlmur|n)

Euy = %(UMH*UvIu'“%v Ugly)

(12-8) Kinematische Grundgleichung

Ew= 2 65+ URl) Vly

tmn= 7 (6h-2€07) Veln

3 1
Ew=7 (vl Vyly) = dyy

in den Geschwindigkeiten 174R L1t r
+7 (68 +UR) Valw= O 7 (67-26) ve|m
Nt + v o+ + +
12-9) Bezehungen zwischen ENN C,r,," E,T Em <=>C" iy E"N mn l Emn™ c:,l,, Cp. Epy == CIT cc, € o= Epr
(12-9) Tensorkoordinaten z e
ar Evn™ B Dy | émn Emn>dmn I Epy = Epv, Opy




Ausgangspunkt fiir die Einfiihrung der relativen kinema-
tischen Variablen ist das Verzerrungsmab. Es wird auf
der Grundlage der Anderung des Skalarpunktes der Ab-
stinde benachbarter Punkte gegeniiber dem Ausgangs-
zustand

- -
2 _ 42 =dr -dr — dR - dR (11)
gewonnen:
ds? — dS2 = 2By dXM dXN = 2¢,, | dx™ dx®
=26, dOHdOY. (12)

Die Zuordnung der Verzerrungsmafie zu den entspre-
chenden kovarianten Basnsvektoren fithrt auf dle Ten-
soren Eyn GMGN mng 2" und elwg V. Gemifs
(12) sowie unter Beachtung von (3) und der Inversen zu
(10) bestehen zwischen den Koordinaten dieser Tenso-
ren die Beziehungen

’EMN = Xm,M Xn,N Emn = EMm "CENn Gmn (131)
€mn = O OV ey = ef e ey (13.2)

Diese Vorschriften zeigen, dafi die eingefiihrten Verzer-
rungen des Eulerschen (€,,,) und des konvektiven Sy-
stems (€y) Koordinaten des gleichen Tensors sind, da
sie nach der Tensortransformation (T 1—6) umgerechnet
werden. Dieser Tensor heifsit in der Literatur Almansi-
scher, Eulerscher oder Hamelscher Verzerrungstensor.
Von diesem unterscheidet sich der Tensor im Lagrange-
schen System mit den Koordinaten Eyn (Greenscher
oder Lagrangescher Verzerrungstensor) gemif (10.1)
und (5) durch den Verschiebungsgradienten. Der Zusam-
menhang zwischen Verzerrungstensor und Metrik ist in
(T2-5) ausgewiesen, wobei die noch nicht in (T 1-3)
definierten Metriktensoren durch

R e d
EMN = EM ° EN M =T = Gyt UR W) Gr

.. (14.1)
Gmn = Gm "G (14.2)
mit Gy = Koy = @F —u |m) &

G;w = Ey Gy Eu = Eu =_g)u (8%, t,) (14.3)
festgelegt sind.

Die zweite wichtige relative kinematische Variable ist die
Deformationsgeschwindigkeit (T2 6). Sie wird in der
momentanen Konfiguration (beiT ) definiert. Sie ist ein
Mas fiir die differentielle Anderung der Geschwindigkeit
relativ zu einem Teilchen, bezogen auf die Differentiale
des Abstandes und nach Elimination der momentanen
Starrkorperdrehung [2]. Sie ergibt sich danach als sym-
metrischer Teil des Geschwindigkeitsgradienten. In der
Eulerschen und der konvektiven Darstellung ist sie ein-
fach in Koordinatenschreibweise zu formulieren (T2-6),
wihrend die Definition im Lagrangeschen System mit
der gleichen Umrechnung (T2—9) erfolgt, die fiir den
Verzerrungstensor gilt.

Die Beziehungen zwischen Verzerrungstensor und Ver-
schiebungsvektor bilden traditionell die kinematischen
Grundgleichungen (T2-7). Zu diesen gleichwertig sind

die materiell nach der Zeit differenzierten Grundglei-
chungen (T 2—8). Infolge der zeitunabhiingigen Koordi-
natensysteme ist die Differentiation nach der Zeit fiir
das Lagrangesche und das Eulersche System trivial. Im
konvektiven System ist (T2—8) einfach zu verifizieren,
wenn von (T 2-5) ausgegangen und (T 1-3) und (T 1—4)
beachtet werden. Wird (T2—7) direkt differenziert, ist zu
beachten, dab das in den kovarianten Ableitungen ent-
haltene Christoffel-Symbol [1]

TR
FV =gh- Ev,p (15)
natiirlich selbst zeitabhingig ist

T u

Fup =v |Vp' (16)

Nach einer etwas umstiindlicheren, aber unkomplizier-
ten Rechnung folgt wiederum (T2-8).

Bemerkenswert ist die Ubereinstimmung von materieller
Zeitableitung der Koordinaten des Verzerrungstensors
mit denen der Deformationsgeschwindigkeit sowohl im
Lagrangeschen als auch im konvektiven System. Im letz-
teren weist das der Vergleich von (T2—8) und (T2-6)
sofort aus, wihrend im Lagrangeschen System aus

- _ > m _ *%* m =
vaM_vam X ‘M CM' vam

mit der kovarianten Ableitung
CN-gm | =2n
VNlM “CM: Vnim &
und mit (1), (3) nach skalarer Multiplikation mit EN

VN IM = 3Mm CNI} Vn Im (17)

folgt. Unter Beachtung von (10.1) wird die Ubereinstim-
mung von (T2—6) und (T2—8) offensichtlich.

5. Spannungen und Spannungsgeschwindigkeiten
(Tabelle 3)

Uber ein Eleglent der Schnittfliche dA wird der Schnitt-
kraftanteil dS nach (T3 1) iibertragen. Mit dem Norma-
leneinheitsvektor n auf der Schnittfliche wird das
Element dA in einen Vektor

dA = TdA (18)

iiberfiihrt. Dieser Vektor ist im Ausgangszustand und im
Momentanzustand gemif (T3—2) zu formulieren. Der
Spannungstensor verbindet beide Vektoren nach (T3-3).
Da zwischen den Flichenelementen im Ausgangs- und
im Momentanzustand die Beziehung von Nanson [3]

-] f
dA, = pix",k d Ay (19)
o

existiert, ‘folgt aus (T3—3) sofort die Transformations-
beziehung (T3—8). In (19) sind p und p, die Massen-
dichten im Momentan- und im Ausgangszustand, deren
Verhiltnis infolge des Erhaltungssatzes der Masse in lo-
kaler Form

o dVy = pdV (20)

das Verhiltnis der Volumenelemente reprisentiert. Im
konvektiven System geht (19) in
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