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sektorsymmetrischer Strukturen im PS COSAR
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1. Einleitung

Universelle Programmsysteme auf der Basis der FEM zur
Berechnung von Konstruktionen und einzelnen Bautei-
len haben in den letzten Jahren immer mehr an Bedeu-
tung erlangt. Bei dem Umfang, den die zu behandelnden
Probleme dabei annehmen kénnen und den damit anfal-
lenden grofien Datenmengen und Rechenzeiten, spielt
die Frage nach Verkiirzung der Rechenzeit und Einspa-
rung von Speicherplatz eine grofie Rolle. Als Méglichkei-
ten dazu seien hier die Anwendung der Substrukturtech-
nik und die Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften ge-
nannt. Bei der Behandlung dynamischer Probleme kann
die Substrukturtechnik nicht so vorteilhaft angewendet
werden wie in der Elastostatik (siehe [1] und [2]). Die in
dem vom WB Festkorpermechanik der TU Magdeburg
entwickelten PS COSAR angewendete statische Konden-
sation hat z. B. den Nachteil, daf aufier den Bindungs-
knoten zwischen benachbarten Superelementen auch
noch zusitzliche externe Knoten eingefiihrt werden miis-
sen, die eine Darstellung der Eigenformen im gesuchten
Bereich des Losungsspektrums zulassen. Dabei muf3 ein
Kompromifi zwischen der ausreichenden Reduktion des
Freiheitsgrades des (Gesamtsystems und den Anforderun-
gen an die Genauigkeit der Ergebnisse geschlossen wer-
den. Unter Beriicksichtigung dessen kommt anderen
Methoden zur Reduktion des Freiheitsgrades der zu be-
handelnden Probleme groBe Bedeutung zu. In [3] wurde
ein Verfahren zur dynamischen Analyse sektorsymmetri-
scher Bauteile mit Hilfe einer Fourier-Entwicklung vor-
gestellt und an einem speziellen Programm zur Berech-
nung scheibenformiger Bauteile getestet. Dieses Verfah-
ren ist inzwischen erweitert und im PS COSAR zur An-
wendung gebracht worden. Weitere Untersuchungen zur
Analyse sektorsymmetrischer Bauteile werden in [4] bis
[7] angeboten.

2. Darstellung der wichtigsten Grundlagen und
Anpassung an das COSAR-Konzept

Zur Herleitung der theoretischen Grundlagen wird an
dieser Stelle auf [3] verwiesen. Nachfolgend sollen nur
noch einmal die wichtigsten Gleichungen zusammenge-
faft und einige Anderungen gegeniiber [3], die sich aus
der Anpassung an das COSAR-Konzept ergaben, aufge-
filhrt werden.

Die Zerlegung einer sektorsymmetrischen Struktur mit
Hilfe der Fourier-Entwicklung fiihrt auf das folgende
Eigenwertproblem:
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Gleichung (1) vereinfacht sich fiir k=0 zu:
[A+@®B+Bl)—w2M]a, =0 (1a)
und bei geraden n fiir k=n/2=N gilt:
(A—B—BT —w2M)ay = 0, (1b)

mit:
n — Anzahl der Sektoren
N — Anzahl der Fourierglieder

N = % fiir gerades n

N = (n—1)/2 fiir ungerades n
k = Ordnung des Fouriergliedes
k=1...N
und
¢ = 2m/n.
Die Eigenvektoren qp lassen sich wie folgt ermit-
teln:

q = ag coskly + by sinkly (2)
wobei

1=1..n

und

k=1...N.

Die quadratischen Matrizen A, B und M ergeben
sich zu:

A = K +TKgg TT

B = KpgT! ®3)
M= M, ~TM TT

unter der Vorausselzung, dafs fiir den Sektor | wie bei
Anwendung der Substrukturtechnik externe und lokale
Knoten definiert werden. Als externe Knoten werden die
aul der Grenzfliche zum (1+1)-ten Sektor festgelegt, alle
ibrigen al~ lokale Knoten (Bild 1).

Die von der x- und y-Achse aufgespannte Ebene wird
hierbei al> Sektorebene bezeichnet.
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Damit erhalten die Steifigkeits- und Massenmatrix des
Sektors folgendes Aussehen:

Kii, Kpg My, Mg
KS = T MS = T
L KLE KEE MLE MEE

Beim Aufbau der Sektormassenmatrix M wurden die Ma-
trizen My i und M]]:E vernachlissigt, da sie in M schief-
symmetrische Anteile liefern wiirden, die bei einer Dia-
gonalisierung durch Zeilensummenbildung verschwinden.
Es zeigte sich jedoch, dafi die mit einer auf diese Art er-
zeugten Massenmatrix erzielten Ergebnisse genauer sind,
als die mit einer vollstindig diagonalisierten (d. h. M |
und Mg sind Diagonalmatrizen). Im PS COSAR sind
beide Versionen méglich.

Die Submatrizen Ky, K| g, Kgg sowie die entspre-
chenden Massenmatrizen werden vom PS COSAR aufge-
baut und abgespeichert, so daf sie fiir die weiteren Be-
rechnungen entsprechend den Gleichungen (3) zur Ver-
figung stehen. Auf den Aufbau der Transformations-
matrix T wird im Abschnitt 3. noch niiher eingegangen.
Zur Losung des Eigenwertproblems (1) konnten die im
Zweig COSAR-Dynamik vorhandenen Programmbau-
steine ohne Einschrinkung verwendet werden.

3. Aufbau der Transformationsmatrix

Zum Aufbau der Transformationsmatrix soll ausgegan-
gen werden vom Vektor der verallgemeinerten Koordi-
naten qg) der Knoten der Grenzfliche von l-ten zum
(I+1)-ten Sektor. Dieser Vektor beinhaltet die auf das
Koordinatensystem xj, y;, z bezogenen Verschiebungen
uj, vj, w bzw. die Verdrehungen ), ¥}, 9;. Zwischen
dem Vektor () und einem auf das Koordinatensystem
X1+1> Y1+1, 2z bezogenen Vektor qp .y besteht die
Transformationsbeziehung:

qr.1+1 = T qg) “)

Die orthogonale Matrix T beriicksichtigt dabei folgende
Beziehungen zwischen den Koordinaten der Knoten:

Uj1+4] = Ujjcos@t vy sing ; Kjpp = Kjcosgt Y;) sing
Vil+1 = Ujsingt vy cosy; ‘I’i,l+l = —Kj sing' + Y cos @
Wilsl = Wil s Biger =91 (5)

Diese Transformationsbeziehungen wurden bisher in ent-
sprechender Modifikation fiir die im Elementkatalog von
COSAR (siche [8]) enthaltenen isoparametrischen 3D-,
Scheiben-, Platten- und dicken Schalenelementen reali-

siert. Damit des Vektor qp, ;1 das gleiche Format er-
hilt wie qp, j, wird er mit Nullelementen aufgefiillt. Ent-
sprechendes gilt auch fiir die Transformationsmatrix T,
die so entstehende Matrix wird mit T bezeichnet.

4. Verbindung mit einer Balkenachse

Der Anschlufi einer Achse an ein sektorsymmetrisches
Bauteil wird mit Hilfe von eindimensionalen Balkenele-
menten realisiert. Dies erfolgt unter der Voraussetzung,
dat die Balkenelemente normal zur Sektorebene in der
Mitte des Bauteils angeschlossen werden. Somit sind die
Knoten der Achse gleichzeitig allen Sektoren zugehorig
und fiir die Verschiebungen und Verdrehungen dieser
Knoten gelten die Gleichungen (5). Die Steifigkeiten
und Massen der Balkenelemente gehen dabei nur zu
einem n-tel in die Steifigkeits- und Massenmatrix des
Sektors ein.

Unter Verwendung der Gleichungen (2) und (5) lassen
sich dann folgende Bedingungen fiir die Freiwerte a und
by der verallgemeinerten Koordinaten der Achsenknoten
herleiten:

firk=0 a* =a' =b*=b =0

(o] [0} o o
firk=1  a) = —b};a]=b]; aj=b]=0 (6)
fiir k>1 a§=a{:ai=b§:b§:bl’(=0

Dabei geben die oberen Indizes x, y und z an, daf§ es sich
um Freiwerte der Verschiebungen bzw. Verdrehungen in
Richtung der x, y oder z-Achse handelt.

Aus (6) ist ersichtlich, daB nur fiir das 0. und 1. Fourier-
glied Randbedingungen fiir die Kopplung der Balkenele-
mente an die Platten-, Scheiben-, 3D- oder Schalenele-
mente aufgestellt werden miissen. Fiir das 0. Fourier-
glied sind dies Randbedingungen in Richtung der Norma-
len zur Sektorebene und fiir das 1. Fourierglied Randbe-
dingungen in den beiden Richtungen der Sektorebene.

Dies soll am Beispiel des Anschlusses von Balkenelemen-
ten an 3D-Elemente erliutert werden.

Im Bild 2 ist die Kopplung einer Balkenachse mit einer
3D-Struktur dargestellt. Die Mittelachse des Balkens
(Punkt 1) wird im Punkt 1 angeschlossen und im Punkt 2
wird der Anschluf des Balkenrandes simuliert. Der
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Bild 2
Kopplung einer Balkenachse mit einer 3 D-Struktur
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Punkt 3 liegt in der Verlingerung der Mittelachse des
Balkens. Die 3D-Struktur wird so vernetzt, daf alle
Koppelpunkte Knotenpunkte sind und Punkt 2 auf der
x-Achse und Punkt 3 auf der z-Achse liegt. Der Ab-
stand r zwischen den Punkten 1 und 2 entspricht z. B.
bei Balken mit Kreisquerschnitt dem Radius des Bal-
kens. Der Balkenquerschnitt ‘muf notwendigerweise
_ ebenfalls sektorsymmetrisch sein. Die Punkte 1 und 3
besitzen den Abstand d voneinander.
Damit konnen die Randbedingungen wie folgt formu-
liert werden:

1

|

_ 2 1 1 .

U =V () Yap —V¥3p =T Ky (1)
| S 2 1 _ o0

3p = —wg (D W3p—W3p T T Jy Y
1 _ 1 3 1 1

wap = —ug (1) Vap —VY3p - d Kg (V1)

wobei sich die verallgemeinerten Koordinaten der 3D-
Struktur auf das allgemeine Koordinatensystem x, y, =
beziehen und die des Balkens auf das spezielle Koordi-
natensystem X,y,z.

Fir das 0. Fourierglied miissen die Randbedingungen
(IIT) bis (VI) und fiir das 1. Fourierglied mit Ausnahme
von (III) alle Randbedingungen realisiert werden. Aufer-
dem gelten fiir alle Fourierglieder die Beziehungen (6).
Die Einarbeitung der Randbedingungen erfolgt mit Hil-
fe der Penalty-Funktion-Methode. Dafiir werden vom
Programmsystem COSAR die entsprechenden Algorith-
men zur Verfiigung gestellt.

5. Realisierung im PS COSAR

Die Realisierung der Fourier-Entwicklung fiir sektorsym-
metrische Strukturen erfolgt im PS COSAR durch den
Prozessor SEKSYM. Dieser wird vom Hauptprozessor

Hauptprozessor L SYMAG E

Prozessor SEKSY

Bereitstellen der Transformations-
matrix T
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SYMAGE aktiviert. Bild 3 gibt eine Ubersicht iiber den
Aufbau des Prozessors SEKSYM. Die Eigenvektoren wer-
den mit Hilfe des Programmbausteins SEKEIV ermittelt,
der vom Hauptprozessor zur Ergebnisausgabe fiir den
Programmzweig Dynamik RESULD aufgerufen wird.

6. Testbeispiele und Auswertung der Ergebnisse

Als erstes Testbeispiel wurde eine Kreisringplatte ge-
wiihlt, deren analytische Losung nach der Kirchhoff-
schen Plattentheorie [9] zu entnehmen ist. Fiir die FEM-
Rechnung wurde ein Achtel vernetzt, einmal unter Ver-
wendung von 4 und dann von 16 Elementen. Die Unter-
teilung der Losungen erfolgte nach der Anzahl der Kno-
tendurchmesser (n) und Knotenkreise (s) (Tabelle 1).

Tabelle 1 1
Eigenfrequenzen einer Kreisringplatte in 10* 1/s
(ri =10 mm, r, = 40 mm, h = 2 mm)

mit SEKSYM mit Substruktur-
n | s |analytisch| 1EL 16. EL | technik
0|0 1,14 1,28 1,18 0,99
1 1]0 0,95 1,23 0,99 0,95
210 1,36 1,52 1,27 1,27
310 2,40 2,74 2,38 2,38
0|1 7,12 11,05 7.60 7,75

Bild 3
Prozessor SEKSYM
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Im Vergleich dazu ist in der rechten Spalte die auf der
gleichen Vernetzung (16 Elemente) beruhende Lésung
mit Hilfe der Substrukturtechnik angegeben.

Bei einer Vernetzung mit 4 Elementen erbrachte die
Substrukturtechnik nur sehr unzureichende Ergebnisse.
Die Rechenzeiteinsparung (gemessen an den CPU-Zei-
ten) des hier beschriebenen Verfahrens gegeniiber der
Substrukturtechnik lagen bei 20 — 25 %. Als weiteres
Beispiel sollen die Scheiben- und Plattenschwingungen
ler in Bild 4 dargestellten Lamelle berechnet werden.

X - externe Knoten bei
Anwendung der
Substrukturtechnik

Bild 4

Ausschnitt aus einer Lamelle (1/6 vernetzt)

Im Vergleich dazu sind die Losungen fiir die dicke Scha-
le ermittelt worden. Fiir die Rechnung mit der Sub-
strukturtechnik wurden 17 externe Knoten definiert.
Damit lassen sich die Eigenformen recht gut darstellen.
Dies fiihrt (besonders fiir das 0. und 3. Fourierglied) zu
einer guten Ubereinstimmung der mit beiden Verfahren
(Fourier-Entwicklung und Substrukturtechnik) erzielten
Ergebnisse (Tabelle 2). Dabei konnte durch Anwendung
der Fourier-Entwicklung 30 — 45 % an Rechenzeit ein-
gespart werden.

Fiir die Berechnung eines Verdichterlaufrades, bestehend
aus 18 Sektoren mit einem Freiheitsgrad von 381 je Sek-
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ren (z. B. Substrukturtechnik) bei der Berechnung sek-
torsymmetrischer Bauteile ausweisen.

— Mit zunehmender Kompliziertheit der geometrischen
Struktur der Sektoren wird prozentual mehr Rechen-
zeit eingespart, da bei Verwendung der Substruktur-
technik der Anteil der benétigten Externknoten an
der Gesamtknotenanzahl wiichst.

— Bei der Verwendung diagonaler Massenmatrizen kann
ein groberer Effektivititsgewinn bei geringen Ge-
nauigkeitsverlusten erreicht werden.

— Brauchbare Ergebnisse werden schon mit einer relativ
groben Vernetzung erzielt.

— Es werden alle Frequenzen des Spektrums erfabt
(auch die nichtsymmetrischen). Dies ist z. B. bei An-
wendung der Substrukturtechnik durch ungliickliche
Wahl der Externknoten nicht immer der Fall.

— Zur Vernetzung der Bauteile ist ein relativ geringer
manueller Aufwand notwendig.



