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Zum Einsatz von Vektorprozessoren im Rahmen

der Finite-Elemente-Methode

Erste Erfahrungen mit dem Matrixmodul

J. Linek
1. Einleitung

Im Bereich der Brennstabmodelltheorie, einem Spezial-
gebiet der Kerntechnik, interessieren die Spannungs- und
Dehnungsverteilung im Hiillrohr eines Brennstabes im
Falle des Kontaktes zwischen dem Hiillrohr und der
Brennstofftablette. Fiir die realistische Modellierung
dieses Falles sind plastische Deformationen des Hiillroh-
res zu beriicksichtigen. Bei der Losung dieses Kontakt-
problems [18] mit Hilfe der Finit-Element-Methode
(FEM) traten unvertretbar hohe Rechenzeiten auf.

Auch fiir andere Anwendungsfille der FEM kénnen zu
grobe Rechenzeiten auftreten, z. B. bei Problemen mit
vielen Freiheitsgraden, bei der Beriicksichtigung grofier
Deformationen, beim Auftreten nichtlinearen Material-
verhaltens usw.

In diesen Fillen muf schnellere Rechentechnik, wenn
vorhanden, genutzt oder zu schnelleren Algorithmen
iibergegangen werden. Schnellere Rechentechnik steht
mit den neuen Vektorprozessoren und anderen Parallel-
prozessoren zur Verfiigung.

Erste Erfahrungen fiir den Einsatz eines Vektorprozes-
sors im Rahmen der FEM konnten mit dem Matrixmo-
dul, einem Vektorprozessor der EDVA ES—1055, ge-
sammelt werden.

2. Spezifik der Anwendung von Vektorpro-
zessoren

Mit den Vektorprozessoren stehen neuartige Instrumen-
te zur Effektivititssteigerung von Rechenprogrammen
zur Verfiigung [1] bis [4]. Dabei beruht allgemein die
Effektivititssteigerung von Vektorprozessoren auf ihrer
speziellen Hardware-Struktur, die es gestattet, in einem
Durchlauf ein oder mehrere Eingabedatenstrome arith-
metisch zu einem Ausgabedatenstrom zu verkniipfen.
Damit eignen sich diese Prozessoren besonders fiir die
Ausfithrung von Vektor- und Matrizenoperationen. Die
Verarbeitungsgeschwindigkeit, gemessen in Mflop (109
floating point operations per second), hingt direkt von
der zu verarbeitenden Vektorlinge ab und steigt mit zu-
nehmender Vektorlinge bis zu einem Grenzwert (vgl.
Bild 1).

Da der Vektorprozessor zu Beginn einer Operation eine
gewisse Zeit fiir die Parametervermittlung und zur Ini-
tialisierung benétigt, konnen sich fiir kleine Vektorlin-
gen geringere Verarbeitungsgeschwindigkeiten als bei
sequentieller Abarbeitung ergeben. Aus diesem Grunde
wird die spezielle Aufbereitung eines existierenden Al-
gorithmus, die Vektorisierung, nicht eine formale Um-
programmierung sein.
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Die Anwendung der Vektorprozessoren erfolgt in Re-
chenprogrammen iiber eine Spracherweiterung der pro-
blemorientierten Programmiersprache, z. B. FORTRAN,
wie in [3] beschrieben ist, oder durch den Aufruf von
Unterprogrammen. In einigen Fillen ist die Nutzung des
Vektorprozessors nur vom ASSEMBLER-Niveau aus
méglich [5], d. h. es miissen ggf. eigene ASSEMBLER-
Unterprogramme erstellt werden. )

3. Der Vektorprozessor Matrixmodul

Mit dem Matrixmodul (MAMO) steht an den Robotron-
Rechnern ES—1055 und ES—1055M ein vielseitig an-
wendbarer Vektorprozessor zur Verfigung. Eine voll-
stindige Ubersicht iiber Funktion und Anwendung des
MAMO wird in [5] bis [7] gegeben.

Urspriinglich erfolgte die MAMO-Anwendung mittels
ASSEMBLER, wofiir Befehlsbeschreibung [8] und Be-
nutzungshinweise [9] existieren. Im ZfK Rossendorf
wurde eine Bibliothek mit Unterprogrammen erstellt
[10] bis [12], die eine universelle Nutzung des MAMO
von problemorientierten Sprachen FORTRAN und PL/1
aus erméglichen.
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Fir eine Nutzung des MAMO ist der zu erwartende
Rechenzeitgewinn von grofiem Interesse. Leider lifit
sich durch die Vielseitigkeit des MAMO eine allgemein-
giltige Aussage diesbeziiglich nicht treffen. In [7] wird
fiir die Verarbeitung von Vektoren eine 10 bis 20fache
Erhohung der Verarbeitungsgeschwindigkeit angegeben.
An Hand der Matrizenmultiplikation wird in [6] die Ver-
arbeitungsgeschwindigkeit in Abhingigkeit von der Ma-
trixdimension angegeben (Bild 1), wobei die maximale
Verarbeitungsgeschwindigkeit bei einfacher Genauigkeit
5.1 Mflop und bei doppelter Genauigkeit 1.2 Mflop be-
trigt. Aufierdem zeigt Bild 1, daf erst bei groBeren Di-
mensionen, etwa ab N = 50, die Maglichkeiten des
MAMO effektiv genutzt werden.

Somit ist der Einsatz des MAMO und anderer Vektorpro-
zessoren nur dort sinnvoll, wo grofie Vektorlingen bzw.
Matrixdimensionen auftreten. Dies ist besonders bei der
Vektorisierung eines Algorithmus zu beachten, da hier-
bei durch geeignete Speicherung und Verarbeitung der
Daten grofie Vektorlingen erzeugt werden kénnen und
miissen.

4. Zur Vektorisierung des FEM-Algorithmus

Der gesamte FEM-Algorithmus basiert im wesentlichen
auf Vektor- und Matrizenoperationen und bietet damit
eine giinstige Voraussetzung zur Vektorisierung. Fiir den
MAMO-Einsatz eignen sich allerdings nur die Operatio-
nen mit grofien Vektorlingen.

Die groBiten Vektorlingen treten im FEM-Algorithmus
in Verbindung mit der Systemsteifigkeitsheziehung

R
K * v, = £, (1)

K, Systemsteifigkeitsmatrix, 75 Systemverschiebungs-
vektor, f; Systemlastvektor

auf. Die Operationen auf der Elementebene (Element-
steifigkeitsmatrix, Elementlastvektor usw.) bieten we-
sentlich geringere Vektorlingen. Fiir den Fall einfacher
Verschiebungsansitze lifit sich eindeutig feststellen, dafs
die hier auftretenden Vektorlingen fiir einen effektiven
MAMO-Einsatz zu kurz sind. Somit konzentriert sich die
MAMO-Anwendung auf Operationen mit der Systemstei-
figkeitsbeziehung (1), und damit hauptsiichlich auf die
Losung dieses linearen Gleichungssystems. Beiicksich-
tigt man weiterhin, da8 bei nichtlinearen Problemen das
Gleichungssystem (1) im Verlaufe einer Iteration, z. B.
eines Newton-Raphson-Verfahrens, mehrfach gelost wer-
den mufs, kommt einem effektiven Lésungsverfahren
fir (1) unter Nutzung eines Vektorprozessors besondere
Bedeutung zu.

Auch bei der Auswahl eines geeigneten Lésungsverfah-
rens fiir (1) muf8 das Auswahlkriterium ,,grofe Vektor-
linge” beriicksichtigt werden.

Allgemein lift sich fiir Verfahren, die auf einer Drei-
eckszerlegung von K basieren (z. B. Cholesky-Verfah-
ren) feststellen, dafi sowohl bei der Triangulation als
auch beim Vorwirts- und Riickwiirtseinsetzen die Vek-
torlingen am Beginn und Ende des Algorithmus zu kurz
werden. AuBierdem sind diese Verfahren hochgradig re-
kursiv und eignen sich daher nicht zur Vektorisierung

[14].
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Iterative Losungsverfahren bieten fiir den Einsatz von

Vektorprozessoren den entscheidenden Vorteil gegen-

iiber der obengenannten Klasse von direkten Losungsver-

fahren, daB sie i. allgm. gut vektorisierbar sind. Natiirlich
sind auch die anderen Vorteile der iterativen Verfahren
gegeniiber den direkten Losungsverfahren, wie sie z. B. in

[15] genannt sind, bei der MAMO-Anwendung weitest-

gehend zu nutzen:

— Die Matrix K, wird durch das Lésungsverfahren nicht
verindert, was die einfache Anwendung der Methode
der variablen Steifigkeit fiir nichtlineare Probleme er-
moglicht.

— Das Gleichungssystem (1) kann mit beliebig vorgege-
bener Genauigkeit gelost werden.

— Die Speicherung der Matrix K, ist in verdichteter
Form méglich, womit die Probleme der Bandbreiten-
optimierung entfallen.

Bilfinger und Schmidt [16] haben verschiedene iterative
Verfahren untersucht und das Konjugierte Gradienten-
verfahren (CG-Verfahren) als fiir die FEM am besten ge-
eignet eingeschitzt. Weitere Untersuchungen wurden an

Hand der CG-Verfahren durchgefiihrt.

5. Die Vektorisierung des CG-Verfahrens

Die Vektorisierung des CG-Verfahrens erfolgte nach dem
Algorithmus von Reid [17]. Das zu losende lineare Glei-
chungssystem sei

A% =b @

mit der Matrix A (N, N), symmetrisch und positiv defi-
nit. Das CG-Verfahren liuft nach dem folgenden Algo-

rithmus ab:
- - -> -
Po = To = b — A *x/ Startrechnung

->T -

= (BB *A*R))

Xiv1 = X3 + g *f’:

- - -

riv1 = 1 — a * (A * p;) (3)
—~T —

bl = (ri+1 * l'i+1.)/(l'i * rl)

- ->

Pis1=Ti + by * B,

iiri = Q, 1,...,N; ;()0 — Anfangsniiherung

Der wesentliche Aufwand pro Iterationsschritt besteht
in den Operationen:

— Bandmatrix * Vektor A % Fi :
— 2 Skalarprodukten _l')lT*—;l und 3:1‘ * (A % 31)

-

— 3 Vektoroperationen des Typs ’_‘)i 1 X

ta ¥
4 T pi
— 4 skalaren Divisionen

Mit Hilfe der Unterprogramme der MAMO-Bibliothek
[10] bis [12] sind die Operationen des 2. und 3. Typs
direkt vektorisierbar durch den Aufruf der Unterpro-
gramme

CALL VXV (RI RI, N, ’stk’)
CALL SXFAF (AL PI, XI, XI, N, stk’)



wobei RI, Al PI, XI den Grﬁﬁen;;, ai,_f))i, )_(: aus (3) und
N der Vektorlinge entsprechen. ’stk’ stellt eine Zeichen-
kette zur Steuerung des MAMO dar [10] bis [12].

Die Multiplikation Bandmatrix * Vektor lift sich nicht
direkt mit den Unterprogrammen der MAMO-Bibliothek
vektorisieren. Hierfiir wurde ein eigener Algorithmus ent-
wickelt, der an Stelle des iiblichen Algorithmus fiir die
Multiplikation Matrix * Vektor die diagonalvektororien-
tierte Multiplikation nutzt [16]. Fiir die diagonalvektor-
orientierte Multiplikation muf die Matrix A so abgespei-
chert werden, dafl man zu den Haupt- und Nebendiago-
nalen leichten Zugriff hat, z. B. in der folgenden Form

Gnh G ]
o 91 92 NB
®* % % . *
* o® o *
L *|
L
A(N,N)= L
L
* % %
* %
L 5
. -> - -
d, dy dy dNp ]
* % % *
* % % *
* % % *
A(N,N)= * % * .0
* * % . 0 0
*¥ ¥ * 000
*¥** 0000
* * 0000 0
_* 00 00O0TU |

-

>
d, — Hauptdiagonale, -(-1)1 ... dypg — Nebendiagonalen

Die Multiplikation A * p ='q laBt sich dann in einer DO-
Schleife mit den Vektoroperationen

-
q(1:N) = d, (1:N) * p(1:N)
DO =1 TO NB;
=
q(1:N=1) = (L:N-I) + d; (:N-T) * P(I+1:N)  (4)
> - -* ->
q(I+1:N) = q(I+1:N) + d;(1:N-I) = B (1:N=I)

END; N

darstellen. Dabei soll der Ausdruck d; (1:N—I) bedeu-
ten, dab der Vektor d; (Nebendiagonale i) mit den Kom-
ponenten 1 bis N—I an der Operation beteiligt ist. Die
Operation ,,*” stellt hier die Multiplikation der Vektor-
elemente dar und darf nicht mit dem Skalarprodukt ver-
wechselt werden.

Die in (4) auftretenden Operationen des Typs

Vektor = Vektor * Vektor und
Vektor = Vektor + (Vektor * Vektor)

sind mit den Unterprogrammen FXF und FXFAF aus
[101 bis [12] direkt vektorisierbar.

Mit der Anwendung des Algorithmus (4) fiir den Vektor-

prozessor erreicht man gegeniiber dem iiblichen Algo-

rithmus fiir die Multiplikation Matrix * Vektor die fol-
genden Vorteile:

— Die Vektorlinge erhéht sich von 2*NB+1 auf den
Bereich N . .. (N—NB).

— Die Anzahl der Vektoroperationen verringert sich von
Nauf 2#NB—-1.

— Diagonalvektoren d;, die nur Nullen enthalten, miis-
sen nicht abgespeichert werden oder kénnen zumin-
dest bei der Verarbeitung iibersprungen werden. Der
Test

dl = g
kann mit dem MAMO realisiert werden.

Fiir Testzwecke wurde nach der Methode der Konjugier-
ten Gradienten ein Einschrittverfahren entsprechend den
Algorithmen (3) und (4) mit Nutzung und ohne Nutzung
des Vektorprozessors programmiert. Dariiber hinaus wur-
den nach [16] weitere CG-Verfahren und das Cholesky-
Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme pro-
grammiert. (vgl. Tab. 1). Fiir die MAMO-Anwendung
wurden die Unterprogramme aus [10] bis [12] genutzt,
wobei die Rahmenprogramme in PL/1 erstellt wurden.

Tabelle 1

Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems mit und
ohne Nutzung des Vektorprozessors MAMO, die zum Rechen-
zeitvergleich herangezogen wurden

Unterprogramm- | mathematisches Losungsverfahren

name

CG1S CG-Einschritt-Verfahren nach [16] mit
Anwendung des Vektorprozessors MAMO

CG2S CG-Zweischritt-Verfahren nach [16 ] mit
Anwendung des Vektorprozessors MAMO

CG1SSK CG-Einschritt-Verfahren mit Skalierung
nach [16] mit Anwendung des Vektor-
prozessors MAMO

CGI1SN CG-Einschritt-Verfahren nach [16] ohne
Anwendung des Vektorprozessors MAMO

CHOLBD Triangulation einer Bandmatrix nach
Cholesky

VORUED Vorwirts- und Riickwiirts-Einsetzen

I}

Alle Programme sind in PL/1 programmiert und arbeiten mit
doppelt genauer Zahlendarstellung.

6. Testbeispiele

An Hand von drei fiir die FEM typischen linearen Glei-
chungssystemen wurden fiir die obengenannten Lésungs-
verfahren Vergleichsrechnungen mit Laufzeitmessungen
am ES-1055 durchgefiihrt. Dabei wurde das Betriebs-
system OS/ES 6.1M9—SVS im Multiprogrammbetrieb
genutzt. Alle Rechnungen wurden mit doppelter Ge-
nauigkeit ausgefiihrt. Fiir die CG-Verfahren wurde ein-
heitlich als Abbruchkriterium

"_"}i I
bl
genutzt, mit ll?:ll — Norm des Residuenvektors und

Ib I — Norm der rechten Seite.

o
[¥)]



6.1. Das Balkenproblem

Die Systemgleichung eines Balkenproblems (Matrix M1
aus [16])

A*% =1

wurde fiir verschiedene Matrixdimensionen (N = 10, . . . ,
100) gelost, mit

5 -4 1 1

-4 6 -4 1 0

1 -4 6 -4 1 . *

A(N’ N) = * * * * * b(N) = -;-
1 4 6 4 1 ¥

1 4 6 -4 *

L I -4 5] | 0]

Die Matrix M1 aus (5) besitzt die folgenden Eigenschaf-

ten:

1. Sie ist schlecht konditioniert. Fiir N = 100 liegt die
Konditionszahl (max. Eigenwert/min. Eigenwert) bei
107.

2. Sie hat eine schmale Bandbreite NB = 2.

3. Innerhalb des Bandes treten keine Nebendiagonalen
auf, die nur Nullen enthalten.

In Bild 2 sind die zur Losung von (5) benétigten Re-
chenzeiten in Abhingigkeit von der Vektorlinge N dar-
gestellt. Fiir den Vergleich der CG-Verfahren mit und
ohne Nutzung des Vektorprozessors wurde in Bild 3 die
Rechenzeit pro Iterationsschritt fiir CG 1S und CG 1SN
angegeben. Aufierdem ist die Steigerung der Verarbei-
tungsgeschwindigkeit SP

SP = tseriell /tparallel
angegeben.
10 30 50 720 90
T 1 T T
el
N\
¢
I
S
=N
5|
of - T
10 30 50 20 90

DIMENSION N
4 CG-UERFRHREN CG1S
# CG-UERFRHREN C6155K
+ C6-UERFRHREN CG25
¥ CHOLESKY-UERFRHREN, BHNE MAMO
+ CG-VERFRHREN CE1S, COC-6600

Bild 2

Zeit (CPU-Zeit), die zur Losung des linearen Gleichungssystems
mit der Matrix M1 fiir unterschiedliche Losungsverfahren beno-
tigt wurde, in Abhingigkeit von der Matrixdimension
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+ SPEEQ-UP, T(SERIELL)/T(PRRALLEL)

Bild 3

Vergleich der Rechenzeit pro Iterationsschritt (Matrix M1) fiir
CG-Verfahren mit und ohne Nutzung des Vektorprozessors
Matrixmodul

6.2. Das Reaktordiffusionsproblem

Als Beispiel fiir ein zweidimensionales Problem wurde
das Gleichungssystem

A*3 =0
mit der Testmatrix M2 aus [16] fiir unterschiedliche Di-
mensionen N = 4, 16,..., 484 gelést. Die Matrix

A (N, N) hat die folgende Gestalt:

DI ! 00! 0
DI I 0!0
A(N,N): * !_* ! * l__*_V_ **
010 !0 ! D!l
0101 0!11D
T4 ]
141
14
D(IM,IM) = x % ow ©6)
14
14
1 B
1
I(IM,IM) = *
1
1
i -1

Die rechte Seite b ergibt sich aus der Rekursionsformel

b = 2%n2 %12 %sin(i*m*l) * sin(j*m*l)

ij=1,..., IM-1.

Das Gleichungssystem entsteht bei der numerischen Lo-
sung eines Reaktordiffusionsproblems auf dem Einheits-
quadrat. Es umfabt die inneren Punkte des Phasengebie-
tes bei dessen Einteilung in IM gleiche Maschen der
Linge 1 = 1/M. Die Zahl der Unbekannten betrigt
N = (IM—1)2. Die Matrix M2 besitzt Bandstruktur mit



einer Bandbreite von NB = IM. Die Testmatrix M2 ist
charakterisiert durch folgende Eigenschaften:

1. Die Matrix M2 ist gut konditioniert. Die Konditions-
zahl ist proportional zu N.

2. Mit feiner werdender Diskretisierung wichst die
Bandbreite.

3. Innerhalb des Bandes enthilt M2 Nebendiagonalen,

die nur aus Nullen bestehen.

In den Bildern 4 und 5 sind die Rechenzeiten, die Re-
chenzeiten pro Iterationsschritt und der Rechenzeitge-
winn durch die MAMO-Anwendung (Speed-up) darge-
stellt.

ZEIT (CPU> ~/S7

o " " ]
0 100 200 300 400
DIMENSION N

& CG-JFRFAHREN (615

# C6-VERFRHREN C615SK

+ C6-VERFAHREN (625

¥ CHOLESKY-UVERFAHREN: OHNE MAMO

Bild 4

Zeit (CPU-Zeit), die zur Losung des linearen Gleichungssystems
mit der Matrix M2 fiir unterschiedliche Losungsverfahren bené-
tigt wurde, in Abhiingigkeit von der Matrixdimension

4,4
1200

400

ZEIT PRO ITERATIGNSSCHRITT

P'S

o o - A—r—

n o
] 100 200 300 400
DIMENSIGN N

a CG-UERFRHREN MIT MAMO, CG1S
# CG-UERFRHREN GHNE MAMB: CG1SN
+ SPEED-UP: T(SERIELL)/T(PARALLEL)

Bild 5

Vergleich der Rechenzeit pro Iterationsschritt (Matrix M2) fiir
CG-Verfahren mit und ohne Nutzung des Vektorprozessors
Matrixmodul

6.3. Das Kontaktproblem

Zur Testung der Algorithmen an Hand eines typischen
Problems aus der Brennstabmodelltheorie wurde aus der
Kontaktaufgabe [18] die Systemsteifigkeitsbeziehung ge-
nutzt. In der Kontaktaufgabe [18] wird die Spannungs-
Dehnungs-Verteilung in einem Brennstab im Falle des
Kontakts zwischen Brennstofftablette und Hiillrohr
unter der Voraussetzung der Rotationssymmetrie be-
rechnet (2-dimensionale Berechnung).

Die Systemsteifigkeitsmatrix M3 besitzt N = 338 Frei-
heitsgrade und eine Bandbreite von NB = 30. Inne_r)—
halb des Bandes enthalten die Nebendiagonalen d;
(i =5,...,25) nur Nullen. Die Kondition der Matrix
ist schlecht, die Konditionszahl liegt bei 107. Die fiir
Matrix M3 gemessenen Rechenzeiten sind fiir alle Ver-
fahren in Tabelle 2 zusammengestellt.

Tabelle 2

Testmatrix M3 (Systemsteifigkeitsmatrix des Kontaktproblems)
Rechenzeiten, die bei der Losung des linearen Gleichungssystems
mit der Matrix M3 ermittelt wurden

Losungsver-  |CPU-Zeit| CPU-Zeit pro Ite- Speed-up
fahren [S] ration:ghritt toer / tpar
CG1S 21.5 59.0 } 2.4
CG1SN 480.6 1313.0

CG2S 26.6 73.3

CG1SSK 16.5 60.9 } 08
CHOLESKY | 13.4 -

dav. CHOLBD | 11.9 -

dav. VORUED| 1.5 -

7. Diskussion

Operationsgeschwindigkeit

Die unter Nutzung des MAMO erzielten Operationsge-

schwindigkeiten sind fiir eine Matrizenmultiplikation in

[7] angegeben (Bild 1). Dabei wird fiir doppelt genaue

Verarbeitung eine maximale Operationsgeschwindigkeit

von ca. 1.20 Mflop erreicht. Bei der Lésung der Testbei-

spiele 1 und 2 (Matrizen M1 und M2) wurde die Opera-
tionsgeschwindigkeit aus der Anzahl der wesentlichen

Gleitkommaoperationen des Algorithmus (3) und den

gemessenen Zeiten geschitzt. Fiir beide Fille ergibt sich

eine maximale Operationsgeschwindigkeit von 0.56

Mflop (Bild 1), was ca. 50 % des obengenannten Wertes

entspricht. Dieser Unterschied in den erzielten Verarbei-

tungsgeschwindigkeiten kann folgende Ursachen haben:

L. Fiir die eigenen Rechnungen wurde der Vektorprozes-
sor MAMO iiber Unterprogramme aus [10] aufgeru-
fen, im Vergleichsfalle erfolgte der Aufruf des MAMO
vom ASSEMBLER. Die Unterprogramme mit der not-
wendigen Parametervermittlung und das PL/1-Haupt-
programm ergeben Rechenzeitverluste.

2. Die Laufzeitmessungen erfolgten im Multiprogramm-
betrieb, so dak die gemessenen Zeiten unsicher und
wahrscheinlich zu grob sind.

3. Bei der Matrizenmultiplikation wird ein sehr schneller
MAMO-Befehl benutzt, wohingegen im Programm
CG1S mehrere MAMO-Befehle verwendet werden, die
in ihrer Effektivitit unterschiedlich sind.
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Aus Bild 1 liBt sich aufierdem ablesen, ab welcher Pro-
blemgroe (Vektorlinge) N die Moglichkeiten des
MAMO effektiv genutzt werden konnen. Wihrend sich
fiir die Matrizenmultiplikation schon ab N > 40 etwa
80 % der maximalen Verarbeitungsgeschwindigkeit er-
reichen lassen, trifft dies fiir das CG1S-Verfahren erst
ab einer Vektorlinge von N > 400 zu.

Rechenzeitvergleich der CG-Verfahren mit und ohne
MAMO

Beim Vergleich der Rechenzeiten pro Iterationsschritt
fiir das CG-Einschritt-Verfahren mit und ohne MAMO-
Nutzung (CG1S, CG1SN) treten bei allen drei Testbei-
spielen  deutliche Geschwindigkeitssteigerungen auf
(Bild 3, Bild 5, Tab. 2). Der Speed-up nimmt mit wach-
sender Vektorlinge zu bis 7.11 bei M1, 32.74 bei M2
und 22.4 bei M3. Mit Hilfe des Vektorprozessors er-
reicht man am ES—1055 in etwa die Verarbeitungsge-
schwindigkeit, die fiir dieses Problem M1 an der CDC—
6600 benétigt wurde [16] (Bild 2). Auerdem kann man
an Bild 3 und Bild 5 deutlich das unterschiedliche Lauf-
zeitverhalten bei paralleler und serieller Verarbeitung
erkennen. Im Falle des eindimensionalen Testbeispiels
(Balkenproblem) ist die Vektorlinge N noch so klein,
dab die Rechenzeit pro Iterationsschritt bei Nutzung
des Vektorprozessors nahezu konstant ist, wihrend sie
bei serieller Verarbeitung linear mit N wichst. Beim
zweidimensionalen Testbeispiel (Reaktordiffusionspro-
blem) wichst mit der Dimension N auch die Bandbreite
der Matrix M2, so daBi die Rechenzeit pro Iterations-
schritt bei MAMO-Nutzung linear mit N steigt, wihrend
sie bei serieller Verarbeitung progressiv anwichst. So ist
auch zu erkliren, dafi der Rechenzeitgewinn bei Bei-
spiel 2 groBer als bei Beispiel 1 ist. Es zeigt sich beim
Testbeispiel 2 auch, daB fiir die kurze Vektorlinge N = 4
die serielle Verarbeitung schneller ist als die Verarbei-
tung mit dem MAMO.

Vergleich der Rechenzeiten fiir die CG-Verfahren mit
MAMO-Nutzung

Bei allen drei Testbeispielen zeigt sich, daf das Zwei-
schritt-Verfahren CG2S die meiste Rechenzeit bendtigt.
Die Anzahl der Iterationsschritte ist zwar in jedem Fall
fiir CG2S am kleinsten, aber der Aufwand pro Iterations-
schritt ist bei diesem Verfahren so groB, dafi die Gesamt-
rechenzeit am ungiinstigsten von allen drei Verfahren
liegt.

Fiir das Einschritt-Verfahren mit Skalierung CG1SSK
und ohne Skalierung CG18S sind die Unterschiede in der
Rechenzeit fiir die beiden ersten Testfille gering, da der
Aufwand pro Iterationsschritt in beiden Verfahren nahe-
zu gleich ist, und fiir Matrix M2 die gleiche sowie fiir M1
fast die gleiche Anzahl Iterationsschritte benotigt wer-
den. Bei Beispiel 3, wo erstmals groBere betragsmiBige
Unterschiede in den Hauptdiagonal-Elementen auftre-
ten, wirkt sich die Skalierung positiv aus, so daf Bei-
spiel 3 mit CG1SSK auf Grund der deutlich niedrigeren
Anzahl von Iterationsschritten etwa 1.3mal schneller ge-
16st wird als mit CG1S.
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Vergleich der Rechenzeiten CG-Verfahren — Cholesky-
Verfahren

Bei diesem Vergleich kann man sich auf die CG-Verfah-
ren mit Nutzung des Vektorprozessors beschrinken.

Es zeigt sich erwartungsgemifi, daf beim eindimensio-
nalen Problem (Balkenproblem) das Cholesky-Verfahren
allen CG-Verfahren deutlich iiberlegen ist. Dies lifit sich
auf die Eigenschaften der Matrix M1 zuriickfiihren:

— Schmale Bandbreite ohne Nulldiagonalen, damit tritt

fir das Cholesky-Verfahren kein fill-in auf.
— Schlechte Kondition.

Im Fall des zweidimensionalen Problems (Reaktordif-

fusionsproblem) sind die CG-Verfahren deutlich schnel-

ler als das Cholesky-Verfahren, was sich ebenfalls aus

den Eigenschaften der Matrix M2 erkliren lifit:

— Grobere Bandbreite mit Nulldiagonalen, so dafi fiir
das Cholesky-Verfahren fill-in auftritt.

— Gute Kondition.

Bei diesem Beispiel ist noch zu bemerken, das hier die
Rechenzeiten fiir das Vorwirts- und Riickwirts-Einset-
zen in der Grofienordnung fiir CG1SSK liegen. Im Test-
fall 3 (Kontaktproblem) liegen die Rechenzeiten fiir das
Cholesky-Verfahren ca. 20 % unter denen des schnellsten
CG-Verfahren CG1SSK, wobei beim Cholesky-Verfahren
die Zeiten fiir das Vorwirts- und Riickwirts-Einsetzen
und fiir die Dreieckszerlegung in Tabelle 2 angegeben
sind. Vor diesem Hintergrund zeigt Beispiel 3, daBi die
Losung der Steifigkeitsbeziehung des Kontaktproblems
mit einem CG-Verfahren unter Nutzung des Vektorpro-
zessors MAMO allein noch keinen Rechenzeitgewinn
bringt. Erst wenn es gelingt, die weiteren Vorteile der
CG-Verfahren im FEM-Algorithmus zu nutzen, kann
gegeniiber der seriellen Verarbeitung mit dem Cholesky-
Verfahren ein Rechenzeitgewinn erwartet werden.

Zur Uberpriifung dieser Moglichkeit wurde die vollstin-
dige Kontaktaufgabe fiir elastisches und elastisch-plasti-
sches Materialverhalten des Hiillrohres gelést. Dazu
wurde ein kleines FEM-Programm eingesetzt, das die
Kontaktbedingungen an den Kontaktpunkten direkt in
die Steifigkeitsmatrix einbezieht. Damit wird in einer
Iteration iiber alle méoglichen Kontaktpunkte stindig
die Steifigkeitsmatrix geiindert. Dieses Verfahren soll
hier als Methode der variablen Steifigkeit bezeichnet
werden. Es nutzt den Vorteil der CG-Verfahren, die
Steifigkeitsmatrix beim Loésungsalgorithmus nicht zu
verindern. Beim Cholesky-Verfahren hingegen muf in
jedem Iterationsschritt vor der Triangulation der Zu-
stand der Matrix gerettet werden (auf ein externes Spei-
chermedium) und bei Fortsetzung der Iteration der alte
Zustand der Steifigkeitsmatrix wieder hergestellt wer-
den.

Fiir die Berechnung des elastisch-plastischen Materialver-
haltens wurde ein Verfahren von Koczyk aus [13] ge-
nutzt, in dem anschlieBend an die erfolgte Kontaktitera-
tion eine Iteration zur Bestimmung der plastischen De-

formation mit konstanter Steifigkeitsmatrix durchge-
fihrt wird. Man sieht an Hand der Ergebnisse (Tab. 3),
dafi dieses Verfahren das Cholesky-Verfahren bevor-
teilt, da bei konstanter Steifigkeitsmatrix nach einmali-
ger Dreieckszerlegung der Matrix in jedem Iterations-
schritt nur das Vorwirtss und Riickwirts-Einsetzen



durchgefiihrt werden mub. Trotzdem erweist sich so-
wohl bei der ,,elastischen” als auch bei der ,,elastisch-
plastischen Kontaktaufgabe” das CG-Verfahren mit
Skalierung CG1SSK als das giinstigste Losungsverfah-

ren.

Tabelle 3

Rechenzeitvergleich fiir die vollstindige Losung des Kontaktpro-
blems [18] nach der Methode der variablen Steifigkeit fiir die
Kontaktiteration. Die angegebenen Zeiten sind CPU-Zeiten

(in [s]) fiir den gesamten G O-Step.

Verfahren elastisches Hiillrohr- | elastisch-plastisches

material-Verhalten | Hiillrohrmaterial-Ver-
halten

FEM mit 947.8 10123

CHOLESKY

FEM mit 75.0 227.7

CG1SSK

Speed-up 12.6 4.4

tcHOL/tce

8. Zusammenfassung

Mit dem Matrixmodul steht am ES—1055 ein leistungs-
fahiger Vektorprozessor zur Verfiigung. Sein Einsatz
im Rahmen der FEM ist dort sinnvoll, wo groie Vektor-
lingen verarbeitet werden, d. h. in erster Linie bei Opera-
tionen mit der Systemsteifigkeitsmatrix.

Bei der Vektorisierung eines bestehenden FEM-Program-
mes darf nicht nur der konventionelle Algorithmus be-
riicksichtigt werden, sondern auch andere Algorithmen,
die bisher nicht konkurrenzfihig waren, miissen in die
Untersuchung einbezogen werden, da sie auf Grund spe-
zieller Eigenschaften, z. B. guter Vektorisierbarkeit,
beim Einsatz von Vektorprozessoren Rechenzeitvorteile
ermoglichen konnen.

Am Beispiel der Konjugierten Gradienten-Verfahren
(CG-Verfahren) wurde die Vektorisierung eines Algo-
rithmus demonstriert und die Anwendung des Vektor-
prozessors MAMO im Rahmen der FEM untersucht. An
Hand von drei Testbeispielen wurde mit Hilfe der CG-
Verfahren das Laufzeitverhalten bei Anwendung des
Vektorprozessors gezeigt und mit dem der seriellen Ver-
arbeitung verglichen.

Im Vergleich zum Cholesky-Verfahren wurde gezeigt,
daB schon fiir zweidimensionale Probleme CG-Verfahren
mit Nutzung des MAMO konkurrenzfihig sind. Werden
die CG-Verfahren im FEM-Programm bewufit mit ihren
vorteiligen Eigenschaften eingesetzt, z. B. Kontaktitera-
tion mit der Methode der variablen Steifigkeit, sind ge-
geniiber dem Cholesky-Verfahren mit serieller Verarbei-
tung Rechenzeitgewinne zu erwarten. Diese Aussage be-
zieht sich auf eine Problemklasse von ca. 1000 Freiheits-
graden, die es gestattet, die Steifigkeitsmatrix im Haupt-
speicher zu halten.

Aufier der hier vorgestellten normalen Verarbeitungs-
variante, bei der Matrizen und Vektoren in der iiblichen
Form mit Null-Elementen gespeichert und verarbeitet
werden, bietet der MAMO die Moglichkeit der indizier-
ten Verarbeitung. Dabei werden in einem speziellen For-
mat nur die Nicht-Null-Elemente der Matrizen und Vek-

toren gespeichert und verarbeitet. Mit der indizierten
Verarbeitung entfallen die Probleme der Bandbreiten-
optimierung und fiir die schwach besetzten Matrizen in
der FEM kann eine weitere Effektivitiitssteigerung er-
wartet werden.
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