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Untersuchung elastisch-plastischer Deformationen

mit dem Moiréverfahren

Jochen Naumann

1. Einleitung

Von den optischen FeldmeBverfahren ist das Moirever-
fahren eine der leistungsfihigsten Methoden. Auf Grund
der rein geometrischen Natur des Moireeffekts konnen
neben geometrischen Nichtlinearititen, wie z. B. grofen
Deformationen, insbesondere auch physikalische Nicht-
linearititen, wie z. B. elastisch-plastisches, viskoelasti-
sches oder viskoplastisches Werkstoffverhalten, beriick-
sichtigt werden. Je nach verwendetem MeBprinzip [1]
ergeben sich sowohl in-plane- als auch out-off-plane-
Komponenten des Verschiebungsvektors der Objektober-
fliche als primire experimentelle Ergebnisse. Uber die
Wahl der Teilung der verwendeten Raster ist die Emp-
findlichkeit in weiten Grenzen einstellbar. Hervorzuhe-
ben sind weiter Einfachheit und Klarheit der Parameter
der Moirestreifen. Das erlaubt bereits wihrend der Ver-
suchsdurchfiihrung eine qualitative Einschitzung der
Versuchsergebnisse.

In der vorliegenden Arbeit sind ergiinzend zur Analyse
grofier plastischer Deformationen [2] einige Moglich-
keiten des Moiréverfahrens zur experimentellen Analyse
elastisch-plastischer Deformationsfelder zusammenge-
stellt. Dabei wird insbesondere das MeBprinzip

,Uberlagerung eines verzerrten Objektrasters mit einem
Bezugsraster”

beriicksichtigt. Die allgemein bevorzugte Variante dieses
MeBprinzips, das Isothetenverfahren, gestattet die ein-
fache und elegante Ermittlung der in-plane-Komponen-
ten des Verschiebungsvektors.

2. Analyse des Moireverfahrens fiir in-plane Mes-
sungen

Die mathematische Analyse des Moireeffekts erfolgt
nachfolgend nach den Gesetzen der Strahlenoptik, wo-
bei jedoch nicht unerwihnt bleiben soll, daf diese geo-
metrisch-optische Art der Moiréstreifenentstehung nur
bis zu Liniendichten von etwa 100 Linien/mm physika-
lisch dominierend ist. Bei Rastern hoherer Liniendichte
treten zunehmend Beugungserscheinungen auf, die so-
wohl eine adiquate theoretische Analyse des Moiréef-
fekts als auch eine vollig andere Versuchstechnik erfor-
dern. Grundlagen der interferenzoptischen Moiréstreifen-
entstehung, oft auch als Moirestreifenmultiplikation
oder Moiréinterferometrie bezeichnet, enthilt die Arbeit

[3].
2.1. Allgemeiner Fall

Ein beliebig orientierter und mit der Objektoberfliche
fest verbundener Linienraster (Bild 1) wird durch die Be-
ziehung

Bild 1
Objektraster im unverzerrten Zustand
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dargestellt. Dieser Objektraster werde nun durch einen
allgemeinen homoge:+n Deformationszustand mit den
in-plane-Komponenten
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verzerrt. Die Linienschar des verformten Objektrasters

ergibt sich dann zu
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Dem verzerrten Objektraster ist ein Bezugsraster zu iiber-
lagern. Dieser habe sowohl eine Abweichung in seiner
Teilung (Faktor &) als auch in seiner Orientierung (Win-
kel A%) gegeniiber dem unverzerrten Objektraster. Die
Gleichung fiir die Linienschar des Bezugsrasters lautet
deshalb

_ X1, 1'pr(1+8)
x —_— —

2 tan (£ + Af) sin(E+A%)
Entlang der Skelettlinie eines jeden Moiréstreifens ist die

Parameterdifferenz m=1—k konstant. Hieraus ergibt sich
fiir das Feld der Moirestreifen die Beziehung

4

m-p=x;°[ T:ILTS * cos(§+A%) —(1—uy p) * cosE +uy ; * sink]

+xg9° [ 1%8 - sin (§ + AE)—(1—ug o) “sinE +uj o *cost]
(5)

In der experimentellen Spannungs- und Dehnungsana-
lyse mit Hilfe optischer Methoden ist es zweckmiifig, die
Skelettlinien der entstehenden Interferenzstreifenfelder
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als parameterbehaftete Linienscharen anzusehen. Einfa-
che Parameter férdern dabei die Anschaulichkeit des
Verfahrens. Fiir die Schar der Moirestreifen nach Gl. (5)
ergibt sich unter Zuhilfenahme des Verschiebungsan-
satzes nach den Gln. (2) die Parametergleichung

m:*p= uy *cosf+uy*sin

—2sin(%A£) ‘[x -sin(g+lAz)_x2 'cos(E+%A£)]
1:-56 [xl'cos(E+A£)+x2 sin(§+Ag)]
(6)

Entlang eines Moiréstreifens ist m * p = konst. Erwar-
tungsgemdf hat der Parameter fiir den hier dargestell-
ten allgemeinen Fall keine einfache Gestalt, sondern be-
inhaltet neben den Verschiebungen u; und uy noch die
koordmatenabhanglgen Terme infolge einer Verdrehung
A und einer Anderung § der Teilung des Bezugsrasters.
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Bild 2 ‘
Charakteristische Moiréstreifenabstinde M; und M,

Die GlIn. (5) und (6) sowie Bild 2 zeigen, daB die Moiré-
streifen bei einem homogenen Deformationszustand
stets ein dquidistantes System von Geraden bilden und
daf aus diesem Feld die vorzeichenbehafteten charak-
teristischen Moiréstreifenabstinde M; und M,

M = p/Ny My = p/Ng )
N; = ujj tcos&tougg *sing
- 2sin(%A£)'sin(£+%A£)

175 ccos((+A¥)

Ng = uj g " cost + ug o * sing

+ 2sin(%A£)' cos(E+%A.§)

) .
o sin (g4 AD)
abgelesen werden konnen. M; bzw. M2 sind dann posi-
tiv, wenn die M01restre1fen0rdnung in x- bzw. in xq-
Richtung steigt.

2.2. Isothetenverfahren

Das Isothetenverfahren als praktisch wichtigste Variante
des Mefprinzips der ,,Uberlagerung eines Bezugsrasters
mit einem verzerrten Objektraster” zeichnet sich da-
durch aus, daf der unverformte Objektraster und der Be-
zugsraster identisch sind, d. h. es gilt § = A = 0.
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Damit lauten die Gln. (7) fiir die charakteristischen
Moiréstreifenabstinde jetzt

- P 8
M upp *cos§tugy sin ®
M, = P ©)

“1,2 ° COSE + u2’2 ° Sil’lg

wihrend sich entsprechend G1. (6) fiir den Moirestreifen-
parameter die Beziehung

m-p = u°cos§ tuysing = ug

ergibt. Gl. (9) zeigt, daf mit der Eigenschaft 6 = Af =0
des Bezugsrasters die zu den Bezugsrasterlinien senkrech-
te Komponente ug des Verschlebungsvektors gemessen
wird, Bild 3. Derartige Moirestreifen, deren Parameter
eine in-plane-Komponente des Verschiebungsvektors ist,
werden als Isotheten bezeichnet.

Bild 3

Mou'estrelfenparam;ter beim Isothetenverfahren

Entlang eines Moiréstreifens ist die zum Bezugsraster senkrechte
Komponente des Verschiebungsvektors konstant.

Fiir die vollstindige Analyse eines Deformationszustan-
des mit den vier Verschlebungsgradlenten u; ; sind zwei
Objektraster erforderlich. Uberragende Bedeutung be-
sitzt dabei der Fall p; = pjy = p und §;=0, §; = 90°.
Aus den Gln. (8) folgt dann fiir die gesuchten Verschie-
bungsgradienten

p
1 =00 up3co—  upgc o
- w My “ My

(10)

) P
En =907 ugy=g—  uggt o —
—_— " My “ My

Zu den Isothetenordnungen my und my gehéren die Pa-
rameter

§ = 02 up=my-p

° (11)
511290! u2=m2'p



ooocC
oooooc
JOoO0oooOoOoOooc
J0000000C

I

Bild 4
Raster fiir das Isothetenverfahren
a) Linienraster, b) Punktraster, c¢) Kreuzraster

cr

Die praktische Realisierung des Isothetenverfahrens wird
dadurch erleichtert, dafi die erforderlid®en zwei Objekt-
raster mit §; = 0 und & = 90° in einem Punkt- oder

Kreuzraster vereinigt werden konnen. Die Erzeugung der
uy- und ug-Isotheten erfolgt allgemein dadurch, daf
einem solchen Objektraster nacheinander ein Linien-Be-
zugsraster iiberlagert wird, Bild 4.

2.3. Empfindlichkeit des Isothetenverfahrens

Die charakteristischen Abstinde der Moiréstreifen sind
ein MaB fiir die Empfindlichkeit des Isothetenverfahrens.
Das aus den Gln. (10) ableitbare Empfindlichkeitsdia-
gramm (Bild 5) stellt fiir praktisch mégliche Liniendich-
ten von Objekt- und Bezugsraster in Abhingigkeit von
der Dehnung bzw. eines Verschiebungsgradienten die zu

erwartenden charakteristischen Abstinde der Isotheten
dar.

Bild 5
Empfindlichkeitsdiagramm fiir das Isothetenverfahren
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Bild 5 zeigt, daB fiir eine gegebene Liniendichte von Ob-
jekt- und Bezugsraster kleine Dehnungen (bzw. Verschie-
bungsgradienten) eine grobe MeBlinge erfordern, wih-
rend grofiere Dehnungen auch in kleineren Gebieten er-
fabt werden konnen. Eine Verfahrensgrenze besteht wei-
ter darin, dafi auch bei einer interferenzoptischen Moire-
streifenentstehung Gitter mit Liniendichten von iiber
4000 L/mm bei Verwendung sichtbaren Lichts nicht
moglich sind [3].

2.4. Genauigkeit des Isothetenverfahrens

Nachfolgend wird mit den allgemeinen Gleichungen des
Abschn. 2.1. der Einfluf verschiedener versuchstechni-
scher Imperfektionen auf die Genauigkeit des Isothe-
tenverfahrens untersucht.

2.4.1. Einfluf einer MeBunsicherheit Am; der Isothe-
tenordnung m;

Fiir die Ermittlung der Verschiebungsgradienten u; j aus
den Gln. (10) sind die Abstinde M1 zwischen benach-
barten Isotheten auszumessen, wobel an jedem Knoten
eine Unsicherheit Ax; zugelassen werden mufs. Obwohl
an sich die Isothetenordnung m; eine exakte GroBe dar-
stellt, wird ein besonders einfaches und anschauliches
Resultat erhalten, wenn die Fehler ij den Isotheten-
ordnungen m; als Fehler Am; zugewiesen werden. Denn
es ist smnvoll anzunehmen, daﬁ der relative Fehler Ax; /
M;; fiir die Positioniergenauigkeit unabhingig von der j Je—
welhgen Isothetendichte ist und dab fiir eine bestimmte
Versuchsanordnung

1 - Am; = const.

gilt. Aus den Gln. (10) folgt fiir kleine Fehler von u; j und

Ayl = < lAM;l = 2 |Am|
i .j j |MlJ
und hieraus der relative Fehler von y; i
| Ay AM..
fre1 (uij) = “i,jd Mi,-u =2laml (12)

Aus den GlIn. (12) ergibt sich, dab bei einer praktisch
realisierbaren Positionierung auf Am; = 0.1 . .. 0.01 Ord-
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nungen genau der relative Fehler in den Verschiebungs-
gradienten Werte von fi¢) (u; ;) = 0.2. . . 0.02 annehmen
kann. Verbesserungen lassen sich zum einen durch viel-
fache Wiederholung der Messung und zum anderen durch
den numerischen Ausgleich einer Vielzahl von Beobach-
tungen erreichen.

Bemerkenswert ist weiter, daf bei einer Messung der
charakteristischen Isothetenabstinde die Rasterteilung p
den relativen Fehler der Verschiebungsgradienten zu-
mindestens bei homogener Deformation nicht beein-
flubt.
2.4.2. Einflub einer Positionierungenauigkeit A¢ des
Bezugsrasters

Das Erzeugen der u;- und uy-Isotheten erfolgt i. a. da-
durch, daf dem verzerrten Kreuz-Objektraster nachein-
ander ein Linien-Bezugsraster iiberlagert wird. Besteht
dabei jeweils eine Positionierungenauigkeit von A£, so
ergeben sich aus den Gln. (7) die Beziehungen

=00 upy = l\%i +1 - cos Ak
up = MLIz_ —sin A
, (13)
g = 90°%: upy = M—I—n +sin A
ug 9 = P +1—cosA¢
o My

Durch eine Positionierungenauigkeit Af des Bezugsra-
sters entsteht also ein Fehler vorwiegend_ in den Ver-
schiebungsgradienten uj 9 und uy ;. Die Normaldeh-
nungen uj  und uy 9, kleine Verformungen vorausge-
setzt, bleiben dadurch weitgehend unbeeinfluft. Die

Schubverformung €5 = % (up,2 +ug ) wird mit dem
Fehler
|A€12| = sin IAEI

belastet. Die grafische Darstellung (Bild 6) des relative
Fehlers fl‘el (61 2) mit )

2sin Ag
uj o tug g

(14)

zeigt, daB insbesondere bei kleinen Verformungen der
Bezugsraster mit einer sehr hohen Genauigkeit positio-
niert werden mu§.

Aus den Gln. (13) folgt weiter das interessante Ergebnis,
daB der Fehler von €; 5 dann verschwindet, wenn der Be-
zugsraster beide Male um den gleichen Winkel A falsch
positioniert wurde, also eine Verdrehung um genau 90°
erfuhr. Realisierbar ist dieser Fall mit der Anordnung der
Moirestreifenmultiplikation, bei der sowohl Objekt- als
auch Bezugsraster vom Typ eines Kreuzrasters sein diir-

fen und die Trennung der u;- von den uy-Isotheten auf
optischem Wege erfolgt [4].
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Bild 6

Abhiingigkeit des Telativen Fehlers fyo (€12) der zu messenden
Schubverformung €;9 infolge einer Positionierungenauigkeit
A& des Bezugsrasters

2.4.3. Einflub einer thermischen Dehnung des Be-

zugsrasters

Besitzen Objekt- und Bezugsraster zwar gleiche Raster-
teilungen p, aber unterschiedliche thermische Ausdeh-
nungskoeffizienten @, so rufen Temperaturinderungen
AT unerwiinschte Dehnungsunterschiede zwischen den
Rastern hervor. Der Einfachheit halber und fiir prakti-
sche Erfordernisse ausreichend soll der Temperaturein-

flub ausschlieBlich dem Bezugsraster zugeschlagen wer-
den. Mit

(15)

betrigt somit die Rasterteilung des Bezugsrasters
p(1+84,). Fir das Isothetenverfahren mit einem Kreuz-
raster ergibt sich dann aus den grundlegenden Gln. (7)

d¢h = (@Bezugsraster — aopjekt) * AT

B =00 mpgc b+ S¢h  kleineDef. p B
T My 148y, My,
_ P
%.11:_9_0_0_: ug = My (16)
ug 9 = P_ + Bth klei:)e Def. P )
P Mz Teey, Mpg

Durch eine thermische Dehnung des Bezugsrasters ent-
steht also, kleine Deformationen vorausgesetzt, ein Feh-
ler nur bei den Normaldehnungen, wihrend die Schub-
verformung nach wie vor richtig ermittelt wird. Der ab-
solute Fehler kann unmittelbar aus den Gln. (16) abge-
lesen werden. Den relativen Fehler £ (¢) mit

_ Ay S¢h ~_ O
frel(e)—u. ——1+8th/ui,i~—qi—

i,i

17

zeigt Bild 7.
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Bild 7

Abhingigkeit des relativen Fehlers f.; (€) der zu messenden Nor-
maldehnung infolge einer thermlscilen Dehnung 84, Gl. (15),
des Bezugsrasters bzw. infolge des Einflusses 8 Gl'h(

Spalts

18), eines

2.4.4. EinfluB eines Spalts zwischen Objekt- und Be-
zugsraster

Fiir die mathematische Analyse der Entstehung des Moi-

reeffekts wurde blslang vorausgesetzt, daf Objekt- und

Bezugsraster sich im Kontakt befinden. Dieser theoreti-

sche Grenzfall ist praktisch nicht realisierbar. Ein meist

ortlich verinderlicher Spalt zwischen den den Moire-
effekt erzeugenden Rastern kann u. a. folgende Ursachen
haben:

— Eine im unbelasteten Zustand ebene Oberfliche er-
fihrt infolge des dort wirkenden ebenen Spannungs-
zustandes auch laterale Verschiebungen.

— Imperfektionen der beteiligten Raster ermoglichen
nur einen punktuellen Kontakt.

— Zwischen beiden Rastern befindet sich hiufig der
Film einer Immersionsfliissigkeit.

Bild 8 spiegelt die geometrischen Verhiltnisse wider. Die
Kamera sei auf die Bezugsrasterebene fokussiert. Zwi-
schen Bezugs- und Objektraster befinde sich ein Spalt
der GroBe g. Wird weiter lgl < a vorausgesetzt, so ent-
steht noch ein ausreichend scharfes Bild des Objektra-
sters und der Einfluf der durch die Zentralperspektive
entstehenden Parallaxe kann vernachlissigt werden.

Fiir die AbbildungsmaBstibe fg und B sowie die Tei-
lungen py und pg von Bezugs- und Objektraster in der
Bildebene gilt dann mit den Gesetzen der Strahlenoptik

Bg =a'/a=pg Bo = a'/(a*tg) = py/p

Nun kann analog zur Vorgehensweise von Abschn. 2.4.3.
der entstehende Fehler wiederum allein dem Bezugsra-
ster iiber die Fehlanpassung 5, Gl. (4), zugeschlagen
werden. Aus der Beziehung

pg = (1+3y) pg
folgt dann mit gl < a
- e a8)

T T n St B |

Bild 8
Isothetenverfahren mit Spalt zwischen Objekt- und Bezugsraster

Die Wirkung des experimentell stets vorhandenen Spalts
zwischen Objekt- und Bezugsraster entspricht also der
einer thermischen Dehnung des Bezugsrasters und kann
deshalb ebenfalls mit Bild 7 abgeschitzt werden.

2.5. Analyse des Moireeffekts bei inhomogenen Defor-
mationen

Bei technischen Problemstellungen mit i. a. inhomoge-
nen Deformationsfeldern entstehen nichtiquidistante
und gekrimmte Moiréstreifensysteme. Diese kénnen nur
abschnittsweise und in gewnsser Niherung als ein dquidi-
stantes System gerader Moirestreifen infolge eines homo-
genen Deformationszustandes angesehen werden.

Fiir das Isothetenverfahren folgt jedoch aus einer einfa-
chen geometrischen Analyse, Bild 9, daf auch dann,
wenn die Deformation beliebig inhomogen ist, entlang
einer Isothete die entsprechende Komponente us des
Verschiebungsvektors konstant ist. Somit gilt GI. (9)
auch fiir inhomogene Deformationen exakt. Durch ana-
loge Unv.legungen kann gezeigt werden, dab die allge-
meine Beziehung fiir den Moiréstreifenparameter, Gl. (6),
ebenfalls exakt gilt.

Bild 9
Geometrische Analyse des Isothetenverfahrens bei inhomogener
Deformation
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der Deformationen zur Folge. Kéthen.
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