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1. Einleitung

Der Berechnung von Eigenschwingungen fiir Rotations-
schalen ist eine Vielzahl von Beitrigen gewidmet. Da-
bei werden sowohl analytische Untersuchungsmethoden
betrachtet [1], aber auch numerische, wobei die weiteste
Verbreitung die Finité-Element-Methode erhielt.

Die qualitativen Untersuchungsmethoden [1] geben In-
formationen iiber die Dichte des Frequenzspektrums, je-
doch geniigen dem Ingenieur nicht allein Informationen
iiber die Verteilungsfunktion der Frequenzen. Er beno-
tigt ebenfalls die Werte der Frequenzen selbst, da ent-
sprechend diesen Frequenzen eine Projektierung auf
dynamische Belastungen erfolgt.

Analytische Losungen zur Ermittlung der Frequenzen
‘sind hauptsiichlich fiir Zylinder- und Kugelschalen be-
kannt. Fiir Schalen mit anderen geometrischen Formen
(Kegel, Torus, Rotationsschalen mit positiver und nega-
tiver Gaufischer Kriimmung) lassen sich Lésungen nur
numerisch erhalten. AuBierdem treten in technischen An-
wendungsfillen verrippte und zusammengesetzte Schalen
sowie Schalen mit verzweigter Meridianform auf. Zur Be-
rechnung solcher Schalen stellt die Methode der Finiten
Elemente ein universelles Berechnungsverfahren dar. Fiir
Rotationsschalen, die keine nichtaxialsymmetrischen In-
homogenititen aufweisen (Bohrungen, Luken, Verstei-
fungen), ist der Einsatz von eindimensionalen Finiten
Elementen mit polynomialen Approximationen in Meri-
dianrichtung und trigonometrischen Ansitzen in Um-
fangsrichtung besonders dkonomisch. Eine solche Vor-
gehensweise ist beispielsweise in den Arbeiten [2] bis
(4] u. a. verfolgt worden. Fiir den Fall, dafi die Rota-
tionsschale nichtaxialsymmetrische Inhomogenititen
aufweist, sind entweder zweidimensionale Finite Ele-
mente fiir die gesamte Schale bzw. in der Umgebung der
Inhomogenitit zu verwenden. Fiir den letzten Fall sind
spezielle Ubergangselemente zur Kopplung eindimensio-
naler und zweidimensionaler Elemente einzusetzen [5].
Die Schalengeometrie li6t sich entweder mit Hilfe von
analytischen Funktionen definieren, bzw. die Meridian-
form kann mit Splinefunktionen [6] beschrieben werden.
Letzteres ist universeller, da der Berechnungsingenieur
die Schalengeometrie unmittelbar aus der Zeichnung
iibernehmen kann. Im universellen Programmsystem
ROTCAU, welches zur Analyse von Rotationsschalen
mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode dient, kann die
Form der Meridianabschnitte analytisch bzw. numerisch
mit nachfolgender Approximation durch kubische Spli-
" nefunktionen eingegeben werden. Das Programmsystem
ROTCAU wurde bei allen nachfolgenden Rechnungen
verwendet.

Zur Ermittlung dynamischer Charakteristika von Schalen
mit Hilfe der Finite-Element-Methode ist es notwendig,
das Deformationsenergiefunktional sowie das Funktio-
nal der kinetischen Energie zu bestimmen. Mit Hilfe der

Hypothesen der Schalentheorie erfolgt der Ubergang von
den dreidimensionalen zu den zweidimensionalen Funk-
tionalen. Meistens wird dabei die Hypothese von Kirch-
hoff und Love verwendet. Jedoch enthilt in diesem Fall
das zu minimisierende Funktional die zweiten Ableitun-
gen der Durchbiegungen, womit man als wesentliche
Randbedingungen der Variationsaufgabe die Verschie-
bungen sowie die erste Ableitung der Durchbiegung er-
halt. Die Konstruktion zweidimensionaler vertriglicher
Approximationen filhrt damit zu wesentlichen Schwie-
rigkeiten. Fiir eindimensionale Finite Elemente von Ro-
tationsschalen treten diese Schwierigkeiten nicht auf, da
benachbarte Elemente nur in einem Knoten zusammen-
treffen. Dieser Knoten stellt eine Umfangslinie dar. Da
jedoch zur Analyse dickwandiger oder anisotroper Scha-
len die Beriicksichtigung der Querschubdeformation not-
wendig ist, wird anstelle der Kirchhoff-Love-Hypothese
die Timd¥enko-Hypothese verwendet. Diese beriicksich-
tigt Querschubdeformationen. In der Timo%enko-Theo-
rie sind die Drehungen des normalgerichteten Elements
unabhiingige Funktionen. Daher enthilt das Deforma-
tionsenergiefunktional nur erste Ableitungen der verall-
gemeinerten Verschiebungen. Damit im Zusammenhang
steht, daf die wesentlichen Randbedingungen der Varia-
tionsaufgabe die verallgemeinerten Verschiebungen
selbst sind, womit auch die Formulierung abgestimmter
zweidimensionaler Approximationen keine Schwierig-
keiten hervorruft.

Die Timosenko-Schalentheorie mit fiinf Freiheitsgraden
(Theorie mit 5 Moden) ist in [7] ausfiihrlich beschrieben.
Eine Variante der Timogenko-Schalentheorie mit sechs
Freiheitsgraden ist in [8] dargestellt. Diese Theorie er-
fabt neben Querschubdeformation auch die Lingeniinde-
rungen der Normalen und gestattet daneben auch die
Kopplung aller Verschiebungen, die in den verschiedenen
lokalen Koordinatensystemen ermittelt werden. Dies ist
besonders wichtig bei verrippten und verzweigten Scha-
len. In der vorliegenden Arbeit wird zur Ermittlung der
Steifigkeits- und der Massenmatrix eines Finiten Ele-
ments die Timo¥enko-Theorie mit dem Freiheitsgrad 6
verwendet.

Die TimoSenko-Theorie, die auf einer linearen Approxi-
mation der Verschiebungen in Schalendickenrichtung be-
ruht, ist genauso wie die Kirchhoff-Love-Theorie eine
Theorie der ersten Naherung [9], d. h. die Spannungen
werden in beiden Theorien mit dem gleichen Fehler er-
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mittelt. Da jedoch die TimoSenko-Theorie auch den

Querschub und die Lingeninderungen der Normalen -

erfat, wird somit der Ausdruck fiir die Deformations-
energie genauer. Damit erhilt man bei der Berechnung
auch verbesserte Werte fiir die integralen Charakteristika:
die Durchbiegungen, die Eigenfrequenzen, die kritischen
Belastungen. Fiir anisotrope Schalen kénnen in einigen
Fillen diese Korrekturterme wesentlich sein [10].

Die Beriicksichtigung des Querschubs bei der Berech-
nung dickwandiger Schalen erfolgt durch Anwendung
der diskreten TimoSenko-Hypothese unmittelbar fiir das
dreidimensionale Finite Element. Eine solche Vorge-
hensweise ist in [11] vorgeschlagen und in vielen Arbei-
ten zur Erarbeitung zweidimensionaler Finiter Elemente
weiterentwickelt worden. Fiir Rotationsschalen ist ein
Finites Element unter Einbeziehung des Querschubs in
[12] vorgeschlagen.

2. Die Funktionale fiir die Deformationsenergie
und die kinetische Energie

Fiir das Erhalten der Bewegungsgleichungen der Schale
ist die Kenntnis der Funktionale der Deformationsener-
gie U, der kinetischen Energie T und der Arbeit der
duBeren Krifte notwendig. Bei Eigenschwingungen ohne
Beriicksichtigung der Wechselwirkungen mit der Umge-
bung entfillt der Term fiir die Arbeit der duferen Krifte.
Fiir Schalen werden die notwendigen Funktionale aus
den entsprechenden dreidimensionalen Funktionalen ab-
geleitet [13]:
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Dabei bedeuten oil, ¢jj — die Komponenten des dreidi-
mensionalen Spannungs- und Deformationstensors, u —
der dreidimensionale Verschiebungsvektor, dV — ein Vo-
lumenelement der Schale, u = du/dt — die Verschie-
bungsgeschwindigkeiten, p — die Dichte des Schalenma-
terials. Hier und nachfolgend erfolgt die Summation bei
sich wiederholenden lateinischen Indizes von 1 bis 3, bei
sich wiederholenden griechischen von 1 bis 2.

Entsprechend der Timosenko-Hypothese wird bei der
Ableitung der zweidimensionalen Funktionale fir die

Schale eine lineare Approximation der Verschiebungen
verwendet [7], [8]:

u(x*,x3) = v (x%+x37(x*). &)
Dabei ist v = v* ay + w a3 — der Verschiebungsvektor in
der Mittelfliche, ¥ = Y® ay + 7 ag — der Vektor der Ro-
tationen um die Normalen, x%, x3 — ein krummliniges
Koordinatensystem auf der Fliche mit den Basisvekto-
ren ag,ag-

Die Koordinatensysteme fiir die Rotationsschale sind auf
Bild 1 dargestellt. Die Verschiebungen, Spannungen und
Deformationen werden im Zylinderkoordinatensystem
(x! =5, x2 = ¢, x3) ermittelt. Die Schalengeometrie
wird im Zylinderkoordinatensystem r, ¢, z definiert.
Letzteres ist mit dem globalen kartesischen Koordina-
tensystem x, y, z verbunden. Bei Verwendung des linea-
ren Greenschen Deformationstensors [13]
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Bild 1
Koordinatensysteme fiir die Rotationsschale
&j = u,; g t ou,;-°g;, (4)

wobei g; die Basisvektoren in den dquidistanten Flichen
der Schale sind, und der Hypothese (1) erhilt man die
Kinematik-Gleichungen der TimoSenko-Theorie. Bei Be-
schrinkung auf lineare Glieder fiir die Koordinate x5 ge-
hen diese Beziehungen in folgende iiber [8], [14]

€af = Slaf * X3 Xaf »
a3 = 3 (5)
e33 = S33 .

Dabei nehmen die zweidimensionalen Tensoren folgen- -

de Ausdriicke an

1
Sap = 5 (€ap * )

1
Xaf = §(Kaﬁ+"3°l_b:ze”ﬁ_bzeva :

(6)
1
Qy3 = §(“’a t*VYa),
Q33 -7 mit
€f = Valp — bapw,
KaB = Yalg — bap 7, (7).

Ya = Wyt baﬁvB.

a9+ bog sind die Komponenten des ersten (metrischen)
und des zweiten Tensors der Fliche, das Zeichen I be-
deutet kovariantes Differenzieren in ‘der Metrik der Mit-
telfliche unter Verwendung der Christoffel-Symbole
Fff! fiir die Mittelfliche. Fiir Rotationsschalen (Bild 1)
erhl

t man in den Koordinaten s, ¢ folgende GroBen
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Dabei bedeuten: r — Radius der Parallelen (Bild 1), © —
Winkel zwischen der Tangenten zum Meridian und der
Rotationsachse z. Die restlichen Komponenten des
Christoffel-Symbols sind gleich Null.

Unter Verwendung der Formeln fiir das kovariante Dif-
ferenzieren [13], der Beziehungen (8) sowie durch Uber-
gang in den Gln. (6) und (7) zu den physikalischen Kom-
ponenten der Vektoren und Tensoren erhilt man die
linearen kinematischen Beziehungen fiir die TimoSenko-
Theorie im Falle von Rotationsschalen. Diese Gln. sind
in [14] vollstindig abgeleitet. Folgende Bezeichnungen
werden fir die physikalischen Verschiebungskompo-
nenten eingefiihrt

u = V(l), v = V(z), W =W,
)
Y% = YAy Yo T Y2y Y =7

Damit lassen sich die kinematischen Beziehungen folgen-
dermaBien darstellen
€=Lu , (10)

mit L als Matrix der Differentialoperatoren, die sich aus
den in [14] angegebenen Beziehungen ergeben, € als
Matrix der Deformationen, u als Matrix der Verschiebun-
gen. Das Zeichen ,,T” bedeutet nachfolgend y»transpo-
niert”. € und u nehmen damit folgende Ausdriicke an:

€7 ={ 2y U 2% Xeor Xgp 2%, 29,
293,293} 1)
T ={ v w277} -

Nachfolgend wird das dreidimensionale Funktional der
Deformationsenergie (1) in ein zweidimensionales umge-
formt. Das Elementarvolumen der Schale wird wie folgt
berechnet [13]:

dV = u dxg dS, (12)

wobei dS = r d ¢ ds eine Elementarfliche auf der Scha-
lenmittelfliche ist und p = det (#‘E) die Determinante
des shifter-Tensors darstellt

uf = 85 — x3bg. @)

Hier ist 8% das Kronecker-Symbol. Wenn weiterhin die
kinematischen Beziehungen (5) in das Funktional (1)
eingesetzt werden, nimmt die Deformationsenergie der

Schale folgenden Ausdruck an:

U =3 s (VB 0y + MO xyp +20% Q4

33
Hierbei werden folgende Beziehungen fiir die Krifte
NeB, die Momente M8, die Querkrifte Q% und die fiir
die Lingeninderungen der Normalen verantwortlichen
Krifte N33 verwendet

h
2
NeB = [ uo®B dxg,

2

N

_h
2
h
2
® = J uo® axg, (15)
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In (15) ist h die Schalendicke.

Fiir die weiteren Ausfiihrungen werden folgende Verein-
fachungen getroffen. Fiir flache Schalen bleiben die An-
derungen der Metrik iiber die Schalendicke unberiicksich-
tigt. Das bedeutet, daB auf jeder dquidistanten Fliche
der Metriktensor gleich dem Metriktensor auf der Scha-
lenmittelfliche ist. Damit wird u = 1, p% = 6% und
der Krifte- sowie der Momententensor sind folglich sym-
metrisch, da die Komponenten des Spannungstensors in
einem Koordinatensystem gemittelt werden. Nach Ein-
setzen von (15) in das Hookesche Gesetz

ol = Alikl ¢, (16)
wobei die Komponenten des Steifigkeitstensors fiir das
Schalenmaterial Akl im Koordinatensystem der Mittel-
fliche bestimmt werden, und in die kinematischen Be-
ziehungen (5) erhilt man die physikalischen Bezichun-
gen fiir die Schale. Sie haben in Matrix-Schreibweise fol-
gendes Aussehen

¢ =De. 17)
Dabei ist D die Matrix der Elastizititskonstanten der
Schale und ¢ die Spannungsmatrix

0T = { Ny, Ny Ny Moy, My, My, Qy, QN3 } (1)

Die Matrix der Elastizitiitskonstanten D enthilt im Falle
von Schalen aus anisotropem Schichtmaterial die Mem-
bransteifigkeiten Qikl, die Membran-Biegesteifigkeiten
Biikl und die Biegesteifigkeiten Diikl die sich fiir eine
k-schichtige Schale wie folgt ermitteln lassen [10]:

h
Qikl = hj2 AiKI gy =k:'51 "tilj(l;l [0 50y
2
h
piikl _ 1{2 AL gy a9
2 J
_k:‘f:l A(ukk)l {x(;)]z _[x(k3-1>]2} /2,
k
Diikl = hfz Alikl x§ dxg
2
- 2, A (PP - 6P } /2.
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Iist die Einheitsmatrix (Dimension 3 x 3).

3. Die Finite-Element-Approximation

Zur Approximation der Funktionale (20) und (24) wird
das in [14] vorgeschlagene Finite Element fiir die Rota-
tionsschale verwendet. Zunichst werden die Verschie-
bungen mit trigonometrischen Funktionen in Richtung
der Umfangskoordinaten ¢ approximiert
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Die Geometrie des Meridians kann verschieden angege-
ben werden. Fiir den Fall, dab fiir einen Abschnitt des

Meridians der Winkel @ in den Grenzen —g <0 <£















