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Verbesserte Spannungsanalyse fiir Rand- und
Ubergangselemente eines FE-Strukturmodells

Johannes Altenbach, Eckhard Scholz

1. Einleitung

Die Berechnung hinreichend genauer Spannungen bei
Finite-Elemente-Modellen auf der Grundlage der Ver-
schiebungsgréBenmethode ist im allgemeinen mit einem
sehr viel héheren Aufwand verbunden als die Verschie-
bunggherechnung. Die Ursache dafiir liegt im wesentli-
chen in der niedrigeren Konvergenzordnung der FE-
Approximation der Spannungen gegeniiber den Ver-
schiebungen. Inshesondere in Gebieten mit hohen Span-

nungsgradienten und an Bereichsrindern treten grofere

' Genauigkeitsverluste auf. Aber gerade in diesen Berei-
chen befinden sich hiufig Spannungsspitzen, die fiir den
Ingenieur von besonderem Interesse sind.

Die Genauigkeit der Wiedergabe eines Spannungszustan-
des ist bei finiten Verschiebungselementen im Element
ortsabhiingig. Eine Moglichkeit, die Spannungslésung
zu verbessern, auf die spiiter noch eingegangen wird,
besteht daher in der Suche nach speziellen Element-
punkten, in denen die Spannungen einen héheren
Genauigkeitsgrad aufweisen. Mit dieser Problematik
beschiiftigen sich z. B. die Arbeiten [1] bis [7]. Ein
anderer Gedanke geht von der Tatsache aus, dab fiir das
Losungsverhalten eines FE-Netzes entscheidend ist, ob
das Netz entsprechend seiner Geometrie und den Ele-
mentabmessungen in der Lage ist, sich dem realen L&-
sungeverhalten gut ahzupassen. In diesem Zusammen-
hang kommt der Netzverfeinerung lokaler Teilbereiche
besondere Bedeutung zu. Lokale Netzverfeinerungen,
die sich bei 2D-Modellen mit den vorherrschenden Drei-
ecks- und Rechteckelementen noch relativ problemlos
realisieren lassen, filhren jedoch bei 3D-Modellen und bei
Verwendung konventioneller Elementformen hiufig zu
. unvertretbarem Aufwand oder zu starken Distorsionen
der Elementform. Daher kommt der Entwicklung spe-
" gieller kompatibler Ubelgangselemente die problemlos
den Ubergang von einem auf mehrere Elemente ermég-
lichen, besondere Bedeutung zu. Detaillierte Ausfiih-
rungen zur Entwicklung dieser Elemente und ihrer An-
satzfunktionen befinden sich u. a. in den Arbeiten
[8] bis [12] und [14). Eine Moglichkeit der Verbesserung
der Spannungslésung speziell ‘an definiert belasteten
Bauteiloberflichen ist in [11] und [13] angegeben. Sie
geht von dem Gedanken aus, daB bei einer Vielzahl der
Probleme der linearen Elastigititstheorie die Spannungs-
maxima an der Bauteiloberfliche auftreten. In den bei-
den Arbeiten wird die Moglichkeit . einer verbesserten
Oberflichenspannungsherechnung mit Hilfe fiktiver
Randmembranelemente untersucht und getestet. Da sich
die drei genannten Mdglichkeiten der Losungsverbesse-
rung (die Suche nach speziellen Elementpunkten; die

Entwicklung spegieller Ubergangselemente die Verwen-
dung fiktiver Randmembranelemente) einander sinnvoll
erginzen konnen, soll eine gleichzeitige Anwendung
dieser Methode untersucht werden. Dies erfolgt am Bei-
spiel von isoparametrischen Verschiebungselementen der
Serendipity-Klassee mit quadratischen Randverschie-
bungsansitzen, ist jedoch auf andere Elementfamilien
durchaus iibertraghbar.

2. Kompatible Ubergangselemente zur Erzielung
starker lokaler Netzverfeinerungen

Mit der Entwicklung kompatibler Ubergangselemente
haben sich u. a. die Arbeiten [8] bis [12] sowie [14]
und [15] befaBt, so daB an dieser Stelle auf die Entwick-
lung von Grundlagen verzichtet werden kann. Gegen-
stand der weiteren Betrachtungen sollen die in [11],
[12], [14] und [15] vorgestellten isoparametrischen
Verschiebungselemente mit stiickweise quadratischen
Verschiebungsansitzen auf den Rindern sein, die fiir die
mechanischen Modelle Scheibe, Rotationskérper, dicke
Platte, dicke Schale und dreidimensionaler Vollkorper
entwickelt wurden. Bild 2.1.zeigt beispielhaft zwei
dieser Ubergangselemente.

Der Einsatz dieser Elemente in den Problemklassen
Elastostatik, Elastodynamik und Temperaturfeldberech-
nung zur Realisierung starker, lokaler Netzverfeinerun-
gen hat sich im Rahmen der Programmzweige COSAR/E,
COSAR/D und COSAR/T des universellen FE-PS-COSAR
bewiihrt [11]. Es wird jetzt untersucht, ob sich der in
den Arbeiten [1] bis [7] entwickelte Gedanke von Ele-
mentpunkten hdherer Genauigkeit auf kompatible
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Bild 2.1.

Kompatible Ubergangselemente mit stiickweise differenzier-

baren Randverschiebungsansiitzen 2. Ordnung:

a) 3D-Ubergangselement HK99 mit einer Netzverdichtungs-
richtung

b) 2D-Ubergangselement SRK28 mit drei Netzverdichtungs-
richtungen
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Ubergangselemente iibertragen lift. Da Interpolations-
funktionen beziiglich ihrer Ableitungen an den Rindem
des Interpolationsgebietes im allgemeinen schlechte
Werte liefern, wurde in den genannten Arbeiten nach
inneren Punkten gesucht, in denen die Spannungen einen
hoheren Genauigkeitsgrad aufweisen. Die Element-
knotenpunkte sind somit aufgrund ihrer Lage am
Rand des Interpolationsgebietes zur Bildung der Ver-
schiebungsableitungen nicht geeignet. Die Angabe der
Spannungen in diesen Punkten ist jedoch erstrebens-
wert, da die ,Korrespondenz” zwischen Nutzer und
FE-Modell am einfachsten iiber diese Punkte statt-
findet.

In [4] und [5] wird theoretisch nachgewiesen, dab es
im Element Punkte gibt, in denen die Spannungen den
gleichen Genauigkeitsgrad aufweisen wie die Knoten-
verschiebungen, vgl. auch [1]. Ebenfalls wird gezeigt,
daB diese Punkte gerade die Stiitzstellen der GauB-
Integration darstellen, die minimal erforderlich sind, um
ein Verschiebungspolynom n-ter Ordnung zu approxi-
mieren. Fiir die bekannten Brickelemente der Serendipi-
ty-Klasse mit quadratischem Verschiebungsansatz sind
dies die Stiitzstellen der 2x2x2-GauB-Integration, vgl.
dazu [2]. Fiir eine Ermittlung verbesserter Knotenspan-
nungen werden in [6] verschiedene Extrapolationsalgo-
rithmen mit Stiitzstellen in den 2x2x2-GauB-Punkten
und in den 3x3x3-GauB-Punkten untersucht und die
extrapolierten Knotenspannungen den direkt berechne-
ten Knotenspannungswerten gegeniibergestellt.  Dabei
zeigte sich, daB die linearen Extrapolationsformeln mit
den 2x2x2-Gaufi-Punkten als Stiitzstellen den quadra-
tischen und multilinearen Extrapolationsformeln mit
den 3x3x3-GauB-Punkten als Stiitzstellen iiberlegen
sind und gegeniiber den direkt berechneten Knotenspan-
nungen verbesserte Werte, ergeben. Deshalb beschriin-
ken sich die weiteren Untersuchungen auf diese Stiitz-
stellen, deren Lage in einem dreidimensionalen Inte-
grationsgebiet —1 < §; < +1 durch die Gl. (2.1) fest-
gelegt ist

£= 1l =123 @.1)
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Damit ergibt sich die trilineare Extrapolationsformel
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wobei die 0; (§1; 2is £3;) die an den jeweiligen Stiitz-
stellen berechneten Spannungswerte und die G; (£,

£€9, £3) trilinearen Extrapolationsansitze entsprechend
Gl. (2.3) sind
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Fiir das 2D-Rechteckelement gelten entsprechend die
bilineare Extrapolationsgleichung (2.4) und die bilinea-
ren Extrapolationsansitze Gl. (2.5)

4
o(¢1,82) = El"i (¢1i:82i) Gi (81, 82); 24)
42

Bild 2.2.
Bilineare Spannungsextrapolation fiir ein Standard-Rechteck-
element SRK16:

® Elementknoten, # 2x2 GauSpunkte

Gi= 71+ 8+ ) (@5)
1i 2i

i=1,2,3,4

Bild 2.2. veranschaulicht die lineare Extrapolation an-
hand eines Standardrechteckelementes.

Der Giiltigkeitsbereich der hierzu in den Arbeiten [1]
bis [7] gemachten Aussagen erstreckt sich auf die be-
kannten Standardelemente der Lagrangeschen und der
Serendipity-Klasse. Wenn sich auch die in den Arbeiten
[11], [12] und [14] beschriebenen kompatiblen Uber-
gangselemente nicht direkt der Serendipity-Klasse zu-
ordnen lassen, so bestehen doch folgende wesentliche Ge-
meinsamkeiten mit den Serendipity-Elementen 2.Ord-
nung. Die Ansatzfunktionen sind ausschlieblich von Wer-
ten der auf den Elementrindern liegenden Knoten abhin-
gig, (vgl. [1]), d. h., es wird auf innere Knoten und
knotenlose Variable verzichtet. Die Polynomordnung
der Serendipity-Elemente entspricht der Polynom-
ordnung der in Bild 2.3. dargestellten Teilbereiche der
Ubergangselemente. Dies lift die Vermutung zu, daf die
schon fiir die numerische Integration erforderlichen Teil-
bereiche eines Ubergangselementes, vgl. [11], beziiglich
der Lage der optimalen Punkte fiir die Spannungsberech-
nung gleiche Eigenschaften aufweisen, wie ein Serendi-
pity-Element. Bei den verwendeten Polynomansitzen
2. Ordnung werden daher wieder die 2x2x2-Gauf-Punk-
te der Teilbereiche als Stiitzstellen fiir eine lineare Span-
nungsextrapolation, wie es in Bild 2.3. dargestellt ist,
gewihlt.

Uber die Grenzen der Teilbereiche ist dann analog zu.
Elementgrenzen eine Spannungsmittelung erforderlich.
Bild 2.3. zeigt einen moglichen Spannungsverlauf als
Ergebnis einer bereichsweisen linearen Spannungsextra-

Bild 2.3.
Bereichsweise bilineare Spannungsextrapolation fiir ein Uber-
gangselement SRK 20:

® Elementknoten, * 2x2 GauSpunkte fiir Teilbereiche



polation an einem zweidimensionalen Ubergangsele-
ment. Die Extrapolationsansitze sind mit denen in
Gln. (2.4) und (2.5) beschriebenen Ansitzen identisch,
die hierbei jedoch nur im entsprechenden Teilbereich
des Elementes Giiltigkeit besitzen.

Die ausgesprochene Vermutung der Moglichkeit der
Ubertragung der Extrapolationstechniken fiir Standard-
Serendipity-Elemente auf Ubergangselemente soll an
einem einfachen Beispiel numerisch iiberpriift werden.
Betrachtet wird eine Kreisringscheibe unter Innen-
druck. Das mechanische Modell ist in Bild 2.4. dar-
gestellt. Es wurde ein Viertel der Scheibe grob mit nur
vier Elementen vernetzt (2 Standard- und 2 Ubergangs-
elemente).

Bild 2.4.
Kreisringscheibe untfr Innendruck: r; = 50 mgl, r, = 100 mm,
E = 210 000 Nmm—2, ¥ = 0,3, p; = 200 Nmm~

230
MR L
20\ /1N /
& 20—\ JARIAN 4
' -~
190 N \ \\. I~ //I \\ A P ///
S S = N NN
N
o ‘/Iygf—\Q _,\7,’/_—‘
160 ~— 1 S~
i

0 M25° 225° 3375° 45°

.__.___.—r

Bild 2.5.
Vergleich der Werte fiir die Normalspannungskomponente
o P (iber den Innenrand der Kreisringscheibe aufgetragen):

konventionell berechnete Knotenspannungswerte

—— — —— extrapolierte Knotenspannungswerte aus den Wer-
ten fiir die 2x2 GauBpunkte des Gesamtelementes

extrapolierte Knotenspannungswerte aus den Wer-
ten fiir die 2x2 GauSpunkte der Teilbereiche

analytische Referenzlésung

Anhand dieses Beispieles wird eine spezielle Anwen-
dungsmoglichkeit der Ubergangselemente deutlich. Die
beiden Ubergangselemente am Innenrand haben hier
nicht die Funktion, eine lokale Netzverfeinerung durch
den Anschluf kleinerer Nachbarelemente zu ermégli-
chen, sie dienen lediglich der Knotenverdichtung an der
Oberfliche, um eine Erhéhung der Lésungsqualitit der
Randspannungen zu erzielen. Dies ist besonders in Ver-
bindung mit der Membranspannungsberechnung, auf
die im folgenden Abschnitt noch eingegangen wird,
interessant. In Bild 2.5. werden die verschiedenen Mag-
lichkeiten der Spannungsberechnung anhand ihrer Fehler

56,75° 675° 7875° 90°

verglichen. Dargestellt ist die maximale Normalspan-
nungskomponente 0, die iiber den Innenrand aufge-
tragen ist.

Die Ergebnisse zeigen, dab der Extrapolationsalgorith-
mus fiir Standardelemente unter Nichtbeachtung der
Teilbereiche eines Ubergangselementes Werte liefert,
die deutlich schlechter sind als die der direkten Knoten-
spannungsberechnung. Die Extrapolation unter Beach-
tung der Teilbereiche zeigt dagegen einen Genauig-
keitsgewinn gegenilber den Knotenspannungswerten.

3. Eine Verbesserung der Randspannungsberech-
nung durch fiktive Randmembranelemente

Der einleitend beschriebene Genauigkeitsverlust bei der
Spannungsberechnung wirkt sich an Oberflichen von
Strukturen besonders negativ aus, da eine Verbesserung
der Spannungslésung in diesen Bereichen schwer zu er-
zielen ist. Die einfachsten Verfahren einer Verbesserung
der Knotenspannungswerte, die Mittelbildung und ge-
wichtete Mittelbildung, vgl. [2], liefern im Innern eines
Bauteiles gute Ergebnisse, sind jedoch an Bauteilober-
flichen nicht sehr effektiv, da nur entlang der Ober-
fliche gemittelt werden kann. Aufgrund dieser Proble-
matik wird in [11] und [13] ein Verfahren vorgestellt,
welches unter Ausnutzung der statischen Randbedin-
gungen eine verbesserte Normalspannungsberechnung
ermoglicht. Das Prinzip der Membranspannungsberech-
nung soll an dieser Stelle nur kurz beschrieben werden.
Aus Zweckmibigkeitsgrinden verwendet man fiktive
Randmembranelemente ohne eigene Steifigkeit, die auf
die interessierenden Riinder aufgebracht werden kénnen.
Die konventionelle Spannungsberechnung fiir 3D-Voll-
korperelemente erfolgt aus den Verschiebungsableitun-
gen entsprechend Gln. (3.1).
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Da die senkrecht auf der Oberfliche stehende Span-
nungskomponente auf den Oberflichen mit statischen
Randbedingungen bekannt ist, liit sich durch Elimi-
nierung von 0, und Einsetzen der bekannten Grofe
der Belastung p die Berechnungsvorschrift fiir die ver-
bleibenden beiden Normalspannungskomponenten ab-
leiten.
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Anschaulich betrachtet, wird auf die Verwendung der
fehlerhaften Dehnung €, zugunsten der bekannten sta-
tischen Randbedingungen verzichtet. Dab diese Form
der Spannungsberechnung verbesserte Werte liefert,
konnte in [11] und [13] gezeigt werden.

Da das Randmembranelement ebenfalls ein isoparame-
trisches Interpolationsgebiet ist, erscheint die Anwen-
dung der in Abschnitt 2. behandelten GauB-Punkt-
extrapolation auf das Randmembranelement sinnvoll.
Bild 3.1. zeigt ein Scheibenelement mit dem zugehori-
gen Randmembranelement auf dem Rand.

1_5“

Bid 3.1.
Scheibenelement mit Membranelement auf dem Rand Extra-

polation der Membranspannungswerte in den GauSpunkten #
auf die Elementknoten
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Bild 3.2.

Kugelformige Kerbe im einachsigen Zugfeld (Leon-Problem):
axialsymmetrische Modellierung

Die Spannungsextrapolation reduziert sich dabei um eine
Dimension und wird nur entlang des Randes ausgefiihrt.
Als numerisches Beispiel soll das sogenannte Leon-Pro-
blem, die kugelférmige Kerbe im emnachsigen Zugfeld,
vorgestellt werden. Die Vemetzung mit rotationssym-
metrischen Elementen ist in Bild 3.2. dargestellt. An die-
sem Beispiel ist die Doppelfunktion der kompatiblen
Ubergangselemente sehr anschaulich.

Einmal wird die Netzverfeinerung in Richtung der Kerbe
effektiv moglich. Zusitzlich ermdglichen die Ubergangs-
elemente an der Kerbe eine Freiheitsgraderh6hung der
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Kerboberfliche derart, daB an der Stelle, an der die
Kerbzahl berechnet wird, ein sehr kleines Randmem-
branelement angebracht werden kann. Die berechneten
Kerbzahlen, vgl. Bild 3.2., zeigen deutlich den erziel-
baren Effekt. Die konventionelle Spannungsberech-
nung liegt mit einem prozentualen Fehler von + 2,87 %
deutlich iiber dem analytischen Wert von Neuber. Die
Membranspannungsberechnung am Eckknoten zeigt mit
— 1,6 % Fehler ein deutlich besseres Fehlerverhalten.
Die Spannungsberechnung in den zwei Gauf-Punkten
des Randmembranelementes und die anschlieGende
Extrapolation auf die Kerbstelle trifft mit — 0,62 %
Fehler den analytischen Wert am besten.

Als zweites Testbeispiel wird ein Kreisbogentriger unter
Querkraftbelastung entsprechend Bild 3.3. untersucht.

Bild 3.3,

Kreisbogentriger unter Querkraftb ng:
F=10000 N, E = 200 00v Nmm—<,v= 0,3
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Bild 3.4.

Vergleich der Biegespannung 0 (y) entlang des AuBenrandes
r = 1000 fir direkte und extra‘ﬂolierte Berechnung der Span-
nungswerte in den Elementknoten



Die Belastung ist entsprechend der analytischen Refe-

renzlosung als Schubspannung eingetragen.

Die Vernetzung ist relativ grob gewihlt. Der stark aus-
gezogene AuBienrand soll die Membranelemente ver-
deutlichen. In Bild 3.4. ist der berechnete Biegespan-
nungsverlauf 0 (y) entlang des AuBenrandes darge-
stellt. Dabei zegt sich, daf die Spannungsberechnung
in den Knotenpunkten die schlechtesten Werte liefert.
Die Membranspannungsberechnung in den Knotenpunk-
ten verbessert das Ergebnis bei diesem Beispiel nur ge-
ringfiigig. Deutlich besser sind die Ergebnisse aus den
mit (x) gekennzeichneten GauB-Punkten. Die besten
Ergebnisse liefert jedoch die eindimensionale Extra-
polation der auf dem Rand gelegenen Gauf-Punkte der
Membranelemente.

4. Zusammenfassung

Die vorliegenden Untersuchungen beschiftigen sich mit
Moglichkeiten einer lokalen Lésungsverbesserung auf
der Grundlage von finiten Verschiebungselementen. Die
auf der Grundlage der gemischten Interpolation ent-
wickelten kompatiblen Ubergangselemente ermdglichen
sowohl starke Netzverfeinerungen als auck Knotenver-
dichtungen an Gebietsrindern. Der rela’iv unproble-
matische Aufbau dieser Elemente gestattet eine pro-
blemlose Integration in bereits vorhandene Elementka-
taloge.

Speziell fiir die Spannungsberechnung an definiert bela-
steten Oberflichen von Bauteilen eignet sich die Span-
nungsberechnung auf der Grundlage fiktiver Randmem-
branelemente, die unter Einbeziehung bekanntér Rand-
bedingungen deutlich bessere Werte liefert. Wie anhand
* der Testbeispiele deutlich wird, lassen sich beide Ver-
fahren giinstig miteinander kombinieren. Ebenso ist eine
Spannungsextrapolation mit den Gaub-Punkten als
Stiitzstellen mit beiden Verfahren kombinierbar und er-
folgversprechend. Die programmtechnische Erprobung
erfolgte im Rahmen des PS COSAR. Eine Ubertragung
auf andere FE-Programmsysteme ist prinzipiell mog-
lich.
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