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Die Eigenspannungen in der Umgebung der kaltverfestigten Bohrung

bei nichtlinearer Verfestigung
Udo Gamer

1. Einleitung

Unter Kaltverfestigung einer Bohrung versteht man die
Erzeugung eines sich auf die Schwingfestigkeit giinstig
auswirkenden Eigenspannungszustandes in der Umge-
bung der Bohrung. Diese erfolgt durch Aufweitung der
Bohrung mit Hilfe eines Dorns, wobei es zu plastischer
Deformation kommt (Bild 1). Nach dem Herausziehen
des Dorns verbleibt an der Bohrung eine Druckeigen-
spannung in Umfangsrichtung, welche die Entstehung
und die Ausbreitung von Rissen behindert.
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Bild 1
Scheibe und Do vor dem Aufweitvorgang

Die theoretischen Untersuchungen der Kaltverfestigung
fuBien zumeist auf der von Misesschen FlieSbedingung und
liegen deshalb nur in numerischer Form vor. Einen Lite-
raturiiberblick und einen kritischen Vergleich mit eige-
nen Experimenten bietet [1]. Legt man der mathemati-
schen Beschreibung des Aufweitvorgangs die Trescasche
FlieBbedingung samt zugeordneter Fliebregel zugrunde,
dann lassen sich die mit dem Aufweiten verbundenen
Spannungen und die nach dem Entfernen des Dorns in
der Scheibe zuriickbleibenden Eigenspannungen sowohl
fiir idealplastisches Verhalten als auch fiir einen Werk-
stoff mit linearer Verfestigung analytisch berechnen [2],
[8]. Auch die Beriicksichtigung einer beliebigen nichli-
nearen isotropen Verfestigung ist nur mit geringem nu-
merischen Aufwand verbunden [4], [5].

Die vorliegende Untersuchung beschiftigt sich ebenfalls
mit den Spannungen an der kaltverfestigten Bohrung, Sie
griindet sich auf dem speziellen Verfestigungsgesetz

Op =0, (1+nel‘(/_). (1)

Diese Verallgemeinerung der linearen Verfestigung, in
welcher o die urspriingliche FlieSgrenze, €y, die plasti-
sche Vergleichsdehnung und o die Fliefispannung be-
deuten, wird gerne von Experimentatoren verwendet.
Die Materialparameter k und 7 lassen sich unschwer er-
mitteln, indem man die graphische Darstellung der Mef-
ergebnisse auf doppeltlogarithmischem Papier durch eine
Gerade annihert [6]. Das Verfestigungsgesetz (1) hat die
interessante Eigenschaft, daB es bei rotationssymmetri-
schen ebenen Problemen zu stetigen Tangenten von
Spannungen und Dehnungen fiihrt, wenn der Exponent
im Bereich (0; 1) liegt [7]. Dies wird im folgenden ge-
zeigt.

2. Die Anstiege der Spannungen und der Deh-
nungen an der elastisch-plastischen Grenze

Die Stetigkeit von Radialspannung und Umfangsspan-
nung hat die Stetigkeit des Anstiegs der Radialspannung
zur Folge, wie man der Gleichgewichtsbedingung
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unmittelbar entnimmt. Eine weitere Folge der Stetigkeit
der beiden Spannungen ist die Stetigkeit der elastischen
Dehnungen. Da an der elastisch-plastischen Grenze die
Verschiebung stetig ist und die plastischen Dehnungs-
anteile verschwinden, sind dort die gesamten Dehnungen
stetig. Wegen

du
=20 2.2
hat somit auch die Verschiebung eine stetige Tangente..
Aus der Kompatibilititsbedingung

dep S04 23)
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ergibt sich schlieflich eine weitere stetige Tangente fiir
die Umfangsdehnung. Im allgemeinen besitzen also die
Radialspannung, die Verschiebung und die Umfangsdeh-
nung stetige Anstiege an der elastisch-plastischen Grenze.
Bei Zugrundelegung des Verfestigungsgesetzes (1) mit
0 <k <1 verlaufen auch die Tangenten der Umfangs-
spannung, der Radialdehnung und der Axialdehnung ste-
tig.

Wenn es in axialer Richtung nicht zu plastischem Fliefen
kommt, dann lautet die plastische Vergleichsdehnung

Eey = — 0p + —. (2.4)
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Diese stimmt mit der plastischen Umfangsdehnung iiber-
ein. p : = r/z ist der auf die elastisch-plastische Grenze
bezogene Radius. Nach (2.4) und (1) ist die Abhingig-
keit der plastischen Vergleichsdehnung vom Radius ge-
geben durch

o
Eey to, (1+ne$)_p_;=o. (2.5)

Die Ableitung dieser Gleichung nach p liefert

20, e{:‘k

de 20

de=_ E ; k_11_3=_ 1k 1_3(2'6)
+o, 'r)kev p Eev +o,nk p

Fiir lineare Verfestigung, k = 1, findet man

d_GY= __.2_0"_ 1 @27

dp E+o,n p3 '

und fiir idealplastisches Verhalten, n = 0, ergibt sich

dp E p3

Unter Verwendung dieser Anstiege erhilt man die Nei-
gungen der zugehorigen Fliefspannungen. Allgemein gilt

oy 2wty adw
dp E+aonkel{,‘1 P Ee%,“"+o°nk I

Fir lineare Verfestigung und idealplastisches Material
folgt daraus

(2.10), (2.11)

An der Bereichsgrenze p = 1 verschwindet die plastische
Dehnung. Fiir k > 1 ergeben sich dort die Anstiege

(2.12), (2.13)

(2.14), (2.15)

Die Steigungen der plastischen Vergleichsdehnung und
der FlieBspannung an der elastisch-plastischen Grenze
hiingen also unstetig von den Materialparametern k und
1 ab.
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Aus dem im Falle k <1 an der Stelle p = 1 auftretenden
Verschwinden des Anstiegs der plastischen Vergleichs-
dehnung folgt die Stetigkeit des Anstiegs der Umfangs-
spannung. Man bestitigt dies durch Untersuchung der
Vergleichsspannung im elastischen Bereich,

o,—0 =-2 (2.16)

(vgl. (3.1) und (3.2)). Sie hat an der Bereichsgrenze die
Steigung

d
) (0p—0,)=—20, 217

wie die FlieBspannung im angrenzenden plastischen Be-
reich. Wegen des stetigen Anstiegs der Radialspannung
verliuft auch die Umfangsspannung mit stetiger Tangen-
te und ebenso die Dehnungen in radialer und in axialer
Richtung.

3. Die Spannungen nach Einfiihren des Dorns

Im folgenden sind die allgemeinen Ergebnisse zusammen-
gestellt [4]. Im elastischen Aubenbereich p > 1 herr-
schen die Spannungen

g
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Im plastischen Innenbereich @ < p <1, wo & : = a/z der
auf den Grenzradius bezogene Bohrungsradius ist, gilt
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dp - 3% % =0 + op. (3.3),(34)
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Die Radialspannung erhilt man mit Hilfe der FlieGbe-
dingung (3.4) durch Integration der Gleichgewichtsbe-
dingung (2.1). Die dabei bendtigte Abhingigkeit der
FlieBspannung vom Radius muB i. a. numerisch durch
Elimination der plastischen Vergleichsdehnung aus dem
Verfestigungsgesetz (1) mit Hilfe von (2.4) berechnet
werden. Durch

lop 1

=f——=d, + = 5
PSS dor g0 (35)
und
B L fov-q-vpi gk 35)
0,a ol Ey o,

ist die Parameterdarstellung der Abhiingigkeit des an der
Bohrung angreifenden Drucks vom Dorniibermab i gege-
ben; der Index D bezieht sich auf den Dormn. 1/a lLiBt
sich als auf den Bohrungsradius bezogene Eindringtiefe
des plastischen Bereichs deuten.



Wenn an einer Stelle r = y > a die Umfangsspannung ver-
schwindet und der Anstieg do,,/dp dort positiv ist, dann
gelten die Spannungen (3.3) und (3.4) nur im Bereich
y/z < p < 1. In diesem Falle liegt ein iiberkritisches
DorniibermaB vor. Fiir. Werkstoffe mit linearer Verfesti-
gung wurden die Spannungen im Bereich a < p < y/z un-
tersucht [8], [9].

4. Die Spannungen im plastischen Bereich bei
spezieller Verfestigung
Die Spannungen im plastischen Bereich werden nun er-

mittelt fir das Verfestigungsgesetz (1) mit dem Expo-
nenten k = 1/2. Zuerst berechnet man die Abhingigkeit

der Fliefispannung vom Radius,
- B /1
Op=1-—+H ?—Lz (4.1)

mit b'ij: = oij/oor H:=n+/ oo/E und L2:= 1 — H2/4. Wei-

ter unten wird P2:= —L.2 benotigt.
Fir H <2 oder L > 0 ergibt sich

2
3r=(1_%)logp_H\/%—L2—HLarcsin(Lp)+
p

+HLarcsinL+§(H2—l), @

2
8,=(1-2)logo~HLarcsin (L) * HLarcsinL+ (4.3

Zu H = 2 gehoren die Spannungen

- 2.3 _ 1
or——logp—;+ 3 0p=—logp + 3" (4.4), (4.5)
Fiir H> 2 oder P > 0 findet man schliefilich
2
a,=(1-I;_) logp — Hv/ >+ P2
p
Po+v 1+P2p2
+HPlog———pg—— +-(HZ-1), (46)
P+ — 2
2
2 Pp+y/ 14P2p2
3= (1--)logo+ HPlog————+ . (47)
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5. Numerische Ergebnisse

Es stellt sich die Frage, fiir welche Parameter H ein kri-
tisches Ubermaf existiert. Aus der Ableitung dd,/dp
nach (4.3) findet man ein Extremum an der Stelle

W 1 H2
P (- 3). (5.1)

Bei diesem handelt es sich um ein Maximum der GroSe

H2 1 H? , H2
=max _ H in(l ——
Tyt =(1 5 )log[L(l 3 )] —HLarcsin (1 5 )+

+HLarcsinL + % (5.2)
Bei H=+/ 2 ergibt sich an der Stelle p* = 0 das Maximum

-~ max =
Gy 1.29.

Fiir H > +/ 2 besteht kein Extremum; fiir H <+/2 hat
die Funktion (4.3) ein Extremum und eine Nullstelle
(Bild 2). Wegen der Linearisierung ist jedoch die hier ge-

N>

Bid 2

EinfluB des Verfestigungsparameters auf den Verauf der Um-
fangsspannung

botene Theorie nicht bei beliebig kleinen Radien p giil-
tig; entscheidend fiir die Anwendbarkeit der Ergebnisse
ist die Grofe der Dehnungen. Zu H = 0.5 beispielsweise
gehort die (reziproke) kritische Eindringtiefe a/z = 0.325
und der kritische Druck p/o, = 2.33 (Bilder 3 und 4).
Nach

E 1 E 1 (53)
—€=(1-V06,——%, —e€,=(1-v)0 +—
o, " =13 =2 oo‘P( )% o2  (54)

treten dabei am Rande-der Bohrung die Gesamtdehnun-
gen Ee/0, = — 9.46 und Ee‘l/ 0, = 7.90 auf. Bei grofe-
ren Verfestigungen mub der kritische Fall, wenn ein sol-
cher existiert, mit Hilfe éiner geometrisch nichtlinearen
Theorie untersucht werden.

Die nach (4.2) bis (4.7) berechneten Spannungen sind
iiber log p aufgetragen. Bild 3 zeigt die Radialspannung
und Bild 4 die Umfangsspannung. Fiir H = 0 hat die (re-
ziproke) kritische Eindringtiefe den Wert

a/z = 1/ v/ e = 0.607. Diese Eindringtiefe wird vom kri-
tischen Druck p/o, = 1 erzeugt.

H - o entspricht dem elastischen Verhalten, und zwar
bei beliebigen endlichen Exponenten k. Man zeigt dies
mit Hilfe von (2.5). Nach Umformung kommt daraus

€ = ;17-(:_2-1_05%). (5.5)

o
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Bild 3
- Radialspannung 0,/0,, als Funktion von r/z mit H als Scharpara-
meter
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Bild 4 _
Umfangsspannung odoo als Funktion von r/z mit H als Schar-
parameter :

Fiir n = °° verschwindet die plastische Dehnung; der
Werkstoff verhilt sich elastisch.

Auf Bild 5 sind die Spannungen und die nach dem Ent-
fernen des Dorns in der Scheibe verbleibenden Eigen-
spannungen als Funktion von r/a fiir den Verfestigungs-
parameter H = 0.75 und die (reziproke) Eindringtiefe
a/z = 0.5 dargestellt. Nach (4.2) greift an der Bohrung
der Druck p/o,, = 1.56 an. Fiirv = vp = 1/3 und E/Ep =
1/3 bendtigt man nach (3.6) zur Erzeugung dieses
Drucks das Obermat Ei/(0,, a) = 3.31.

Bei der Entlastung, also beim Herausziehen des Dorns,
kommt es nicht zu sekundirem FlieGen. In diesem Fall

erhilt man bekanntlich die Restspannungen 05 durch

Subtraktion des fiktiven elastischen Spannungszustan-
des, der durch den Druck p an der Bohrung hervorgeru-
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Bild 5
Spannungen unter Last und Eigenspannungen als Funktion von
r/a fir H=0.75und a/z = 0.5

fen wird, von den Spannungen unter Last (L), also bei
eingefiihrtem Dorn,

(5.6), (5.7)

2 2
o._ a o__L a
Or-0}’+p:2—, a‘p—-o‘p—pz.

Selbstverstiindlich besitzen auch die Restspannungen ste-
tige Tangenten.
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