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Ein numerisches Verfahren zur Emmittlung elastischer Charakteristika
von zylindrischen Paneelen aus hochelastischem Material

Teil I: Theoretische Grundlagen
Sergej Anatol'evi¢ Gluchich

1. Einfiihrung

Gummi findet aufgrund seiner spezifischen Eigenschaf-
ten (Inkompressibilitit, das Vermogen zu grofien elasti-
schen Deformationen u. a.) verschiedene Anwendungen
in der Technik. Die vorliegende Arbeit erliutert numeri-
sche Berechnungsmethoden, die fiir die Konstruktion
und Projektierung von gummiihnlichen (hochelasti-
schen) Materialien mit groen Deformationen notwendig
sind.

Die Gebrauchseigenschaften einer Reihe von Erzeugnis-
sen (Schwingungsisolatoren, Schallresonanzabsorber aus
Gummi u. a.) werden wesentlich durch die Form des
Kraft-Verschiebungs- Diagramms bestimmt. In der Theo-
rie der Schwingungsisolation [4] unterscheidet man harte
und weiche Belastungsdiagramme (Bild 1 und 2). Bei rea-
len Konstruktionen, die im Bereich grofer Deformatio-
nen arbeiten, kommen wesentlich kompliziertere Bela-
stungsdiagramme vor. Beispielsweise haben Kompres-
sionsamortisatoren in konischer bzw. Briickenform Dia-
gramme mit charakteristischen Extrempunkten (Bild 3).
Wihrend des Belastungsvorgangs kommt es bei diesen
Amortisatoren zum Durchschlagen in einen neuen
Gleichgewichtszustand (gestrichelte Linie). Prinzipiell
andere Belastungsdiagramme haben elastische Elemente,
die die Symmetrie der Deformationskonfiguration bei
Erreichen eines bestimmten kritischen Belastungsniveaus
indern (Bild 4). Beide Diagrammvarianten sind typisch
fiir zylindrische Rohre und Paneele bei Belastungen in
Form von Flichen- oder Einzelkriften.
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Hartes Belastungsdiagramm Weiches Belastungsdiagramm

Bild 3
Belastungsdiagramm mit Extrempunkten (Punkt A und B)

Bild 4
Belastungsdiagramm mit Bifurkationspunkt (Punkt C)

Zylindrische Rohre und Paneele aus gummiihnlichen
Materialien werden aufgrund ihrer technologischen Von:-
teile vielfach als elastische Elemente bei Schwingungs-
und Lirmschutzeinrichtungen verwendet.

Hier werden die Aufgaben zur ebenen und zur riumli-
chen Deformation von hochelastischen zylindrischen
Paneelen beliebiger Dicke unter Einwirkung hydrosta-
tischen Drucks betrachtet. Analoge Aufgaben wurden
friiher fiir zylindrische Rohre betrachtet [7], [8].

Die Berechnung erfolgt unter folgenden Voraussetzun-
gen: das Material des Paneels ist ideal elastisch und in-
kompressibel, die Rinder sind unverschieblich starr ein-
gespannt.

Die Besonderheiten der im weiteren betrachteten Aufga-
ben sind entweder mit dem Auftreten von nichtsymme-
trischen Deformationsformen in symmetrischen Kon-
struktionen bei symmetrischer Belastung aufgrund klei-
ner Imperfektionen oder mit dem sprunghaften Uber-
gang (Durchschlagen) in einen neuen Gleichgewichtszu-
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stand ohne Anderung der Symmetrie der deformierten
Konfiguration verbunden. Die Analyse solcher Besonder-
heiten ist Aufgabe der Stabilititstheorie bzw. der Unter-
suchungen des nachkritischen Verhaltens von Konstruk-
tionen [5], [26], wobei die Theorie und die Untersu-
chungsmethoden am besten fiir Stibe, Platten und Scha-
len ausgearbeitet sind.

Hochelastische raneele haben in der Regel eine Dicken-
abmessung, die mit den anderen Abmessungen vergleich-
bar ist. Daher kann man ihre Berechnung nicht mit der
Hilfe der verschiedenen Varianten der technischen Scha-
lentheorie durchfiihren, ohne vorher eine Abschitzung
der Anwendungsgrenzen auf der Grundlage des Ver-
gleichs mit Berechnungsergebnissen fiir dreidimensionale
Modelle vorzunehmen.

Die unterschiedlichen Dickenabmessungen der betrachte-
ten Elemente, die geometrische Nichtlinearitit infolge
grofier Verschiebungen und Rotationen sowie die physi-
kalische Nichtlinearitit hochelastischer Materialien erfor-
dern die Anwendung der nichtlinearen Elastizitiitstheo-
rie.

In diesem Zusammenhang sei auf einige Einschrinkun-
gen der Anwendung existierender Berechnungsverfahren
der klassischen Elastizititstheorie auf die hier betrachte-
ten Aufgaben hingewiesen. Diese, im allgemeinen halb-
analytischen Losungsverfahren, beruhen auf der Uberla-
gerung kleiner Storungen der differentiellen Gleichge-
wichtsbeziehungen. Sie dienen der Ermittlung der Para-
meter fiir das kritische Gleichgewicht bei Beibehaltung
der Hauptrichtungen der vorkritischen Deformationen.
Eive solche Vorgehensweise gestattet nicht, Aussagen
iiber den Verlauf des Belastungsdiagrammes im iiberkri-
tischen Bereich zu machen (Bild 3, 4). Dieser Bereich be-
st:rumt jedoch vorrangig die Gebrauchseigenschaften fiir
Erzeugnisse aus gummiihnlichen Materialien, die als ela-
stische Elemente hochelastische Paneele enthalten.

Bei der Berechnung von wesentlich nichtlinearen Bela-
stungsdiagrammen hochelastischer Paneele beliebiger
Dicke ist es notwendig, Naherungsmethoden anzuwen-
den. z. B. direkte Variationsmethoden. An dieser Stelle
sei angemerkt, daB die vorhandenen universellen L&-
sungsmethoden fiir dreidimensionale Aufgaben (in der
iiberwiegenden Anzahl sind dies heute die Finite-Ele-
mente-Methoden) nicht ausreichend die spezifischen Be-
sonderheiten gummidhnlicher Materialien wie die In-
kompressibilitit und die physikalische Nichtlinearitiit bei
grofien Deformationen beriicksichtigen.

Hier wird eine spezielle numerische Berechnungsmetho-
de fiir dreidimensionale Aufgaben der nichtlinearen
Elastostatik vorgestellt. Betrachtet werden zylindrische
Paneele beliebiger Dicke aus inkompressiblem, hoch-
elastischen Material bei groBen Deformationen.

Al- erste Niherung zur Losung der betrachteten Aufga-
ber konnen Ergebnisse dienen, die man nach der Theorie
fir diinne Schalen unter Verwendung der Kirchhoff-
Love-Hypothese enthilt. Arbeiten in dieser Richtung
sind ausfiihrlich in [9] diskutiert.

Dic ebene Deformation eines langen zylindrischen
Paneels mit eingespannten Rindern unter Einwirkung
gleichméBigen Druckes stellt eine Aufgabe dar, die im
Rahmen der geometrisch nichtlinearen Theorie fiir diin-
ne, flache Schalen [17] eine analytische Losung gestat-
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tet. Aus den in der Literatur angefiihrten Ergebnissen
stellt die in der Monografie von M. S. Kornifin und F. S.
Isanbajeva [13] angefiihrte Losungsform die giinstigste
dar. Entsprechend dieser Losung wird der Charakter der
Deformation des Paneels vom Wert eines verallgemeiner-
ten, dimensionslosen Kriimmungsparameters (s. Gl. 30))
bestimmt. Bei Werten dieses Parameters unter 20.2 ver-
formt sich das Paneel symmetrisch, gréBeren Werten ent-
spricht das Auftreten von nichtsymmetrischen Deforma-
tionsformen. '

Eine analytische Losung fiir die Aufgabe iiber die ebene
Deformation nichtflacher zylindrischer Paneele erhilt
man nur bei linearer Formulierung [20]. Die nichtlineare
Analyse grofier Durchbiegungen solcher Paneele ist unter
Verwendung numerischer Methoden in [22], [24] vorge-
nommen worden.

Ergebnisse, die auf der Basis der Verwendung verbesser-
ter Varianten der Schalentheorie [6] erhalten wurden,
kann man als zweite Naherung zur Lésung der betrachte-
ten Aufgaben ansehen.

Die geometrisch nichtlineare Theorie flacher Schalen
mittlerer Dicke [2], die auf der Beriicksichtigung des
Querschubs entsprechend dem Timofenko-Modell ba-
siert, gestattet eine analytische Losung fiir die ebene De-
formation des kreiszylindrischen Paneels bei verschiede-
nen Randbedingungen und Belastungsformen [14]. Es
wurde dort festgestellt, daf der Einfluf der Schubdefor-
mationen auf das Belastungsdiagramm bei transversal-
isotropem Material mit geringer Schubsteifigkeit wesent-
lich sein kann. Kleiner ist der Einfluf des Querschubs
bei isotropen Materialien.

Es kann also festgestellt werden, daf es in der Literatur
Ergebnisse gibt, die als erste und zweite Niherung fiir die
hier betrachteten Aufgaben aufgefafit werden konnen.
Die Frage der Anwendungsgrenzen fiir solche Lésungen,
die ohne genauere Beriicksichtigung der Eigenschaften
des hochelastischen Materials ermittelt wurden, ist noch
nicht untersucht worden.

Folgende Fragen sind gegenwirtig bei der praktischen
Berechnung von Gummielementen noch nicht gelost:

— Es fehlen Untersuchungsergebnisse fiir das elastische,
nachkritische Verhalten von hochelastischen Kérpern
bei groBen Deformationen. Dadurch ist es nicht még-
lich, eine Reihe von Gummikonstruktionen (Amorti-
satoren zum Schutz vor Stofbelastungen, Lirm- und-
Schwingungsabsorber) zu konstruieren.

— Die existierenden Losungsverfahren fiir Aufgaben
iiber grofse Deformationen hochelastischer Korper
und die auf ihrer Grundlage aufgebauten Programme
sind fiir die Berechnung wesentlich nichtlinearer, wei-
cher elastischer Steifigkeitscharakteristika unter Be-
riicksichtigung der dreidimensionalen Deformations-
verteilung nicht geeignet.

— Die Anwendungsgrenzen der Schalentheorie bei der
Berechnung von zylindrischen Paneelen aus gummi-
dhnlichen Materialien sind nicht bekannt.

— Der Einflub der Form des elastischen Deformations-
potentials fiir inkompressibles, hochelastisches Mate-
rial auf die Berechnungsergebnisse ist ungeniigend un-
tersucht.



In diesem Zusammenhang ist die Schaffung eines speziel-

len Verfahrens zur numerischen Analyse nichtlinearer

elastischer Steifigkeitscharakteristika fiir zylindrische

Paneele beliebiger Dicke aus hochelastischem inkompres-

siblem Material bei grofen dreidimensionalen statischen

Deformationen von besonderer Aktualitit. Dieses Ziel

wird durch die Losung folgender Probleme erreicht:

— Erarbeitung eines Losungsalgorithmus fiir dreidi-
mensionale nichtlineare Aufgaben mit Hilfe der di-
rekten Variationsmethode von Ritz und der verallge-
meinerten Methode der Fortsetzung nach einem Para-
meter mit iterativer Verbesserung,

— numerische Realisierung des Algorithmus in einem
Programmsystem fiir EDVA der ESER-Klasse,

— Ermittlung der vollstindigen statischen Belastungs-
diagramme fiir zylindrische Paneele bei duSerem hy-
drostatischen Druck fiir ein groBes Intervall der geo-
metrischen Parameter sowie der nachfolgenden
Approximation der numerischen Ergebnisse durch
analytische Ausdriicke, um den praktischen Gebrauch
der Ergebnisse fiir die Projektierung der Gummier-
zeugnisse zu erleichtern,

— Abschiitzung des Anwendungsgebietes der Theorie
dinner Schalen (Kirchhoff-Love-Hypothese) und
Schalen mittlerer Dicke (Timo$enko-Modell) bei der
Berechnung von Gummierzeugnissen am Beispiel
einer Gegeniiberstellung der numerischen Ergebnisse
dieser Arbeit mit bekannten Ergebnissen,

— Analyse der Abhiingigkeit der elastischen Steifigkeits-
charakteristik von der Form des fiir die Berechnung
zugrundeliegenden Deformationspotentials bei hoch-
elastischem inkompressiblen Material.

2. Ein Léosungsalgorithmus fiir nichtlineare Ela-
stizititsaufgaben in Zylinderkoordinaten fiir
Elastomerkorper

Die Grundlage der Losung der betrachteten Aufgabe der
Elastizititstheorie bildet das Prinzip vom stationiren
Wert der vollstindigen potentiellen Energie fiir endliche
Deformationen [15]. Die numerische Realisierung wird
durch die Anwendung der direkten Variationsmethode
von Ritz bei hohen Niherungen erreicht. Das nichtlinea-
re algebraische System wird mit Hilfe der Methode der
Fortsetzung nach einem verallgemeinerten Parameter
[10] und entsprechender iterativer Verbesserung nach
Newton-Kantorovié gelost.

Als elastisches Potential fiir die endlichen Deformatio-
nen des inkompressiblen Materials wurde das Potential
von Ogden [25] gewihlt, wodurch eine Modifikation des
iterativen Losungsverfahrens notwendig wurde. Die
Komponenten der Jacobi-Matrix wurden auf der Basis
einfacher Beziehungen fiir neohookesches Material be-
rechnet, und die Kopplungen zwischen den nichtlinearen
Gleichungen wurden aus den vollstindigen Beziehungen
des Ogdenschen Potentials ermittelt.

Zur Darstellung des Potentials der hydrostatischen Bela-
stung durch die Komponenten des Verschiebungsvektors
wurde eine Methode verwendet, die fiir die Berechnung
zylindrischer und konischer Schalen vorgeschlagen wur-
de [1]. Hier wurde diese Methode auf den Fall dreidi-

mensionaler Kérper mit beliebiger glatter Oberfliche in
Zylinderkoordinaten verallgemeinert.

Die Approximation der unbekannten Funktionen beruht
auf dem Separationsverfahren fiir die Variablen unter

Verwendung Cebylevscher Niherungen. Dabei wurden
vertrigliche Approximationen fiir die Verschiebungen
und den Lagrangeschen Multiplikator, der die Inkom-
pressibilititsbedingung in das Funktional der vollstindi-
gen potentiellen Energie einfiihrt, erzielt.

Der Ubergang zum iiberkritischen Losungszweig in der
nichtlinearen Aufgabe erfolgt mit Hilfe der Storungs-
theorie. Die Anfangsabweichung von der Symmetrie
der Aufgabe wird in die geometrische Form der be-
trachteten zylindrischen Paneele eingefiigt. Zur nihe-
rungsweisen Ermmittlung der Parameter des kritischen
Gleichgewichts wird ein Berechnungsverfahren vorge-
schlagen, welches auf der numerischen Analyse der Ab-
schitzung der Kondition des zu losenden Systems be-
ruht.

Der Berechnungsalgorithmus wurde in Form eines Re-
chenprogramms realisiert.

Das Funktional der inneren potentiellen Energie fiir end-
liche Deformationen des ideal-elastischen isotropen, in-
kompressiblen Korpers li6t sich als Integral iiber das un-
deformierte Volumen aufschreiben

N =ufff[W+S(@-1)]4V, (1)
(Vo)
wobei i — der Schubmodul bei kleinen Deformationen,
W — das Funktional der spezifischen inneren potentiel-
len Energie (elastisches Potential), ® = V/V, — die relati-
ve Volumeniinderung sind.
Das in das Integral (1) eingehende Glied S (8 — 1) bringt
keinen Beitrag zur potentiellen Energie und hat die Be-
deutung der Inkompressibilititsbedingung © — 1 = 0, die
mit dem Lagrangeschen Multiplikatoren S in das Funk-
tional eingefiigt wurde. Im weiteren triigt die Funktion S
die Bezeichnung ,,Funktion des hydrostatischen Drucks”
entsprechend der Terminologie der linearen Elastizitiits-
theorie [16], wobei S bis auf einen Faktor mit dem Ku-
geltensoranteil des Spannungstensors zusammenfillt.
Weiterhin werden nur Aufgaben betrachtet, die mit hy-
drostatischer Belastung verbunden sind. Dabei bleibt die
Kontur der belasteten Paneele unverformt oder verformt
gich in ihrer Ebene. Die Konservativitiit der mitgehenden
Belastung wurde fiir diesen Fall in [11] von L. M. Zubov
gezeigt.
Das Funktional des hydrostatischen Drucks Il; wird aus
rein geometrischen Uberlegungen formuliert

Hq =qAY, (2
wobei A V — das Volumen darstellt, welches zwischen
der deformierten und der undeformierten Lage der Fli-
che mit der gleichmiBig verteilten, mitgehenden Bela-
stung q eingeschlossen ist.

Bei Anwendung der Prozedur des Ritzschen Verfahrens
auf das Funktional der vollstindigen Energie

I = Mg + Iy fiihrt die Variationsbedingung & IT = 0 auf
ein System von nichtlinearen algebraischen Gleichungen

Fi@ 9=231,q/34=0, 3
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wobei mit §; die Komponenten des Vektors § der unbe-
stimmten Koeffizienten in der Approximation der Ver-
schiebungen und der Funktion des hydrostatischen
Drucks bezeichnet werden.

Der Losungsalgorithmus der Aufgabe, die sich in der
Form des Systems algebraischer Gleichungen (3) darstel-
len ld6t, wird als Schritt-Prozedur der Fortsetzung nach
dem natiirlichen Parameter q mit iterativer Verbesserung
der Losting in jedem Schritt nach der Methode von New-
ton-Kantorovi¢ realisiert

- 0)_
9= 4y B0 =Bre-1y

TGy - MY = —F @A), )

(m+1) _ o(m) (m+1)
By =By * A8
wobei k — die Schritthummer, m — die Iterationsnum-
mer, (*) — das Symbol fiir das Skalarprodukt, A §— der
Zuwachs des Koeffizientenvektors sind. AuBerdem ist

211
- 5
] {aaiapj } ®

die Jacobische Matrix.

Nach einigen Schritten (zwei bis drei), die zum Erhalt
der Anfangsniherung notwendig sind, wird ein Wechsel
des Fortsetzungsparameters vorgenommen. Dabei wird
der urspriingliche Parameter q den variierbaren GroBen
zugeordnet

a= (8.4 . (6)

Zum Gleichungssystem (3) wird €ine neue Gleichung
hinzugefiigt [10], die den verallgemeinerten Fortset-
zungsparameter t mit dem neuen Vektor der Unbekann-
ten a verbindet

F@-=0,
deg_1) ¢-l@ey 1) g-1)*9 =0 ()

Dabei kann man den Ausdruck fiir das vollstindige Dif-
ferential d (k1) a8 endliche Differenz darstellen

Zk-1) " %k-2)

da ~
X(k-1)
[(Q‘(k_1)—£(k_2)) * (E(k_l)—_(k_z))p/z

®)

Die Jacobi-Matriz des erweiterten Gleichungssystems (7)
lautet

I aFaq
Io7 9
dege 1) d94k_1)

Im Gegensatz zu (5) weist diese keine Singularititen in
der Nihe der lokalen Extrema fiir die Belastung q auf
(s. Bild 3). Die Schrittprozedur fiir das Gleichungssystem
(7) auf der Grundlage des Iterationsprozesses von New-
ton und Kantorovi¢ hat folgendes Aussehen

(0) _
%) = %) t20ny

I, @)y Al =~ @{i). (10)
(m+1) _ (m) (m+1)
Zh) k) TA%k)

wobei F’ — der Kopplungsvektor fiir das System (7) ist.
Das System der linearen algebraischen Gleichungen (10)
besitzt im Gegensatz zu (4) keine Symmetrieeigenschaf-
ten.

Eine der allgemeinsten Formen der Darstellung des Po-
tentials W, welches in (1) eingeht, ist die von Ogden vor-
geschlagene verallgemeinerte Form [25]

N A A A
P Q Q

W= 2 By Keng Keng Ko, ay
k=1

wobei ’dk. ﬁk Materialkonstanten und A, — die Haupt-
dehnungen sind, welche ihrerseits mit der Inkompressi-
bilititsbedingung A; Ay A3 = 1 verbunden sind. In [25]
wurde gezeigt, daf man durch die Auswahl der Konstan-
ten (& = 13,85 = 50,83 = — 2,0, ; = 1,147,

Ba = 0,0006, B3 = 0,0115) die klassischen Experimente
von Treloar [21] bis zu einem Dehnungsgrad von 5 — 6
beschreiben kann. Praktisch folgen alle bekannten Po-
tentiale, die bisher bei der L3sung von angewandten Sta-
tikaufgaben fiir Elastomerkorper verwendet wurden, als
Sonderfillle aus dem Ausdruck (1) (vgl. Tabelle 1). &
nimmt dabei einen beliecbigen Wert aus dem Intervall
[-1,+1] an.

Tabelle 1
Bekannte elastische Potentiale, die durch das Potential von Og-
den [25] verallgemeinert sind

A A
Autoren Np Bk o
Treloar [21] 1 0,5 2

cv'l

Chasanovié [3] 1 2,0 1
Mooney, 2 0,25(1 +§)
Rivlin [19] 0,25(1 %) -2
Cemych, 2 1+¢& 1
Subina [23] 1= _1

Das gewihlte elastische Potential gestattet die Formulie-
rung der fiir die weiteren Rechnungen benétigten physi-
kalischen Beziehungen. Beispielsweise lauten die Haupt-
spannungen des Cauchy-Greenschen Tensors

.N A

P A .

oi=E ﬁkakkiak'f'SS (12)

k=1



Fir die weiteren Ausfiilhrungen miissen orthogonale Zy-
linderkoordinaten r, ¢, z und die entsprechenden Kom-
ponenten des Verschiebungsvektors u, v, w eingefiihrt
werden.

Die Hauptdehnungen A; im Ausdruck fiir das elastische
Potential (11) lassen sich durch die Komponenten des
Verschiebungsvektors nur fiir Aufgaben der ebenen und
axialsymmetrischen Deformation darstellen

A1=VE1'X2=V82,X3=1+ﬂ§w 13)
wobei
B3 (6V/GT-462)

ist. Der Parameter ¥ nimmt den Wert 0 oder 1 an ent-
sprechend dem Charakter der Aufgabe (eben oder axial-
symmetrisch).

Die Werte G und © werden durch die Verschiebungs-
komponenten und ihre Ableitungen nach den Koordina-
ten ((...),y=98/0r,(...),p=0/3y(...),=03/02)
wie folgt ausgedriickt

G=(1+ u,‘,)2 + v?r +(v- u,,)2 t(r+u+ v"p)zl /+2,

(14)
e=[1+ up(rtutvy)tv, (v— u,‘p)] I
(fiir die ebene Deformation),
G=(l+uy?+ u?z twd (1w )

(15)

0= (1 g u,r) (1 5 w,z) —Ugzlu,

(fiir die axialsymmetrische Deformation).

Die Komponenten der Jacobischen Matrix ] der inneren
potentiellen Energie, die durch das Ogdensche Potential
(11) ausgedriickt wird, haben einen iiberaus groen Um-
fang, der fiir die numerische Realisierung nicht geeignet
ist. Gleichzeitig mufi aber festgestellt werden, daf die
analogen Beziehungen fiir das Ein-Parameter-Potential
von Treloar sehr einfach ist. Daher wird folgende Modi-
fikation der betrachteten Iterationsschemata (4) und
(10) vorgeschlagen: die Jacobi-Matrix, die dem Ogden-
schen Potential entspricht, wird durch die Jacobi-Matrix
des neohookeschen Materials (Treloarsches Potential) er-
setzt. Die numerische Konvergenz der modifizierten Ite-
rationsschemata wird durch die nachfolgend angefiihrten
Resultate bestitigt.

Die innere potentielle Energie, die dem Treloarschen Po-
tential entspricht, lift sich im allgemeinen Fall der drei-
dimensionalen Deformation in Zylinderkoordinaten fol-
gendermafBen aufschreiben

U= [u +v2+w - (—— "" 24 (= "p) +

w
2 2 2 2
+ (—r’w )<+ v, bk Bl w,z] +S(u,

utv
+—_.—"p+wz)+
r k]

+S—l

{(u#, Vv we—Q+wy)v ]+ (16)

trtutvg)(uew, —woug)+

+(ut v#,) (u’r tw,)t W0 [u’z ve—v,(1+ “,r)]} .

Jetzt wird ein infinitesimal kleines Element dR der belie-
bigen, glatten Fliche R (y, z) in seiner Lage.vor und
nach der Deformation betrachtet. Dieser Weg wurde be-
reits in [1] verfolgt. Dabei kann man den Ausdruck fiir
die Volumenanderung AV, der in das Potential der hy-
drostatischen Belastung (2) eingeht, ermitteln

AV=[/Q dR (17)
®)

mit

Q=Ru—R"pv—R,sz+%[u(u+v’¢)+
+v(v‘“,‘p)+R(uw'z—wu’z)+
+R,‘p(v’zw—vw’z)+R,z(vw"p—v,‘pw—uw)]+
+1—[u (vw )+

3 .z X ,w-wu,‘p—uw (18)

+V,z (Wu,‘p—-u W,¢—VW)+

tw, (u2+v2+uv,‘p—vu’¢).

Fiir eine Kreiszylinderfliche R = konst vereinfacht sich
der Ausdruck (18) etwas

Q:Ru+é_['u(u+v"p)+v(v—u,‘p)+

tRuw, wuz)]+ [uz(vw‘p 19)

—WVy—uw)tv (Wug,—uw,—

2 4.2
—vw)tw, (u+tv +uv#,—vu"p)].

Hier wurden im Gegensatz zu [1] die Glieder 3. Ordnung
beibehalten. Deren Rolle lifit sich leicht am Beispiel der
axialsymmetrischen Deformation fiir den Kreiszylinder
zeigen

Q=u®+3)+(R+)@w, —wuy). (20)

Die Vernachlissigung der Glieder 3. Ordnung ist gleich-
bedeutend mit der Annahme, dafi die Verschiebungen
klein sind. Fiir die im weiteren betrachteten Aufgaben
zur Deformation von zylindrischen Paneelen aus hoch-
elastischen Materialien sind die Werte der Verschiebun-
gen vergleichbar mit denen des Radius der Paneel-Fliche.
Daher wird der vorliegende Algorithmus auf der Basis
der vollstindigen Beziehungen fiir das Potential der hy-
drostatischen Belastung (18) aufgebaut.

Alle bisher eingefiihrten Beziehungen hingen nicht so we-
sentlich von der konkreten geometrischen Form der
hochelastischen Koérper ab. Daher tritt erst jetzt die
Notwendigkeit auf, bestimmte Einschrinkungen einzu-
fiihren.
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Nachfolgend werden zylindrische Paneele mit unver-
schieblichen Rindern betrachtet. Diese sind in der

Draufsicht rechtwinklig und nehmen folgendes Volumen
ein

r SISy, ¢ << ¥9,2) Sz <zy. @1

Zur bequemeren Schreibweise der Koordinatenfunktio-
nen werden dimensionslose Variablen, die sich im Inter-
vall [—1, +1] éndern, eingefiihrt

9= 2o—y - ‘Pg)/ (pg — ¥;)- (22)

r und z werden analog definiert.

Die Approximation der Verschiebungen und der Funk-
tion des hydrostatischen Drucks werden mit Hilfe der
Separation der Variablen auf der Grundlage éebygevscher
Polynome und trigonometrischer Funktionen gebildet

a9, 21112 M3 A A A
u=(1-2) 2 T 2 Ay T (@)% T, (@),
i=1 j=1 k=1
A9 Ng] Ng2 N3 a n A
v=(1-2%) 2 Z Z Bijk Ti (¥ (bj (‘,o)Tk (2),
i=1 j=1 k=1
(23)
. 131 P32 N33
w=(1-2°) Z X Z Cuk l(r)<I>(‘p)Tk(z)
il j=1 k=1
gy Mgz N43
S= T 23 Dy l(r)d)(«p)T ().
i1 j=1 k=1
Dabei sind A.. — unbekannte Kon-

uk’ 1
stanten, die d’en bereits truher eingefiihrten Vektor £

bilden, T, — éebygev-Polynome 1. Ordnung.

Fiir Paneele mit festen Liangsrindern kénnen die Funk-
tionen <I> durch (‘ﬁeby§evsche Polynome ausgedriickt wer-
den

& =(1-A)T; (@) 24
Méglich sind auch trigonometrische Darstellungen

@, =sin (¥) (25)
mit

V=m(p—¢)/(Py—¥)

Die niherungsweise Erfiillung der Inkompressibilitiitsbe-
dingung (durch Einfiihrung in das Energiefunktional mit
Hilfe des Lagrangschen Multiplikators) erfordert abge-
stimmte Approximationen der Verschiebungen u, v, w
und der Funktion des hydrostatischen Drucks S.

In [18] wird aus der Analyse der Struktur des Ritzschen
Gleichungssystems in der linearen Elastizititstheorie fiir
das inkompressible Material gezeigt, daB die Anzahl der
Koordinatenfunktionen in der Approximation fiir u, v,

w und S durch folgende Relation definiert ist
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(N + N, +Ng) /N, > 2, (26)
wobei
3
Ne=2 n
m=1
ist und n,_ die oberen Summationsgrenzen in (23) dar-

stellen.

Die Verletzung der Ungleichung (26) wiirde dazu fithren,
daf im Ritzschen System linear abhingige Gleichungen
bzw. nahezu abhingige Gleichungen auftreten, was die
Kondition des Gleichungssystems wesentlich verschlech-
tert. AuBier einer unteren Grenze, die durch die Unglei-
chung (26) definiert ist, soll auch eine obere Grenze
existieren. Die Anzahl der variierbaren Konstanten in
der Funktion S darf nicht kleiner sein als die grofite An-
zahl von Konstanten in den Approximationen der Kom-
ponenten des Verschiebungsvektors, da sonst nicht alle
Konstanten in den Verschiebungen mit Gleichungen ver-
bunden sind, die durch die Inkompressibilititsbedingung
gegeben sind. Damit wiire jedoch eine starke Verzerrung
des Verschiebungsfeldes verbunden. Daher sollte bei glei-
cher bzw. nahezu gleicher Anzahl von Konstanten im
Verschiebungsvektor fiir zweidimensionale Aufgaben der
von (26) definierte Grenzwert eingehalten werden. Bei
der Losung von dreidimensionalen Aufgaben muf fol-
gende einschrinkende Bedingung bei der Wahl der Koor-
dinatenfunktionen angewendet werden

2<(N; + N, +Ny)/ N, <3. (27)

Die Bedingung (27) ist auch fiir nichtlineare Aufgaben
zu verwenden, da das Auftreten von zusitzlichen nicht-
linearen Gliedern keinen wesentlichen Einfluf auf die
Kondition des zu losenden Gleichungssystems bei den
iterativen Prozeduren (4), (10) hat.

Die Approximation (23) setzt keine wesentlichen Ein-
schrinkungen fiir die Form des Querschnitts der zylin-
drischen Paneele voraus. Es konnen kreisformige For-
men, aber auch andere betrachtet werden.

£, £(9). (28)

Damit hat man die Maoglichkeit, auch Aufgaben mit
Imperfektionen zu analysieren. Diese werden als kleine
Anfangsunsymmetrien des Paneels vorgegeben

£(9)=(1 —esin2 ¥)~1 (29)

A
r =1 £(9), 1y =

e ist der Parameter der Imperfektion und ;l) wird durch
die Beziehung (25) definiert.

Der Losungsalgorithmus fiir statische mchtlmeare Auf-
gaben der Elastomerpaneele ist als speziell zusammen-
gestelltes Programmsystem ,,VOLUME” realisiert.
Allgemeine Programmcharakteristika sind:

— das Programmsystem ist in Fortran IV fiir das Be-
triebssystem OS/ES geschrieben und besteht aus 30
Unterprogrammen,

— notwendiger Operationsspeicherplatz ist 400 kB,

— alle Rechnungen werden mit doppelter Genauigkeit
ausgefiihrt,



— die maximale Anzahl der Unbekannten muf < 250
sein,

— bei der numerischen Integration iiber das Volumen
des Korpers werden maximal 600 Integrationspunkte
zugelassen (GauB-Formel),

— die Basis der Koordinatenfunktionen, die die éeby-
Zevschen Polynome 1. Ordnung und die trigonometri-
schen Funktionen beinhalten, ist zylindrisch,

— das nichtlineare Gleichungssystem wird mit dem itera-
tiven Verfahren von Newton-Kantorovi¢ mit verschie-
denen Integrationsnetzen gelost: bei der Berechnung
der Jacobi-Matrix wird ein grobes Netz verwendet, bei
den modifizierten Schritten — ein verfeinertes Netz,

— der Aufbau einer vollstindigen nichtlinearen Lésung
wird mit einem Schrittverfahren mit dem Belastungs-
parameter und einem verallgemeinerten Parameter
realisiert, wobei eine automatische Anderung des
Fortsetzungsparameters in Abhingigkeit von der Kon-
vergenzgeschwindigkeit des Iterationsprozesses er-
folgt,

— das lineare Gleichungssystem wird mit dem Gau-
schen Eliminationsverfahren fiir eine vollbesetzte
nichtsymmetrische Matrix gel6st,

— die Eingabe der Anfangsinformationen erfolgt durch
Datenwahl, die aus 30 Zahlen besteht,

— die Ausgabe erfolgt in Form von Tabellen und Grafi-
ken fiir Verschiebungs-, Deformations- und Span-
nungsfelder sowie als Belastungsdiagramme.
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