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Statische und dynamische Analyse fiir prismatische und

nichtprismatische Kastentrager

Johannes Altenbach, Wolfgang Kissing

1. Einleitung

Die halbmomentenfreie Schalentheorie von Wlassow
hat sich vielfach fiir die strukturmechanische Analyse
von Tragwerken bewihrt. In [1] wurde eine Erweite-
rung des halbmomentenfreien Schalenmodells vorge-
nommen und auf die statische Analyse prismatischer
Kastentriger angewendet.

Der vorliegende Beitrag ist eine Weiterfilhrung der in

[1] vorgenommenen Erweiterung in folgender Richtung:

— Formulierung der allgemeinen Gleichungen fiir die
statische Analyse nichtprismatischer Kastentriger

— Anwendung des Modells der halbmomentenfreien
Schale auf die Eigenschwingungsanalyse prismatischer
Kastentriger

— Verallgemeinerung der Losungskonzepte

Es werden die problemrelevanten Differentialgleichungs-
systeme und die zugehdrigen Losungsansiitze angegeben,
auf die Diskussion ausgewihlter Beispiele wird hier ver-
zichtet.

2. Erweiterungen der verallgemeinerten halbmo-
mentenfreien Schalentheorie auf die statische
Analyse konischer Kastentriger

Betrachtet werden schwachkonische einzellige Kasten-
triger nach Bild 1. Es gelten die gleichen Voraussetzun-
gen wie beim prismatischen Kastentriger [1]. Auf die Be-
riicksichtigung der Querdehnungen €, der Wandelemente
wird hier jedoch verzichtet, ebenso auf das Einbezichen
der Biegesteifigkeit I, moglicher Querversteifungen um
deren Hauptachse normal zur Blechwand.
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A Bild 1
Konischer Kastentriiger

a) spezieller Fall, b) allgemeiner Fall

Beim speziellen Fall (Bild 1 a) schneiden sich alle Kanten
des Kastentrigers im Ursprung der Koordinate z. Durch
diese geometrische Einschrinkung der Konizitit ist es
moglich, die Umlautkoordinate S des Querschnittes an
einer beliebigen Stelle z durch eine lineare Funktion auf
die Koordinate s in einem beliebigen Bezugsquerschnitt
des Kastentrigers zu beziehen

S(z)=s'-zI—:S‘§' (1a)

Fir den allgemeinen Fall (Bild 1b) sind hierfiir zwei
lineare Funktionen erforderlich, um die unterschiedliche
Veriinderlichkeit von Hohe und Breite zu beschreiben.

S(z) = f,(z)* s, i=1,2 (1b)

In Analogie zum prismatischen Kastentriiger konnen die
zugeordneten DGL.-Systeme entweder aus dem elasti-
schen Potential oder durch Anwendung des Prinzips der
virtuellen Verriickungen abgeleitet werden (siehe auch

[2D).
Fiir den speziellen Fall erhilt man
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Die verallgemeinerten Koordinaten g, (S) und ¥ (S) der
Produktansitze fiir die Verschiebungen u und v
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29 = 2 U )

@)= I @u® @

und die Querbiegemomente My (S) infolge V) = 1 des
Produktansatzes der Querbiegemomente M

M@ = 2 Vi) M (S) )

kénnen fir diesen Fall mit Hilfe der Werte im Bezugs-
querschnitt ausgedriickt werden

@) = % ¢
Ui (S) = Pk 0y () )
My S = P2 M )

Die konstanten Koeffizienten a;;, b::, cp:, e, r.p, und
ij> Pij> “kj> “ihe ‘kh

s, entsprechen den in [1] definierten verallgemeinerten

Querschnittswerten fiir den Bezugsquerschnitt, ebenso

die verallgemeinerten Lings- und Querbelastungen pj*

und qy,. Fiir s}, = 0 erhilt man die Gleichungen fiir das

entsprechende Gelenkfaltwerk.

Der allgemeine Fall nach Bild 1b fithrt auf die Gleichun-
gen
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Die verallgemeinerten Querschnittswerte sind hier Funk-
tionen der Koordinate &.

Von Obraszow [3] wurden die Gleichungen (2) sinnge-
mif angegeben.

3. Anwendung des Berechnungsmodells auf die
Eigenschwingungsanalyse prismatischer Kon-
struktionen

Die Anwendung des Wlassowmodells auf Eigenschwin-
gungsberechnungen erfordert die zusitzliche Beriicksich-
tigung der Verschiebungskomponente w normal zur
Blechwand und die Einbeziehung der Zeitabhingigkeit.

m
u(z,s,t) = .21 Ui (z, t) ¢ (s)
l:
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v (z,s,t) . Vi (2, 1) Vi (s)

Mz Ms

w(z,8,t) = Vi (z,1) ki (8) )
Es treten damit die neuen verallgemeinerten Koordina-
ten Ky (s) auf. Sie kennzeichnen N Normalverschiebungs-
zustinde. Die ersten n Normalverschiebungszustinde
hiingen unmittelbar mit den Querverschiebungen zusam-
men, die restlichen (N—n) resultieren allein aus Drehun-
gen der Querschnittskanten und sind nicht von Quer-
verschiebungen begleitet. Bild 2 zeigt einen méglichen
Satz verallgemeinerter Koordinaten fiir den einzelligen
doppeltsymmetrischen Kastenquerschnitt.
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Bild 2
Auswahl verallgemeinerter Koordinaten fiir einen -einzelligen
Kastentriger

Das entsprechende DGL.-System erhilt man jetzt bei
Vernachlissigung der Dampfungseinfliisse in folgender
Form
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h Vk (1) ®
2V (zt) 0
k=1 - ot2

h=n+l1,...,N

8kh

Dabei wurden @, Ty ), und g, als verallgemeinerte Mas-

sentrigheiten eingefiihrt
@ = fuy ¢ ds

Bkn = $HKy Ky ds )

p ist hierin die auf die Fliche bezogene Masse (dm =
udzds). Das partielle DGL.-System (8) wird mit den An-
sitzen

U;(z,t) = U;(z) sin wt

Vk (Z,t) = Vk (z) sinwt

in ein System gewdhnlicher DGLn. iiberfiihrt.
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Die letzten (N—n) partiellen DGLn. aus (8) gehen dabei
in homogene Gleichungen fiir V}_ iiber.

4. Verallgemeinerung des Losungsansatzes

Analytische Lésungsmethoden, wie sie u. a. in [1] be-
schrieben wurden, sind bei der hier vorgenommenen Ex-
wuiterung der Modellklasse nur fiir wenige Sonderfille
anwendbar.

Aus umfangreichen Untersuchungen iiber die Anwen-

dung numerischer Losungsverfahren resultiert die Aus-

sage, daB entweder die Reduktion der DGL.-Systeme auf
kanonische Systeme bzw. eine Finite-Elemente-Formu-
lierung zu effektiven numerischen Losungen fithrt. Die
beiden Wege werden im folgenden kurz beschrieben.

In beiden Fillen ist es erforderlich, zur Festlegung dyna-
mischer  Randbedingungen noch verallgemeinerte
Schnittgréfen einzufiihren

1%

1]

P, = §o,* g 8ds
Qh = f‘l’zs lllh § ds

Die daraus folgenden Darstellungen mit den verallgemei-
nerten Verschiebungen U; und V kénnen [1] entnom-
men werden.

a

4.1. Reduktion auf kanonische DGL.-Systeme

Zur Uberfiihrung der DGL.-Systeme (6) in ein System
kanonischer DGL n. werden die folgenden Vektoren und
Matrizen definiert

T
5:1 = [Up...Upl; u = [Vy...V,]
PT = [P,...P,]; QT = [Q;...Q,]
B*T = [py.--Pmls ET = [qp...qn }
A = [aij]; §=[bij]; (_3=[0k,-] 12)
E =CT; R =[rl; S = [snl
Lj =1,...,m
,h=1, , N
Man erhilt das kanonische System
y = &y (13)
mit
yT = [EE,E:ETQT 1]

[0 o a1 o o]
~1R-1CT 0 0 grl o
GIB-CR-1CT] 0 0 ICR-1 _Ip*
0 EIS O 9 -lg

L0 0O o 0 0

Der Vektor y hat 2(m+n)+1 Komponenten und die
Matrix é somit das Format [2(m+n) + 1, 2(m+n) + 1].

Zur Uberfiihrung der Gleichungen (10) in ein kanoni-
sches System miissen in Erginzung zu (12) nochfelgen-

de Matrizen definiert werden.

IS = [Eij]; E = [;kh]; (E = [Ekh] (15)

Ferner'ist zu beachten, dafi die Mggrix S jetzt das For-
mat [N, N] hat, ebenso wie die Matfix G.

Man erhilt fiir die Schwingungsanalyse das kanonische
System in Form

y =& (P y (16)
mit
yT = [u) ul BT QT]
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In Gleichung (17) hat der Vektory 2(m+n) Komponen-
ten und die Matrix & * das Format [2(m+n), 2(m+n)].
Ferner wurden die Abkiirzungen L; und Ly eingefiihrt.

Lj (wg) = 1{G(B-CR-1CT) — w? A]
Ly (w?) = L[ES;; —w?(Gy; +R) (18)

—(ES12-w?Gy2)(ESpp —w?Gyy)1(ES; 5 —w? Gy y)T]

Die Matrizen S und G wurden dazu in Untermatrizen
mit den angegebenen Formaten zerlegt.

Si1 1 Sig
S = o b
|
Sg1 1 S22
S31 [n,n]

Sg5 [(N—n), (N-n)]
Sy [n,(N-n)]

S21 = §$2
B Gy : Gio
G = ———F—
Gy | Cay
Gy [n,n]
Gy2 [(N—n), (N—-n)]
Gyz [n, (N-n)] 19
gzl = glz

Fiir die Losung der kanonischen Systeme (13) und (16)
sind effektive numerische Algorithmen vorhanden (siehe

z. B. [4]).

4.2. Finite-Elemente-Formulierung

Ausgangspunkt fiir die Finite-Elemente-Formulierung
ist das elastische Potential des betrachteten Modells.
Gegeniiber der Darstellung in [1] miissen Erweiterungen
in zweifacher Hinsicht vorgenommen werden.

— Bei nichtprismatischen Kastentrigern ist die Abhin-
gigkeit der Umlaufkoordinate S von der Lingsko-
ordinate z zu beriicksichtigen [5].

— Bei der Berechnung der Eigenschwingung ist der An-
teil der kinetischen Energie zu beriicksichtigen und
daher die Variationsformulierung entsprechend zu er-
weitern (Hamiltonprinzip).
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Fiir ein eindimensionales Schalenelement mit N Knoten
nach Bild 3 wird das Verschiebungsfeld niherungsweise
durch den Interpolationsansatz

u()=G@®) v (20)

beschrieben. In (20) sind u (¢) der Vektor des Verschie-
bungsfeldes, v der Vektor der Knotenverschiebungen
und G (§) die Matrix der Ansatzfunktionen.

a@®T = [l o]

vl = W v T

I @1
1}‘ = (UIJUmJ VIJ"'VHJ]
6 = [6()L...6 ()L...Cy (1]

Bild 3
Eindimensionales Stabschalenelement mit N Knoten

Hierin sind I Einheitsmatrizen mit dem Format [(m +n),
(m+n)] und Gy (§) Lagrangesche Interpolationspoly-
nome (N—1). Grades mit N > 2.

Mit diesen Ansitzen erhilt man in bekannter Weise [7]
die Beziehungen

K-yv=1 (22)
fiir den statischen und
det (K —w2 M) = 0 (23)

fir den dynamischen Fall. K ist die Steifigkeitsmatrix,
M die Massenmatrix und f der Vektor der Knotenlasten.

Die Anwendung der Gleichung (22) wird in [6] fiir ein
Zweiknotenelement und in [2] fiir ein Dreiknotenele-
ment ausfiihrlich erliutert. Erste Beispiele fiir Eigen-
schwingungsberechnungen prismatischer Konstruktionen
findet man in [8].

5. Zusammenfassung

Die im vorliegenden Beitrag vorgenommenen Erweite-
rungen der halbmomentenfreien Schalentheorie gestat-
ten die statische und dynamische Analyse prismatischer
und nichtprismatischer diinnwandiger geschlossener Kon-
struktionen. Eine genauere Einschiitzung der Effektivi-
tit der vorgestellten numerischen Losungsverfahren fiir
unterschiedliche Problemklassen ist erst nach einer gro-
Beren Zahl von Testrechnungen moglich.

Die Einbeziehung von kombiniert offenen und geschlos-
senen Konstruktionen setzt voraus, daB die Verbindung
offener und geschlossener Abschnitte widerspruchsfrei
moglich wird. Eine Moglichkeit dazu ist die Einbezie-
hung der Drillmomente in das Stabschalenmodell.

Sollen allgemeinere Querschnittsformen (auch offen-ge-
schlossene Querschnitte) Verwendung finden, ist eine



Systematisierung der Berechnung der verallgemeinerten
Querschnittswerte notwendig.
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