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1. Einleitung

In der vorangegangenen Arbeit [1] wurde eine Darstel-
lung der Modelltheorie fiir die wesentlichen Transport-
phidnomene in pordsen Medien gegeben. Die Lésung
der dort abgeleiteten Bilanzgleichungen fiir Rand- und
Anfangsbedingungen geohydrodynamischer Transport-
prozesse erfordert oftmals den Einsatz geeigneter, lei-
stungsfihiger und zuverlissiger numerischer Verfahren.
Dabei orientiert die praktische mathematische Modellie-
rung verstirkt auf die Erfassung komplexer Transporter-
scheinungen, wobei ebenso die technische Einflunahme
und Prozefisteuerung in den Fordergrund tritt, die viel-
filtige Variantenuntersuchungen einschlieen kénnen.

Fiir den ingenieurmiBigen Einsatz besteht bei der Aus-
wahl der numerischen Verfahren die Forderung, dafs die
Modelle mit einer moglichst einheitlichen Grundkon-
zeption auf vielfiltige, teils recht unterschiedliche Pro-
zesse und Objekte schnell anwendbar und leicht hand-
habbar sind. Die Finite-Element-Methode (FEM) erwies
sich diesbeziiglich als ein numerisches Verfahren, welches
diesen Anforderungen am besten nachkommen kann.
Nachfolgend werden die Aspekte und Besonderheiten
der Finite-Element-Lésung von Transportgleichungen fiir
geohydrodynamische Problemstellungen herausgestellt
und diskutiert, wobei auf verschiedene Modellformuiie-
rungen, Losungsstrategien und numerische Eigenschaften
eingegangen wird.

2. Mathematische Formulierung

2.1. Konvektion-Dispersions-Modellproblem

Um auf die wesentlichen Merkmale und Eigenschaften
der numerischen Losung der zugrunde liegender Trans-
portgleichungen nach der FEM einzugehen, sei zunichst
die typische Form einer Konvektion-Dispersions-Glei-
chung (entsprechend [1]) niher betrachtet.

Im Sirﬁmungsgebiet €2, umschlossen durch den Rand I,
ist folgende partielle Differentialgleichung gegeben in
ihrer ,,konvektiven” Form

LC = Ry g—(t: fou Cp — (0D €

+ RgAC = nf, (1a)

oder in ihrer

»Divergenz-Form
oC
LC =Rq 57 *(u O — Dy Cp

+ RgAC=nf (1b)

wobei L den Differentialoperator, C = C(x,t) die ge-
suchte Funktion (z. B. Stoffkonzentration einer chemi-
schen Spezies), Dy ; den Tensor der hydrodynamischen
Dispersion, Ry, A sowie f;, f; bekannte Parameter bzw.
Funktionen, n die Porositit und u, den Vektor der Po-
rengeschwindigkeit darstellen.

Der Unterschied zwischen beiden Formen kommt da-
durch zustande, daf in (1a) bereits die Massenerhal-
tungs-(Kontinuitits-) Gleichung beriicksichtigt wurde,
wihrend die Divergenz-Form (1b) unmittelbar aus den
physikalischen Erhaltungsprinzipien hervorgeht. Die
konvektiven und Divergenz-Formen sind dquivalent als
Kontinuumsgleichungen, jedoch sind sie im allgemeinen
unterschiedlich in ihren diskretisierten Versionen, wie
weiter unten diskutiert werden wird.

Die Gleichungen (1) sind verbunden mit den Anfangs-
und Randbedingungen:

A. B.
C(xk, 0) = G, (xk, 0) (22)

R.B.
Clxg, 1) = CF auf Ty x t [0, ) (2b)
(1. Art oder Dirichlet-Randbedingung)
g = —nDy Cymy = g auf Tpxt0,)  (20)
(2. Art oder Neumann-Randbedingung)
Ge = —nDg Cpmy = —Ac(Cg~ Y

auf I'y x t[0, =) (2d)
(3. Art oder Cauchy-Randbedingung).

Dabei ist Fl U F2 U F3 =T und Fz UF3 = FN; die mit
R identifizierten GréBen bezeichnen vorzugebende
Randwerte, A, entspricht einem bekannten Transfer-
koeffizienten (er ist positiv, falls durch ihn eine Speisung
erfolgt) und ny reprisentiert die Richtungskosinus (po-
sitiv nach auBen gerichtet, d. h. der Randstrom q ist
positiv, falls eine Entnahme entlang des Randes erfolgt).

2.2. Methode der gewichteten Residuen (MWR)

Zur Niherungslosung der herrschenden Gleichung, z. B.
(1), wird ein Reihenansatz in der Form (Summenkon-
vention!)

C=N(G I=1,...,K 3)
eingefithrt, wobei Cj die Knotenwerte der gesuchten
Funktion C, Ny die linear unabhiingigen Basisfunktionen
und K die vorzugebende Knotenanzahl bezeichnen. Nach

Anwendung von (3) in (1) verbleibt der Approximations-
fehler oder das Residuum R

LC — nf, = R. (4)
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Es ist das Skalarprodukt zweier in 2 integrierbarer
Funktionen u und w wie folgt gegeben:

s[zuwdsz (5)

(u,w) =

Die Funktionen u und w sind orthogonal, wenn gilt:

(u, w) = 0. Wahit man K linear unabhiingige, sog. Wich-
tungsfunktionen wy(I=1,...K) aus, mit deren Hilfe
Orthogonalitit des Residuums R zu allen Funktionen
wi gefordert werden kann

(Rywp =0, I=1,....K (6)

wird der Fehler der Niherungslosung der Differential-
gleichung gezwungen, im integralen Mittel den Wert Null
anzunehmen, soweit R stetig ist. Die Wahl der Wich-
tungsfunktionen wy fiihrt auf verschiedene Naherungsan-
sitze. Fir die FEM kommen dabei die Galerkin- bzw.
Petrov-Galerkin-Methoden, Kollokationsmethoden und
Methode der kleinsten Quadrate in die nihere Auswahl.

Beim Galerkin-Verfahren stimmen die Wichtungsfunk-
tionen mit den Basisfunktionen iiberein

wr (xi) = Np(xy) (72)
oder
(R,Np =10 I=1,...,K (7b)

Die Petrov-Galerkin-Methode stellt eine Verallgemeine-
rung des Wichtungsansatzes dar

wy(x) = Np(x) + Flxg) (®)

wobei mit F(x) ) sog. modifizierende Funktionen einge-
fiihrt werden. Sie erlaubt die Konstruktion von Upwind-
Schemata, die fiir Konvektion-Dispersions-Prozesse von
Bedeutung sind, wie im Abschn. 5 niher erldutert wird.

Kollokationsmethoden am Beispiel der Punktkolloka-
tion mit der Wahl

wi(x) = 8 (x — x;) )

konnen unter bestimmten Bedingungen (z. B. wenn deri-
vative GroBen wesentlich sind) rechentechnisch vorteil-
haft sein, wobei 8 ( ) die Dirac-Deltafunktion und x:(
die Koordinaten des Kollokationspunktes I (nicht not-
wendigerweise identisch mit den Knotenpunkten) be-
zeichnen. Jedoch ist dabei zu beachten, daf hohere
(Hermite-) Interpolationsansiitze notwendig sind, die im
Vergleich zur Galerkin-Niiherung eine Vervielfachung der
Unbekannten nach sich ziehen, wenngleich der Aufbau
der Gleichungssysteme einen geringeren Aufwand erfor-
dert.

Bei der Methode der kleinsten Quadrate wird fiir die
Wichtungsfunktion das Residuum selbst eingesetzt und
das Skalarprodukt (Fehlerquadrat) fiir jeden Knoten-
punkt C; minimiert:

—(R,R) =0 10
5 CI (R,R) = | (10)
Das fiihrt im allgemeinen zu besseren Konvergenzeigen-
schaften im Vergleich zum Galerkin-Verfahren. Ein
Nachteil besteht darin, dab auch Interpolationsfunktio-
nen hoherer Ordnung erforderlich sind.
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I—f[——C Cy + (Rd———nf + 4

Die nachfolgenden Betrachtungen konzentrieren sich auf
die Galerkin- bzw. Petrov-Galerkin-Methode, welche sich
als besonders geeignet erwiesen haben.

2.3. Variationsprinzipe

Neben der Anwendung der MWR kénnen auch Varia-
tionsmethoden benutzt werden. Jedoch setzt das die
Existenz von Variationsfunktionalen voraus. Ein Funk-
tional, welches sich unmittelbar aus der beschreibenden
Differentialgleichung entwickeln liBt, fiihrt auf ein sog.
natiirliches Variationsprinzip auf der Grundlage der
Euler-Gleichungen [2]. Eine wesentliche, einschriig-
kende Bedingung, die natiirlichen Variationsprinzipien
innewohnt, ist die Forderung nach Selbstadjungiert-
heit (Symmetrie) des Operators L der Differential-
gleichung, welche sich ausdriicken la6t durch

(u,Lw) = (w,Lu) + O.T. (11)

wobei u und w irgendwelche Funktionen sowie O. T.
Oberflichenterme bezeichnen. Es kann leicht gezeigt
werden, daf Transportgleichungen vom Typ (1) auf
Grund der konvektiven Glieder nicht selbstadjungiert
sind und demzufolge kein natiirliches Variationsfunktio-
nal existiert. Jedoch ist eine Korrektur der Selbstadjun-
giertheit durch Einfilhrung eines neuen Operators L in
der Form

L=¢-L (12)

méglich, wobei ¢ = ¢ (x)) eine Funktion darstellt, wel-
che sich nach der Forderung (11) bestimmen lafit (vgl.
auch [3]):

¢ = exp(y) (13a)
mit
uy X
y = — (13b)
Dyk

fiir den Fall Dy = O fiir k # l. Das Variationsfunktional
fiir (1 a) ist dann

aC A
C) Clexp(y)dQ2

- f n Dy, C,l n, Cexp(y)dI'. (14)
N &

Die Problemlésung erfolgt niherungsweise durch das be-
kannte Rayleigh-Ritz-Verfahren, indem die Funktion C
durch C (3) mit den freien, zu bestimmenden Knoten-
werten Cy (I=1,....K) ersetzt wird. Dabei erfolgt die
Variation § des Funktionals I nach den freien Parame-
tern (Knotenunbekannten) Cy:

ol -
BI—E—O I=1,...,K (15)
Ein wesentliches Merkmal der Variationsprinzipe ist, daf
gemiB der natiirlichen (fiir y = 0) oder modifizierten Dif-
ferentialoperatoren als Ergebnis ebenso symmetrische
Gleichungssysteme entstehen. Dies ist numerisch sehr
vorteilhaft. Jedoch sind der numerischen Realisierung
von Gleichungen aus nicht-natiirlichen Prinzipien Gren-
zen gesetzt, wenngleich spezifische praktische Anwen-



dungsgebiete damit vorteilhaft bearbeitet werden kon-
nen, z. B. [6].

Variationsfunktionale in Form von Gleichung (14) fiih-
ren bei wachsendem y (13b) auf Grund der Zahlendar-
stellung im Rechner zu zunehmenden Trunkationen, bis
hin zum arithmetischen Uberlauf bei entsprechend gro-
Ben y-Werten. Die meisten praktisch interessanten Trans-
porterscheinungen ‘bedingen solche y-Werte, die aufer-
halb der digitalen Zahlendarstellung an den verfiigharen
Rechnern liegen. Aus diesem Grund wird die MWR-
Niherung herangezogen, fiir welche keinerlei derartige
Einschrinkungen vorliegen. Jedoch miissen fiir Trans-
portgleichungen bei der Approximation konvektiver
Terme unsymmetrische Gleichungssysteme in Kauf ge-
nommen werden. Gleichzeitig filhren natiirliche Varia-
tionsprinzipe und dquivalente Galerkin-Wichtungsnihe-
rungen zu identischen Modellgleichungen von symmetri-
scher Struktur.

3. Ortsdiskretisierung

Es seien hier lediglich die fiir das Verstindnis der Arbeit
notwendigen und fiir die Transportprozesse charakteristi-
schen Merkmale der FE-Approximation aufgefiihrt. An-
sonsten kann auf Standardliteratur (z. B. [4], [5]) ver-
wiesen werden.

Im Sinne der FEM wird das Gebiet £, einschlieBlich des
Randes T', in E finite Elemente Q¢ (e=1,...,E), mit
den Rindern I'®, unterteilt. Bei Auswahl geeigneter §2¢,
I'® und Ansatzfunktionen (3) folgt fiir die Integration
iiber Qund T’

sz{...}dﬂ Z
1{{} ar - ”{e{...}dr (16b)

Wird die Nherungslosung, z. B. C, in ¢ (einschlieSlich
I'®) durch Ce definiert, so ist demgemif C fiir das Ge-
samtgebiet 2 (und I') einfach die Vereinigung der Teil-
lsungen C¢ (e = 1,...,E),d. h.

u
" Mm

2=

{. . } aQ (164)

1
n M=

A
C =

e

Ce (17)
1

I Cem

Die Giiltigkeit der Diskretisierungsvorschrift (16) erfor-
dert gewisse Stetigkeitsanforderungen an C, sog C,_;
Stetigkeit, d. h., falls Ableitungen der Ordnung n vor-
kommen, so ist zu fordern, daB sich C selbst und deren
Ableitungen der Ordnung n —1 stetig, im Elementiiber-
gangsbereich stiickweise stetig verhalten miissen. Funk-
tionen C, die diese Forderung erfiillen, werden als kon-
form bezeichnet. Die im Regelfall in der FEM ange-
wendeten Elementtypen sind C, -stetig. Ihre Anwendbar-
keit fiir Gleichungen vom Typ (1) erfordert bei Wahrung
der Konformititsforderung eine entsprechende Herab-
setzung der Ordnung der Differentialgleichung, welche
jedoch leicht durch partielle Integration und Anwendung
des Greenschen Integralsatzes erhalten werden kann. Am
Beispiel der Transportgleichung (1 a) ergibt sich auf der
Grundlage einer MWR-Formulierung (6) damit

aé A N A
(Rd T w[) +(n uy C,k' wp +(n Dkl C,l’ wl,k)
A

HRAC, W) = o, w) ~ [ wige dT (18)
N

wobei

qc = —nDy Gy my (19)

den dispersiven Normal-Randstrom, positiv auf I" nach
aufien gerichtet, bezeichnet, wodurch Randbedingungen
2. (und 3.) Art (2c¢, d) einfach formuliert werden kon-
nen. Die Form (18) erfordert die Differenzierbarkeit der
Wichtungsfunktionen wy, welche im Rahmen der Galer-
kin-Niherung (7) bzw. (8) gegeben ist. Dagegen sind fiir
die Kollokations-FEM (9) Hermite-Elemente vom C;-
Typ in Anwendung zu bringen, da die zweiten Ableitun-
gen im Dispersionsterm bestehen bleiben und somit
Randintegrale — gemiB (18) — nicht auftreten. Die An-
zahl der Unbekannten pro Knoten erhoht sich dabei fiir
zweidimensionale Probleme auf vier [7].

Fiir instationire Prozesse wird mit dem Interpolationsan-
satz (3) eine partielle D:skrettslerung fiir die Orts- und
Zeitabhingigkeit in der Form

A A

Ce = Co(x,H) = Ni(xo) * G (v) (20)
vorgenommen, wobei nach der Diskretisierungsvorschrift
(16) und (17) die Interpolationen auf einen Ansatz in-
nerhalb der finiten Elemente £2¢ mit ihren Rindern I'®
beschrinkt werden kénnen. Hierbei stellen Ne (x)) die
Elementinterpolationsfunktionen, sog. Formfunktlonen,
vom C,-Typ dar, welche die bekannten Eigenschaften
besitzen [5]. Bevorzugt werden isoparametrische Ele-
mente, insbesondere fiir zweidimensionale Probleme das
bilineare 4-Knoten-Element und die biquadratischen 8-
Knoten- und 9-Knoten-Elemente.

Als Ergebnis der Ortsapproximation erhilt man am Bei-
spiel der FE-Formulierung (18) ein System gewhnlicher
Differentialgleichungen, welches in Matrizenschreibweise
lautet:

d C(¢)
dt
zur Losurig des Unbekanntenvektors C (t), wobei die Ele-

mente der Matrizen S, O und des Vektors der rechten
Seite F (t) gegeben sind durch:

S.C@) + O

= F(1) (@)

SU = sz[nDklwlk Jl

e Qe k
wy Rg A N°]dQ (22a)
Oy = ;z‘,sfzfe Ry wy N; aQ (22b)

Fi(t) = z{ff wsfo ndQ — [ wlq.dl' } (22¢)
e ‘Qe l-ie

N

wobei U;L die Geschwindigkeitskomponenten am Kno-
ten L des Elementes e bezeichnen. Die Auswertung der
Elementintegrale in (22) erfolgt im Rahmen des iso-
parametrischen Elementkonzeptes mittels numerischer
Integration, im Regelfall Gauf-Quadratur [5].



4. Zeitdiskretisierung

Die Losung des Systems gewohnlicher Differentialglei-
chungen, am Beispiel (21) von erster Ordnung, ist prak-
tisch nur niiherungsweise moglich.

Unter den verschiedenen Varianten seien nachfolgend
die fiir praktische Berechnungen zweckmibigen Verfah-
ren dargestellt, die auf 1-Schritt-Strategien aufbauen.
Hierbei miissen fiir (21) unter allgemeinen Bedingungen
ebenso Nichtlinearititen in S, beispielsweise durch Kon-
zentrationsabhingigkeiten der Geschwindigkeiten, und/
oder in O, z. B. durch nichtlineare Adsorptionsbeziehun-
gen, beriicksichtigt werden [1].

Betrachtet sei C(t) im endlichen Zeitintervall (t,,, t, +
Aty), wobei At;, die variable Zeitschrittlinge bezeichnet.
Die gesuchte Funktion C(t) ist definiert als

™ = C(ty) (23a)

zum alten Zeitniveau und als
™1 = G, + At (23b)

beziiglich des neuen Zeitpunktes. Gleichung (21) soll in
vereinfachter Schreibweise geschrieben werden:

C = £(C) (29)

4.1. Implizites Schema

Pridiktor-Schritt:
Ein Vorwirtsdifferenzenansatz (Euler-Schema) in An-
wendung auf (24) ergibt den expliziten Ausdruck

Gt = n o+ At £(CM) = €0 + Ay, Cn (25)

Korrektor-Schritt:
Die Riick wirtsdifferenz liefert folgendes Schema

Cntl = Cn o+ A, f(CrHD) (26)

In Vorbereitung des nichsten Pridiktor-Schrittes kann
(26) invertiert werden, und man erhilt

Cn+l = (Cn*l _ Cmy/At, (27)
fiir die neue rechte Seite von (25).

Das Schema besitzt eine Genauigkeit von O(Atn) Eine
Taylorreihenentwicklung fiir C(t, ) liefert folgende lo-
kalen Trunkationsfehler:

fiir den Pridiktor
2

A ,
Cn + 0(at) (28)

G~ Cltasy) = -

und fiir den Korrektor

2
Atn A 3

Cr*l () = dpyq = 5 Cr+0(At), (29
wenn vorausgesetzt wird, daf die exakte Losung zu Be-
ginn des Zeitschrittes vorliegt: C" = C(t,,). In (29) be-
zeichnet d, ., die Abschitzung des lokalen Zeittrunka-
tionsfehlers zur aktuellen Korrektor-Lésung. Aus (28)
und (29) folgt unmittelbar

1 3
dy = 5 @1 -ty + 0(al). (30)

8

Dieses Ergebnis kann zur Abschitzung der folgenden
ZeitschrittgroBe benutzt werden, indem die Fehlernorm
des niichsten Zeitschrittes als Vorgabegrobe € benutzt
wird. Aus Gleichung (29) ergibt sich

ldpeo !l Atgey 2 |Cntl|

= 31
Idp4q | At, |Cn | S

wobei d,, ) aus (30) bekannt ist. Da Cn*1 = Cr+0(At,)
folgt aus (31) die Losung fiir At

Aty = Aty (e/ My, N2 (32)

nach Vorgabe von d, .5 = € und der Vernachlissigung
von Termen héherer Ordnung.

Die Beziehung (32) kann zur Zeitschrittweitensteue-
rung bei vorgegebenem € und den aus (30) berechneten
d, ;1 benutzt werden.

Das implizite Schema besitzt , dissipative” Eigenschaf-
ten infolge der globalen Fehlernorm von nur 0(At,),
vgl. auch Abschnitt 6.2. Dieser Mangel besteht fiir das
nachfolgende 1-Schritt-Verfahren nicht.

4.2. Trapezregel und explizites Adams-Bashforth-Schema

Pridiktor-Schritt:
Das Adams-Bashforth- Schema [8] liefert folgenden expli-
ziten Pridiktor von O(At ) in Anwendung auf (24)

n+l A . A .
;A [+ n yen — 2 oy
2 At,_, At,_,

(33)

wobei jetzt zwei Vektoren C" und Ch—1 benétigt wer-
den, die aus der Trapezregel (Korrektor) gewinnbar sind.

Korrektor-Schritt: 5
Die ,,nicht-dissipative” Trapearegel von 0(At ) ergibt
fiir (24) den Ausdruck

At
e+l = Cno+ 2“ [f(Cr) + f(Crt1y] (34)

Fiir den nachfolgenden Priidikator-Schritt kann mit Hilfe
der Trapezregel berechnet werden

A% (Cn*1 _ cny = Cn (35)
n

An+l
C

wobei C" aus der vorangegangenen Anwendung der sel-
ben Gleichung bekannt ist.

In Analogie zum impliziten Schema ist eine Zeitschritt-
weitensteuerung iiber den Trunkationsfehler maoglich.
Man erhilt die Fehlerabschéitzungen fiir den Pradiktor

Gl = Cltgsy) = (z 3-t:—)m Cnrocatt
(36)

und fiir den Korrektor
3

nEn ot (37

At

(ntl Clty+1) = dyyy = 12

woraus folgt



¢ntl _ ntl

n .
S +0(ath) (38)
.31+ =l
( At )
Danach ist
ldy ol Aty 3 ICntl
4,1 A — (39)
ntl Aty Cn |

Mit Cn+l = Cn + 0(Aty,) kann folgende Gleichung zur
Bestimmung der folgenden Zeitschrittweite At g abge-
leitet werden

Atgyy = Aty (e/ ldyyy DY3 (40)

wenn durch € = d, ;5 die Vorgabe des erlaubten Fehlers
erfolgt.

4.3. ©-Verfahren

Fiir eine Reihe von Problemstellungen (21) ist es mog-
lich, die Approximation abzukiirzen. Man fiihrt einen
Wichtungskoeffizienten (0 < © < 1) dergestalt ein, daf

C(t, +OAL) =0 C(t, + At,)) + (1 -0) C(t,) (41)

und analog fiir F und C.

Mit einem Riickwirtsdifferenzenansatz fiir Ct, + Aty)

und einem Vorwirtsdifferenzenansatz fiir C(t,) ergibt

sich

cntl _ ¢n
At

C(ty + ©AL) = (42)
Mit der Wahl von © erhilt man differenzierte Schemata:
®=0
e = 1/2
e =1

explizites Schema
Trapezregel (Crank-Nicolson-Schema)

implizites Schema

Nach Einsetzen von (41) und (42) in (21) folgt die Ar-
beitsgleichung:

0 n+l - 0
_ = (—— —8 — n
(At +50)C (At (1-09))C

n n

+ (Fn*1 @ + Fn (1 - @)) (43)

welche fiir © = 1 und 1/2 den Korrektor-Schritten (26)
bzw. (34) entspricht und unter linearen Bedingungen
einfach realisiert werden kann.

Sind Nichtlinearititen beispielsweise in S vorhanden, ist
mit der Wahl eines impliziten Verfahrens (® = 1) auch
das Schema (43) gut anwendbar. Jedoch ist die Genauig-
keit mit 0(At,) weniger gut. Fiir die bessere Trapezregel
(© = 1/2) mit 0(At)) ist es dann jedoch zweckmibig,
auf das Pridiktor-Korrektor-Schema (Abschnitt 4.2) zu-
rickzugreifen. Die Trapezregel (Korrektor-Schritt) ist
gegeniiber (43) dann anzuwenden gemih
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n+1 _
(Atn+S)C+

O(A% Cn o+ Gn) + Fntl o (44

n

wobei C™ durch die rekursive Anwendung der Trapez-
regel (35) bekannt ist.

5. Upwind-FEM

Das Wesen der Upwind-Naherung besteht darin, eine
entsprechend der Richtung und GréGe des konvektiven
Transportes angemessene Approximation der Differen-
tialgleichung vorzunehmen, um numerische Oszillatio-
nen und Instabilititen unter gewissen Bedingungen aus-
zuschliefen. Im Rahmen der MWR kann dies durch Ein-
fiihrung asymmetrischer Wichtungsfunktionen (8). er-
reicht werden, eine Niherung, die als Petrov-Galerkin-
Methode in die Literatur eingegangen ist, z. B. [9].
Betrachtet man den Transportproze§ in Stromlinienrich-
tung — es sei zur Verdeutlichung die x-Richtung als sol-
che betrachtet —, so sind folgende Wichtungsansitze (8)
zuniichst im Eindimensionalen einzufithren:

lineares 2-Knoten-Element:

wi(§) = Ny (§) + aF(§) (45 a)
wa (§) = Ny (§) — aF(§) (45b)
mit den Formfunktionen

Ny ® = é(l —¥) (46 2)
Na ® = 3 (1+9) (46b)

wobei —1 < £ < 1 eine lokale Koordinate und a den sog.
Upwind-Parameter kennzeichnen. Letzterer besitzt mit
der Geschwindigkeit u ein identisches Vorzeichen:

a >0 fir u> 90
a < 0 fir u<O.

Die modifizierende Funktion F (£) in (45) li6t sich bestim-
men zu

F@ = —5(1-951+H. 7)

quadratisches 3-Knoten-Element:

wi€) = Np(§) - F(® (48.2)
wa (§) = Na(§) + 4BF (§) (48b)
w3 (®) = N3 () — p F () (48¢)
mit den Formfunktionen

M@® = 3EE-D (492)
Ny (() = 1—¢2 (49b)
Ny @) = pEETD) (499)

und der modifizierenden Funktion

F@® = g¢G-DED (50)

wobei a;, ag und § einen Satz von Upwind-Parametern
reprisentieren.

Fir die Behandlung zweidimensionaler Transportglei-
chungen wird die Stromungsgeschwindigkeit uyauf die
entsprechenden Elementseiten projiziert. Damit sind mit
jeder Elementseite Upwind-Parameter einzufithren. Man
erhilt Sitze von Upwind-Parametern o5y By, welche

9



entlang der jeweiligen Elementseiten und Richtungen
festgelegt sind [10], z. B. fir das 4-Knoten-Element
4 Parameter o, I = 1,. .., 4; fiir das 9-Knoten-Element
18 Upwind-Parameter oGy B I =1,... ,6,=1,2
(j identifiziert hierbei die tiifferenzierten a-Parameter ge-
mifi Gleichung (48)). Die Wichtungsfunktionen im zwei-
dimensionalen Fall stellen Verallgemeinerungen der ein-
dimensionalen Ansitze dar. Soweit sie Lagrangesche
Interpolationen umfassen, sind sie direkt durch Produkt-
bildung der Funktionen (45) bzw. (48) in jeder Richtung
ableitbar [9].

Die Petrov-Galerkin-Wichtung hat auf den konvektiven
Anteil der Differentialgleichung zu wirken, d. h. alle an-
deren Terme miissen beim Upwind-Prozef unbeeinflufit
bleiben. Legt man Gleichung (18) zugrunde, so sind fol-
gende Bedingungen einzuhalten:

(nDk] &,l’wl,k) = (nDklél,NI,k) (51a)
A
aC BC
A(Rda—t-,wl) = <Rda_'NI) (51h)
(I‘lfo,WI) = (nfo, NI) (51(:)

und analog fiir die iibrigen nicht-konvektiven Terme.
Man kann leicht zeigen, dab (51 a) automatisch erfiillt
wird, wihrend (51b,c¢) u. 4 dann erfiillt werden, falls
die Quell-Senken-Grofen konstant sind, d. h. Lumping
in den Skalarprodukten zur Anwendung kommt. Um
sich darauf von vorn herein nicht einschrinken zu miis-
sen, ist es zweckmiBig, solche Terme mit einem Galer-
kin-Ansatz zu behandeln:

<Rd§E Nl)+(nuka WI)"'(IIDlel W]k)

‘+(Rd>\C,N]>=(nfo,NI)—f qucdr (52)
I'n

6. Numerische Eigenschaften

6.1. Stabilitit

Zeit:

Zur Abschitzung der numerischen Stabilititseigenschaf-
ten der aus der Zeitapproximation resultierenden Glei-
chungen sei (43) vereinfacht geschrieben zu

1
C';* =AQ (53)
mit dem Amplifikationsfaktor

~ l—w,(l—@)Atn
- l+w]®Atn

(59)

wobei wy = S;/0p die modalen Eigenwerte (Frequen-
zen) bezeichnen. Die exakte Losung von (24) ergibt sich

zu
Agx = exp(—wpAty) (35)

Es ist zu ersehen, dab sich, falls IA i> 1 ist, das Problem
instabil verhiilt. Fernerhin ist offensichtlich, daB mit
A < 0 Oszillationen einhergehen miissen. Mit der Forde-
rung |A| <1 (Maximumprinzip) muf der Ausdruck (54)
grofer als — 1 sein, und man erhiilt die Bedingung

10

wp At, (20— 1) > -2 (56)

welche bei © > 1/2 fiir alle wy und beliebige At erfiillt
wird, sog. A,-Stabilitit fiir Crank-Nicolson- oder impli-
zites Verfahren. Die Forderung nach Oszillationsfreiheit
mit A > 0 fiihrt auf die Bedingung

1-0)w A, <1, (57)

welche fiir alle w; und beliebige At, allein fir ® = 1

(implizites Schema) erfiillt wird. Fiir das Crank-Nicolson-

Verfahren bestehen demgegeniiber Restriktionen fiir die

Zeitschrittweiten mit

At, < 2 (58)
“r

Ort:

Die numerischen Eigenschaften der aus der Ortsdiskreti-

sierung resultierenden Gleichungen sollen unter ideali-

sierten und vereinfachten Bedingungen (Eindimensionali-

tit und Stationaritit) quantifiziert werden.

Das lineare Element fiihrt hierbei auf die Differenzen-

gleichung [10] fiir den Knoten I

P
[1+ _25(a_1)](:I+1 —[2+aPglG

+[1+ (a+l)]CI 1—0 (59)

wobei Pg = % (u = Geschwindigkeit, h = charakteristi-

sche Elementlinge, D = Dispersionskoeffizient) die sog.
Element-Peclet-Zahl kennzeichnet.

Dementsprechend ergibt das quadratische Element

fiir den Mittenseitenknoten I—1/2

P P
1+ Zg-(ﬁ—l)]cl -2+ ?gﬁ}cl—lﬂ
+[1 +%g—(ﬁ+l)]CI_1 =0 (60a)
und fiir den zentralen Eckknoten I

SR N g2 “DIG,

—[2 5+Pg ( +2)](:I

P
f+ BBy %(72 £anle, -0

(60b)

Demgegeniiber bestehen lokal-exakte Differenzenschema-
ta

CI+1 —(1 +a) CI +aCI_1 =0 ‘ (618)
—(1+b) CI—1/2 + bCI—l =0 (61b)

mit

a = exp (Pg) (61¢)

b= exp (A (61d)

wenn folgendes lokales Randwertproblem zugrunde ge-
legt wird:



=1 < x <! 1=2,3,
Cl-1) = ¢,

C(XH‘]) = C'I+_]

mit

J = 1 fiir Eckknoten
J = 0 fiir Mittenseitenknoten.

Ein Koeffizientenvergleich der Schemata (59), (60) mit
(61) liefert Aussagen iiber die Rolle der Upwind-Para-

meter:
Am Beispiel linearer Elemente ist (bei u > 0)

Pg
1+ 2—(a+1)

a = —5——>0 (62)
1+ _25 (a—1)
und demzufolge
@ > g = 1_-1% fir Pg> 2 (632)
a =0 fir Pg< 2 (63b)

Das heifit, das Standard-Galerkin-Schema (a = 0) wird
(oder besser kann) Oszillationen verursachen, sobald die
Pg-Zahl den Wert 2 iiberschreitet. Um Oszillationen zu
vermeiden, muf dann der Upwind-Parameter o grofier
dem kritischen Wert o ;; (63 a) sein. Im Falle o = 1 ist
das Schema bedingungslos stabil und entspricht dem
,, Full-Upwind™-Typ.

Analog erhilt man fiir quadratische Elemente die Bedin-
gungen:

B = Birit =

|
[
!

fir Pg> 4 (64.a)

B =0 fir Pg< 4 (64b)
an den Mittenseitenknoten und

2 ..
1-—E fir Pg>

q = 0 fir Pg< 2 (65 b)

[\

o) S @) g = (652)

an den Eckknoten. ’

Im Standard-Galerkin-Fall (¢ = ag = B = 0) werden
(oder konnen) Oszillationen vorkommen, sobald Pg > 4
ist. Diese Restriktion resultiert aus den Mittenseitenkno-
ten (64), da fiir die Eckknoten keine Beschrinkungen fiir
alle Pg bestehen (vgl. (65a)). Ein ,,Full-Upwind™-Typ
mit ay = ag = f = 1 ist fiir quadratische Elemente nicht
oszillationsfrei, da Pg < 4 gefordert werden muf. Um
diesen Nachteil zu iiberwinden, kann folgendes Upwind-
Parameter-Tripel gewihlt werden

(@1, ag, B) = (0, 8, 2) (66)

welches als (0,2)-Pade-Upwind-Approximation bekannt
ist [10].

Die angefiihrten Konditionen sind nicht in jedem Fall als
notwendige Restriktionen aufzufassen. Sie kommen oft-
mals nur dann zum Tragen, falls am unterstromigen
Rand (Ausstromung) Randbedingungen 1. Art spezifi-
ziert werden miissen, diese dann Randgrenzschichten ver-

ursachen kénnen. Demgegeniiber ist es oftmals méglich
und notwendig, natiirliche Randbedingungen am Aus-
stromungsrand vorzuschreiben: g, = 0. Dann existiert
dort keine Grenzschicht, und auf die Anwendung von
Upwind -Schemata kann aus Genauigkeitsgriinden, wie
nachfolgend beschrieben, verzichtet werden.

6.2. Numerische Dispersion

Fiir die eindimensionale Transportgleichung kann expli-
zit mit Hilfe von Taylorreihenentwicklungen folgende
Abschitzung des Trunkationsfehlers aus der Zeit- und
Ortsapproximation gewonnen werden. Man erhilt fiir die
x-Richtung (bei konstanten Ry, D und ohne Quell-Sen-
ken):

aC aC 32C
Ry — +u— —
d 3¢ " ax 32
2 1 2 cn
-l 0 g ) L yor
num ax2 num ax2
(67)
wobei
n+l _ n+l
Dnu‘m N DZeit ¥ DO“ (68 2)
n _ n 3
Dnum - DZeit * DO rt (68 b)

(HOT = Terme hoherer Ordnung)

den Anteil der sog. numerischen Dispersion als Approxi-
mationsfehler aus der Zeitniherung Dy,;; und der Orts-
approximation D, bezeichnen. Numerische Dispersion
duBert sich in einem unnatiirlichen Verschmieren und
Ausweiten (Vorauseilen) von Fronten und Stofwellen.
Aus der Zeitniherung erhilt man

A
n+l _ th 2 2
DZeit = E‘R‘d— u + O(Atn) (69)
Aty 2
n - 2
DZelt = — ﬁ: uc + O(Atn) . (70)

Die Ortsapproximation verursacht folgende numerische
Dispersionen fiir lineare Elemente

Dor = % + O(R) 1)

und fiir quadratische Elemente

ay tag

uh ,
Dort = 5 B——7—)+ 0 (h%) ]ohne Upwind
‘ (72)
am Eckknoten und
. .
Doy =B 4= + O(h?) (73)

am Mittenseitenknoten.
Es wird ersichtlich, daf Upwind- und implizite Schemata
ein groBes Maf an falscher, numerischer Dispersion
D, um verursachen konnen.
Definiert man die globale Peclet-Zahl

ul

Pe = o (L = Gebietslinge)
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durch welche der eigentliche physikalische Prozek cha-
rakterisiert wird, so ergeben sich folgende effektive Pec-
let-Zahlen Pe in Abhingigkeit von der Wahl der Schema-

_ P
Pe = "C (74)
1+ 2pg+ p
5Pt 5 Pg

fiir lineare Elemente und implizites Schema (O = 1) oder
entsprechend fiir quadratische Elemente

— Pe
Pe = (75)

1 Cr
1+ 2(8—
+6(B

)P t 5 Pe

— P
Pe = © c (76)
1+§Pg+ = pg

an den Eck- bzw. Mittenseitenknoten bei jeweils impli-
ziter Zeitniherung, wobei

. Aty u

Cr TR Rq 7
die sog. Courant-Zahl definiert.

Fiir grofe Pg und/oder Cr sowie a > 1, 8> 1, (07, &)
= 0 oder # 0 wird die Dispersion in h()hem Mafe nume-
risch verursacht. Die effektive Peclet-Zahl Pe ist dann
nur noch abhingig von der gewihlten Netzgrobe und der
Zeitschrittweite, jedoch weitestgehend unabhingig von
der wahren Peclet-Zahl Pe. Upwind-Schemata werden
demzufolge oftmals abgelehnt [11], da sie zwar nume-
risch ,,schdne” und glatte aber falsche Lésungen hervor-
bringen kénnen.

Die Fithrungsterme der numerischen Dispersion zfg?— uZ,

+ d

u—2h , uﬁh 6 - a—l—é—l‘——*) i} %—}l konnen vermieden
werden, falls anstelle des impliziten Schemas das Crank-
Nicolson-Verfahren bevorzugt und Standard-Galerkin-
Wichtungen (ohne Upwind) benutzt werden. Fiir lineare
Elemente ist dann der Fehler von 0 (At h2).
Fiir die instationiren Transportprozesse sind die ent-
sprechenden Stabilititsbedingungen einzuhalten, wobei
die Upwind-Parameter 0 < «,... < 1 und der Wich-

tungskoeffizient -;— < © < 1 wieder als Stabilisierungs-

faktoren benutzt werden konnen. Es ist moglich, einen
Faktor (aus Genauigkeitsgriinden) festzulegen und mit
dem anderen zu stabilisieren. Dabei ist eine méglichst
optimale Genauigkeit zu erzielen. Hierzu wurden von
Ramakrishnan [12] optimale Upwind-Parameter Uopt
in Abhingigkeit von Pg und Cr auf numerischem Wege
bestimmt. Fourier-analytische Untersuchungen zur Be-
stimmung der Upwind-Parameter unter instationiren
Bedingungen wurden von Dick [13] vorgenommen.

Unter stationiren Bedingungen kénnen optimale Up-
wind-Parameter explizit formuliert werden [10]. Setzt
man hierzu am Beispiel linearer Elemente die Koeffizien-

ten (61 c) und (62) gleich, so ergibt sich
12

_ Pg, 2
Qopt = coth ( 5 ) —E (78)
Analog fiir quadratische Elemente:
_ Pg 4
ﬁopt = coth(T) - f’E (79a)
3 12 12

1

aopt 2tan (—)(1 pg 0pt+Pg2) Fé_ﬁopt

(79b)
(beia; = ay).

Die einfachste Moglichkeit, numerische Stabilitit zu er-
reichen, besteht darin, die GréBe der numerischen Dis-
persion in eine Galerkin-Approximation explizit einzu-
fiilhren. Beispielsweise ist die formale Vergroferung von
D auf D + uh/2 einem ,,Full-Upwind"-Schema (a = 1 fiir
lineare Elemente) dquivalent. Solche Techniken werden
oftmals praktiziert. Ein Upwind-Aquivalent im Zweidi-
mensionalen erfordert, daff sich die DimpfungsmaBnah-
men nur auf die Strémungsrichtung beschrinken, sog.
,,Streamline-Upwind - Verfahren [14]. Numerische Dis-
persion in Strémungsquerrichtung ist dagegen auszu-
schlieBen, da unnotig und fehlerverursachend. Es ist
offensichtlich, dafi dies leicht iiber den Tensor der hy-
drodynamischen Dispersion Dy ([1]GL. (88)) zu realisie-

ren ist

uk !

Dyj = (Dg +Br U) by + (B, + 6" —Br)
(80)

(U = (u uk)l/z) indem nur die longitudinale Dispersi-
vitit f;, um das entsprechende Dimpfungsmafi g™

vergroBert wird. Ein ,Full-Upwind” bedeutet dabei,
ﬂium mit % fiir lineare und mit-g fiir quadratische Ele-

raente zu veranschlagen.

6.3. Konservativititsbetrachtungen

Zur Erreichung numerischer Stabilitit bestehen zwei
Mbglichkeiten nebeneinander :

1. Glittungs- und Dimpfungsmafnahmen, wie zuvor be-
schrieben, und

2. Wahl von Diskretisierungsformen, die bestimmte Er-
haltungssiitze einhalten.

Es ist bereits fiir Differenzenverfahren gut bekannt, daf
Schemata, die fiir verschiedene Momente der Funktion
(oder Funktionen) am Beispiel fiir C

D .
D SJZ( CdQ
(81y
D Jc2da
Dt g

konservativ sind, héhere Stabilitiit bedingen [ 15].
Zur Problemstellung sei folgendes Transportproblem als
Prototyp untersucht:

uk’k = 0 (82)



Ky )
y = *—H‘(PJ*Pgel) (83)

oo O = 0 (84)
at ’

(u = Porengeschwindigkeit, K}, = Durchlissigkeitsten-
sor, p = Druck, p = Dichte, g = Erdbeschleunigung, ¢, =
Gravitationseinheitsvektor), wobei Inkompressibilitit
(82) und ausschliefilich konvektiver Transport (84) vor-
ausgesetzt wird; als Bewegungsgleichung gilt das Darcy-
Gesetz (83). Die natiirlichen Variablen p, uy und C wer-
den im Rahmen der Galerkin-FEM mit unterschiedlichen
Interpolationsansiitzen angenihert, wobei fiir den Druck p
ein um eine Ordnung geringeres Polynom Mj (x) gegen-
iiber Nj(xy) fir up und C zu benutzen ist (Abschnitt
7.1.1). Die Inkompressibilititsbedingung (82) erhilt da-
bei einen Wichtungsansatz mit der mit der Druckvaria-
blen verkniipften Basisfunktion My (x; )

My, > = 0 (85)

wobei Gk die Niherungsfunktion fiir uy reprisentiert.
Die Beziehung (85) befriedigt Inkompressibilitit nur in
einem gewichteten integralen Mafie. Die Auswirkung die-
ser mittleren Inkompressibilitit auf die Transportglei-
chung (84) zeigt sich wie folgt.

Gleichung (84) lafit sich umschreiben zu

git" g Che + v €= 0 (86)

wobel 7y einen konstanten Parameter bezeichnet. Ist vy
oder uy i gleich Null, dann ergibt sich die konvektive
Form der Transportgleichung (entsprechend (1 a)).
Wihit man vy = 1, entspricht (86) der Divergenz-Form
(gemifs (1b)). Mit der Wahl von v = % wird ein Aus-

“

druck erhalten, der das Mittel der zwei Formen verkor-
pert:

\ 1 1 .
u Cp + 5uk € =5 [ug Cy + (ug €) ] (87)

Diese Formulierung wird als ,,absolut™ konservativ ge-
kennzeichnet, da damit Momente zweiter Ordnung (81)
erhalten bleiben, wie nachfolgend gezeigt wird. Sie
wurde bei der FEM von Temam [16] erstmals eingefiihrt.
Die Galerkin-FEM fiir (86) ergibt

A

aC

(Np, 52 = (A=) (Np, Cug ) + (Coy, Ny

~ N (B m) CdT (8)
K

Summiert man iiber alle Knoten I und beriicksichtigt
Z Ny = 1, ergibt sich fiir (88)
1

D ;CdQ = (1-9) [ Ciyydn (89)
Q

Dt g
In analoger Weise, nach Multiplikation von (86) mit Cj (t)

und Summation iiber I, erhilt man

D A Ao
B J (2dQ = (1-27) [ €2y, dQ (90)
t Q

Die rechten Seiten von (89) und (90) verschwinden, so-
bald man 7y = 1 (Divergenz-Form) bzw. v = 1/2 (,,abso-
lut”-konservative Form) wihlt, unabhiingig von der Grs-
fe flk’k selbst. Die Divergenzform befriedigt die Erhal-
tung von Momenten erster Ordnung [ C d 2, wahrend
die ,,absolut™-konservative Form eine Erhaltung quadra-
tischer Quantititen f C2 dQ erfiillt. Die konvektive
Form (y = 0) dagegen befriedigt keines der beiden Er-
haltungssitze, d. h. die rechten Seiten von (89) sind im
allgemeinen als von Null verschieden zu betrachten.

Eine wichtige Ausnahme besteht dann, falls die Basis-
funktionen My in (85) und Nj zur Approximation von
C(t) gleich sind. Durch derartige Konstruktion ver-
schwindet die rechte Seite von (89) selbstindig fiir je-
den y-Wert (,,Built-in”-Konservativitit). Dies ist insbe-
sondere dann gegeben, wenn das Problem iiber eine Sub-
stitutionsformulierung gelost wird, sieche Abschn. 7.1.2.

Bei der Verwendung der Divergenz-Form (7y = 1) kénnen
Formulierungen von Vorteil sein, die verallgemeinerte
Randstromfunktionen einschlieten. Dehnt man die An-
wendung des Greenschen Integralsatzes auch auf den
konvektiven Term aus, so ergibt sich fiir (1b) anstelle
von (18)

aC

A
+(Rd?\C,wl):(an,wI)— fwlq:df' (91)
r

A A
> — (nuyy C, wl,k) + (nDkl C,l’wl,k>

wobel

qp = qe * nCuy (92)

einen verallgemeinerten Randstrom beschreibt (g, ent-
spricht Gleichung (19)). Hierbei ist die Divergenz der Ge-
schwindigkeit nicht mehr explizit enthalten. Ist q: =0,
sind die entsprechenden Randabschnitte ,,vollkommen
dicht”. Vorgaben fiir q: sind an Ein- und Ausstrémrin-
dern erforderlich. Soweit C dort unbekannt ist (z. B.
Ausstrémrand mit unbekanntem Stoffdurchsatz), kann
dieser Anteil des Oberflichenintegrals auf die linke Seite
iiberfiihrt und analog zu Randbedingungen 3. Art behan-

delt werden.

7.  Finite-Element-Modelle
7.1. Stofftransport im Grundwasser
7.1.1. Formulierung in natiirlichen Variablen

Legt man vertikalebene Stofftransportprozesse zugrun-
de, so lauten die zu losenden Differentialgleichungen zu-
sammengefafit [1]:

uc = 0 (93)
Ky
u + —;(p,n tgpe) =0 (94)

Ry —g% +(nuE O — (D Cy) x + RgAC = nf
' (95)
mit

: uew
Di = g 67 U) by + (B — Br) —5— (96a)
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and

p = po (1+kC/Cy) | (96 b)
bei
k = [p(C1) —pol/pg (96¢)

wobei p, = Referenzdichte, k = Dichteverhiltniszahl und
C; = Maximalkonzentration, Ry = Retardationsfaktor
und A = Zerfallsrate.

Fiir die gesuchten Funktionen kommen folgende Inter-
polationsansitze vom C,-Typ zur Anwendung:

P~P=MP
wo~ by = Ny U 1=1,...,K (97)
Cz'(E:NICI k=1,2

wobei zur Genauigkeitsverbesserung und zur Vermei-
dung oszillierender Erscheinungen bei den diskreten
Druckwerten (sog. ,,Schachbrett-Syndrom™ [17]) das
Polynom der Formfunktion Mj (xy) um eine Ordnung
geringer als fiir Ny (xy) ausgewihlt wird, z. B. quadrati-
sche Interpolation durch Nj und linearer- Ansatz durch
M;.

Die MWR liefert fiir das Ausgangssystem (93), (94) und
(95) bei (97) letztlich folgende FE-Gleichungen:

H-nntl + gntl = o (98 a)
D(U“*l)- Cn+l - E(U“*l)' Cn + Xntl (99a)

mit
B 7
€ n1€ €
0 MINJJ M‘I’NL2
K 1 e nié
Hy=2 ff | —NM NEN 0 aQ
o n 1] 1]
Qe
K 2 e e
—NM, 0 NNy

unter der Annahme, daB K ; = 0 fiir k#1 ist, (98b)

L= 4 U - (980)

K
-3 oge N‘;[1+é‘_ T (NS - CE(m)]L do
e Qe n 1 L
Koo e K € e
LA — I (Ny - C; (t
e Poge2N1[1+C1 L( 4 L())]‘
(98 d)
und bei Anwendung des ©-Verfahrens
0)
+1y = Y * +1
Dyy (U = ZL + @Sy (99b)
0 .
Eyy (Un*Y) = Kf; ~ (1-©)8;; (U™*1)  (99¢)

14

Xt - eFl s 19 F . (99 d)

bei
Spy (Un*1)y = Sy (Untl)

L
+7eEffnw§N; (EN;-UE )k 49 (99¢)
Qe

wobei die Matrizen Opy und Syy sowie der Vektor Fy den
in (22) angegebenen Ausdriicken entsprechen.

Impliziert man in F; gemif (22c¢) Randbedingungen
3. Art (2d), so modifizieren sich Sij und Fy dergestalt:

SIJ_“) SIJ + 2 Ac NENC dI' (100)
: 1N
Iy

und
Fj =% {ff N f,nd2 — [ Njqdr
s Qe r.e
2

+ [ ANECY dl‘} (101)

3

Der Vorteil dieser Formulierung besteht darin, daf ste-
tige Felder fiir die Unbekannten p, u;, uy und C auftre-
ten. Dies geht jedoch zu Lasten eines héheren numeri-
schen Rechenaufwandes beim Losen des gekoppelten
Systems (98), wobei bis drei Freiheitsgrade an den Kno-
ten auftreten, d. h. die Bestimmungsgleichungen (98)
fiir p und uy sind simultan zu 16sen. Sehr effektiv dage-
gen liBt sich mit der Substitutionsformulierung arbeiten.

7.1.2. Substitutionsformulierung

Auf Grund der einfachen Gestalt der Bewegungsglei-
chung in Form des Darcy-Gesetzes kann die Geschwin-
digkeit in den Feldgleichungen substituiert werden. Als
Beispiel sei das Ausgangsproblem des horizontalebenen
Stofftransportes im Grundwasser betrachtet [1]:

0B

nastak = —Q+W (102)
g + Tikphy =0 (103)
aC 3B

B R4 TS +nC TS + (qx Ok —(ﬁklc,l),k

+ BR4AC + CQ — C'W —nfyB =0 (104)

kl=12
mit dem Makrodispersionstensor
5 qK d1
Dyj = (nDg B + By Vg) 8yt + (BL —Br) ——
q
(105 3)
(Vg = (ac q)t/?
und der Brunnenfunktion [1]
b L L

Q = ZQpudln-x,xp-x)  (105h)



wobei B = Michtigkeit des Grundwasserleiters, q; = spe-
zifischer Darcy-Volumenstrom, h = Druckhéhe, W =
Neubildungsrate, C' und C" = Ein- bzw. Ausgangskon-
zentrationen, Qg = Forderstrom des Einzelbrunnens so-
wie Ty} = Transmissibilitit.

Folgende Anfangs- yund Randbedingungen sind gestellt:

A.B.  h(x,0) = h,
C (x4, 0) = G,
R.B. h = b} 1. Artauf T

R

an = qh = _Tklh,l“k 2. Art auf Fz
R

gp = —Ah (h2 —-h)3 Art auf F3

c=a} 1. Artauf T,
qe = q? = —ﬁkl C,l e 2. Artauf T

R
qc = —Ag(Cy—C)3. Artauf Tg

wobei F1UF2UP3—F4UP5UF6 r P2UF3—
l"h s UTg = FN und Ay, als sog. Kolmationsparame-

ter bekannt ist. Fiir die gesuchten Funktionen werden
gleichartige Interpolationsansitze gewihlt:

A I
W~ @ = Mg, I=1L... K (106)
c~C = NG

Setzt man (103) vom Darcy-Typ in (102) ein, ergeben
sich nach Anwendung der MWR und der Ansatzfunk-
tionen (106) folgende FE-Modellgleichungen:

A:mtl = B + Gotl (107 a)
D-Cotl = E. Cn+ Xn+l (108 2)
mit
Ay = Py, e (107b)
B, - .U 1-6)T 0
7 Ao~ 1-9Ty (107¢)
n
6= eyrtl + 1-€) Y (107 d)
bei
Py = 2 Jf nN¢ N; dQ (107e)
Qe
Iy = 2(J Tiy N} N;,l dQ
Qe
L AN N; dr) (1079)
r3
4= z{- g N@Q-Wae
Q°
—J Nogtdr+ g Ahth;dr} (107¢g)
r; r;

sowie
Oy
DU = E + @SIJ (108b)
By o= W (1_g)s 108
IJ‘a—tn‘—(“)IJ (108¢)
x;‘“: OFn*l + (1-6)F] (108 d)
bei
Oy = z Jf B Ry N| N} dQ (108¢)
Qe
Sy = fo{ e[(z:Ne q )
e Qe
+ (ENequ )]
+ Dklw‘l’kN}’l + BRg A
hn+l_hn
1 e nje
+“_"—"_At,, )N N }dQ
+ 2 f A/NEN AT (1081)
e 1]
I

Fp =2 { [ (=CQ+C'W+ nf;B)N;'dSZ
€

Qe
NegRdr + f A CRNearl (108
! f c Y9 V1 ( g)

b=
o

wobei fiir einen unbedeckten Grundwasserleiter die Be-
dingung B = h eingearbeitet wurde.

In (107 2) und (108 a) bezeichnen h und C die gesuch-
ten Losungsvektoren fiir die Piezometerh6he h und die
Stoffkonzentration C. Die Knotenwerte der Geschwin-
digkeiten qI konnen nach bekanntem h-Feld gemif
Darcy-Gleichung (103) leicht als sekundire Unbekannte

ermittelt werden:

I I I
qQ = - Ty [NL (xli x2)],1 hy, (109)
LL=1,...,K
kl =1,2

Mit dieser Derivativauswertung ist jedoch keine Stetig-
keit der diskreten Geschwindigkeitsfelder mathematisch
mehr gesichert, was unter bestinmten Umstinden (in
Bereichen hoher Geschwindigkeitsgradienten) zu Bilanz-
fehlern fiihren kann. Aus Genauigkeitsgriinden ist eine
GauB-Quadraturpunktbezogene Derivativauswertung zu
bevorzugen.

Zur Verbesserung der Genauigkeit des Geschwindigkeits-
feldes und zur Minderung von Bilanzfehlern erweist sich
eine direkte Galerkin-FE-Formulierung der Bewegungs-
gleichung (103) als zweckmiiBig [19]:

aIJ * q’ll‘ = bkl k =1 oder 2 (1108)
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wobei

ay = f I N‘I’N; dQ (110b)
Qe

und

(110¢)

b -z NE Ty (N6 hy)dQ
k1 . /I I kl(J’l ])

Qe

Dabei konnen die Gleichungen (107) und (110) nachein-
ander und separat gelost werden. Das Gleichungssystem
(110) braucht im Regelfall nur einmal triangularisiert zu
werden.

Das System (107), (108) kann sehr effektiv gelost wer-
den, wobei Symmetrie fiir die Matrix A vorliegt und die

Bestimmung der Funktionen h, q und C sukzessive er-
folgen kann.

7.2.  Zweiphasenstromungen nichtmischbarer Fluide
7.2.1. Ol-Wasser-Verdringungsmodell

Betrachtet man die Strémung zweier nichtmischbarer
Fluide (Ol = nichtnetzende Phase, Index nw; Wasser =
netzende Phase, Index w) in einem Reservoir als hori-
zontalebenes Problem, so lautet die mafigebende Dif-
ferentialgleichung fiir jede Phase f = nw, w [1]:

9 s¢ of f £ _
"3 T (K[k P,k),l -Q=0 (111a)
mit
cf _ pf
Klk = Klk (s¢) (111b)

wobei ¢ = Phasensiittigung, pf = Phasendruck, n = Poro-
sitit, KIk = Phasenmobilitit und Qf = Quell-Senkenterm.
Das nichtlineare System (111) wird durch die Zustands-
gleichung

pe = P" — PV = 1(sy) (11lc)
komplettiert, welche die Beziehung zwischen der Pha-
sendruckdifferenz, dem Kapillardruck p, und der Was-
sersiittigung beschreibt. Mittels der Funktion (111c)
lifit sich die zeitliche Ableitung der Sittigung in (111°a)
in einen Ausdruck umformen, der das Produkt einer wei-
teren nichtlinearen Funktion (spezifische Kapazitit) und
der zeitlichen Ableitung des Phasendruckes darstellt, so
daf in (111a) durchgingig der Druck als Unbekannte
auftritt. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, daf nur der
Druck als Unbekannte approximiert zu werden braucht,
birgt aber eine Reihe von Nachteilen in sich, wie z. B.
Schwierigkeiten bei der Vorgabe der Randbedingungen,
Instabilitit und numerische Diffusion (Dispersion) bei
geringem Kapillardruck usw. [24], [26]. Deshalb wird fiir
die Stromungsgleichungen ein Ansatz in natiirlichen
Variablen gewihlt, d. h. die gesuchten Funktionen pf
und sf werden mit Hilfe von C,-Interpolationsfunktionen
dargestellt:

~ M - f
Pf ~ Pf = NIPI

PSR =1,...,K 112)
§ T 8 T N9y f=nw,w

Beriicksichtigt man ferner, daf s, + s, = 1, so lifit sich
die Olsittigung s, fortan durch die Wassersittigung s,
ausdriicken, s, = 1 — s, und man erhilt aus (111) mit
(112) ein System mit drei unbekannten Grofen p™"v,
pY, sy

Die von der Wassersittigung abhingenden Mobilititen

werden durch einen um eine Ordnung niedrigeren Ansatz

At of f _ *
K ® Ky = MKy, I=1,...,K (113)
interpoliert. Die Anwendung der MWR und die Einfiih-
rung der Relationen (112) und (113) lassen aus den Glei-

chungen (111 a) folgende FE-Gleichungen entstehen:

as,,
HY « PY + C — + FW = 0

at
38 (1142)
How . pnw _C ¥ 4 Fnw = g
at
mit den Matrizen
f e f e
H. == NS (ZMS K N
1§ A éL [ LI(L LK) Ny
€ e f e
* Np, (EMp K22L)NJ,2}dQ (114b)
Cy = Z Jf N/ nN7dQ (114.¢)
e Iy
Qe
Fo= 3 { [FNEQfdQ + g N‘;q;‘dr} (114d)
¢ Lqe re

2

unter der Annahme, daf K{ =0 fiir k # 1 ist.

In (114 d) représentiert derli{andintegralterm die Appro-
ximation zweiter Randbedingungen, d. h. die anzulegen-
den Injektions- bzw. Férderstrome bei der Reservoirsi-
mulation. Eine giinstigere Form des Systems (114), bei
der man die simultane Losung des gesamten Systems ver-
meidet, wird erhalten, wenn man die Summe beider Glei-
chungen bildet und sie an die erste Stelle setzt, nimlich
H$ -Pow + Fs = H¥ . P

c

Hnw o paw_ ¢ 0%, pnw - g (1154)
ot

wobei

Hs = Hv + H™"

: (115b)

Fs = Fv + Fnw

In (115 a) sind nur noch zwei Unbekannte enthalten, die
Gleichungen konnen sukzessive gelost werden, und das

System ist unempfindlich gegeniiber kleinen bzw. ver-
schwindenden Kapillardriicken [23], [27].

Die Zeitdiskretisierung der instationiren Gleichung er-
folgt mit Hilfe des ©-Verfahrens und fijhrt auf

Hs:n+tl . pnw,n+l 4 Fsn+l - gw,n+l. Pn+1 (ll6a)
c
cas™! - eat, { Howontl . paw,ntl o an,nﬂ}
w

+ (1-9)At, {Hnw,n « pnw,n 4 an,n}
(116 b)



wobei zusitzlich noch ein Pridiktor-Korrektor-Schema,
vgl. Abschnitt 4.1, zur Anwendung gelangt, um die Start-
werte des n+1-ten Zeitschrittes zu schitzen und zu kor-
rigieren. Das System (115a) besteht aus einer ellipti-
schen und aus einer hyperbolischen Gleichung, die die
Bewegung einer mehr oder weniger scharfen Front —
entstehend durch die Verdringung von Ol durch Wasser
— beschreiben. Um numerische Instabilititen auszu-
schlieben, ist auch hier der Einsatz von Upwind-Sche-
mata sinnvoll [22], [23]. Da jedoch explizit keine kon-
vektiven Terme in den Gleichungen auftreten, auf die
eine Petrov-Galerkin-Wichtung, vgl. Abschnitt 5, wirken
kann, wird hier ein modifiziertes und ebenso wirkungs-
volles ,,Upstream-Weighting” bei der Interpolation der
nichtlinearen Mobilititen angewendet. Dabei werden
die Mobilititen nicht wie in (113) interpoliert, sondern
es ist

f 1 | a, . f 1 o . f
KIJ = (§+§)KI +(§—§)KJ a+J] Q1w

wobei Kf und Kf die relativen Mobilitdtswerte an den
Elementknoten I und J sind, KfJ stellt den gewichteten

Wert dar und a, 0 <a <1, ist der Upwind-Parameter fiir
die Elementseite mit den Knoten I und J, vgl. [27].

Der Vorteil dieser Zweiphasenmodellformulierung be-
steht darin, dafi die Matrizen H® und C symmetrisch und
positiv definit sind (C ist auBierdem konstant und
braucht nur einmal aufgebaut zu werden), was eine
schnelle sukzessive Losung der Gleichungen erméglicht.
Fiir den. Spezialfall p, = 0, auch als Buckley-Leverett-
Problem bekannt [24], [27], vereinfacht sich die Glei-
chung (116 a), da die rechte Seite verschwindet. Es wird
damit ein reines Verdringungsproblem modelliert, bei
dem sich eine extrem scharfe Front ausbildet und eine
Upwind-Formulierung nach (117) in einigen Fillen not-
wendig ist. Eine alternative Formulierung der mafigebli-
chen Differentialgleichung speziell fiir das Buckley-Leve-
rett-Problem kann in der folgenden Form gegeben wer-

den [23] [25]:

Osy , 08y
ngt—+qr(sw)—a—-;— =0 (118)
mit
: dr(sy)
o) = gy (1193)
A
w
r(s,) = K“‘ (119b)
Sw K™Y+ "Kw
1k 1k

und q = Injektions/Produktionsstrom. Gleichung (118)

ist von hyperbolischem Charakter und weist einen kon-

vektiven Term auf, so daf das iibliche Petrov-Galerkin-

Schema mit den Wichtungen wy, z. B. (45), (48), zur An-

wendung gelangen kann. Die FE-Approximation von

(118) liefert dann folgendes diskrete System beziiglich x
98

S, + C Y = 120
B-S, 31 (120)

mit

Byy = E fquI(ZN° L)Nildsz
Qe

und C entsprechend (114 c). Die Zeitdiskretisierung mit-
tels des ©-Verfahrens fiihrt auf das nichtlineare Glei-
chungssystem

[0At, Bntl + Catl]. g7t
= -[(1-©)At, Br — C]- 8" (121)

mit nun allerdings asymmetrischer Systemmatrix. Dieser
Nachteil gegeniiber dem obigen Modell (115) bzw. (116)
wird durch einen weiteren erginzt: man erhilt keine
Aussagen iiber den Druckverlauf im Reservoir. Aus nu-
merischer Sicht jedoch ist das System (120), (121) von
Interesse, insbesondere beziiglich der Untersuchung von
Upwind-Schemata und der Approximation der nicht-
linearen Koeffizienten [25].

7.2.2. Ungesittigt-gesittigte Grundwasserstrémungen

Aus den allgemeinen Differentialgleichungen (111) fiir
ein Zweiphasenproblem nichtmischbarer Fluide fiir Was-
ser und Gas (Bodenluft) lift sieh das reduzierte Modell
der ungesittigten Stromung als Sonderfall ableiten [1]
und zur Simulation von vertikalebenen Wasserstrémun-
gen im Boden verwenden [20], [21]. Man erhilt fiir die
Piezometerhdhe hY, die sich aus dem Phasendruck er-

gibt
R M (122)
Pwg O

die nichtlineare Differentialgleichung

w
¢ 5o — (Ki K;’hj’(),, Q¥ =0 (123a)
mit
d
c=—n"p¥g = o(s,) (123b)
dp¥ °

als Funktion der spezifischen hydraulischen Speicher-
kapazitit, Ky ist der Tensor der gesittigten hydrauli-
schen Leitfihigkeit. Gemifi der Zustandsgleichung
(111 ¢) ist auch hier der Phasendruck p* und somit die
Piezometerhohe hY von der Wassersittigung abhiingig
und die Gleichung (123 a) wird stark nichtlinear Wwegen
der 16sungsabhiingigen Koeffizienten c (s,,) und K¥ (s,,).
Der Gleichungstyp wechselt von parabolisch (p¥ < 0)
auf elliptisch (p¥ = 0) mit verschwindender Funktion c.
Zur numerischen Losung von (123) wird h¥ mlttels Co-
Ansatzfunktlonen interpoliert

hw"Nlh , I=1,...,K (124)
wobei im allgemeinen quadratische Funktionen Nj be-
nutzt werden. Die Interpolation der Koeffizienten er-
folgt eine Ordnung niedriger mit linearen Funktionen
My
c = 3 = MI C[

I=1,...,K* (125)
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Durch Anwendung der MWR und die Einfihrung von
(124) und (125) libt sich aus (123) die folgende FE-
Gleichung herleiten

oh"

A-hv + €2 -
5 - F (126)
mit
— € €
Ay = ‘Z: ff{Nl,l(EM L)Kll J.1
Qe
+ Niq (2 M[ K| ) Ks3 N;’3} dQ  (127a)
Gy = >: N n(z My c")Ne aQ (127b)
Qe
F = { JFN[QYdQ + f Ny dl‘}(127c)
[ Qe F
2

unter der Annahme, daf K, = 0 fiir k # 1 ist.

Zieht man noch dritte Randbedingungen der Gestalt
R R

qy = ~ A (h3 — h) (128)

ins Kalkiil, wobei A der sog. Kolmationsparameter und
h, die Referenzpiezometerhhe sind, dann erweitern

sich (127 a) und (127 ¢) folgendermafen

Ay— Ay + 2 J AN;*N}"dr (129 a)
yre
3

Fp — F; + 2/ AN hYdr (129b)
€ e

3

Das System nichtlinearer gewéhnlicher Differentialglei-
chungen beziiglich t (126) wird mit dem ©-Verfahren
(41) vollstindig diskretisiert und man erhalt

(€At A+ C)-h¥-"*1l = (1-0)At, A—C)* h¥:"

+ At, (@ Fntl + (1 -©)F")
(130)

mit 0 < © < 1. Zur Stabilitit und Oszillationsfreiheit
der L.5sung gelten die Bedingungen (56) und (57). Ana-
log zum vorherigen Modell wird mit Hilfe eines Pridik-
tor-Korrektor-Schenias  (Abschnitt 4.1.) das System
(130) linearisiert. I)ie je Zeitschritt auszufiihrenden
Iterationen werden dann abgebrochen, wenn ein vorge-
gebenes Fehlerkriterium A erfiillt ist [20].

Wie aus (130) ersichtlich, ist das System symmetrisch,
was einer effektiven Losung entgegen kommt. Auf
Grund der Nichtlinearitit der Matrizen A und C ist (130)
je Zeitschritt und Iterationsschritt neu zu assemblieren.
Die Knotenwerte der Geschwindigkeit kénnen aus den
Piezometerhohen h¥ nach dem Darcy-Gesetz ermittelt
werden, analog (109), bzw. es wird die direkte Galerkin-
FE-Formulierung (110) zur Minderung von Bilanzfehlern
angewandt.
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8. Gekoppelte Probleme und Iterationsverfahren

Eine Reihe von Problemen (z. B. dichtegekoppelte
Transportprozesse, diverse Reaktionsvorgiinge, Mehrpha-
sen- und ungesittigte Stromungen) implizieren Nicht-
linearititen in den FE-Gleichungen. Ihre erfolgreiche
Losung erfordert die Anwendung geeigneter Iterations-
techniken. Aus der Vielzahl moglicher Verfahren seien
nachfolgend zwei gebriuchliche Losungswege dargestellt,
die am Beispiel des Systems (98), (99) erlidutert werden.

Als einfachste Moglichkeit bietet sich eine sukzessive
Iterationsmethode an, bei der innerhalb der Zeitschicht
die Losung in einem einfachen Zyklus korrigiert wird:

H-m™h o+ 6et) =0

DU - 7 = E(UTh - €M x™ a3
H-m0 L o+ 6(Cl) =0
etc.

wobei 7 die [terationslaufzahl bezeichnet.

Die alternierenden Iterationen werden dann abgebro-
chen, falls

max |CM1 ¢ < (132)

wobei A ein Fehlerabbruchkriterium darstellt.

Um die Konvergenz zu verbessern, kénnen unter be-
stimmten Bedingungen Korrekturschritte in Verbindung
mit Uberrelaxation von Vorteil sein. Dazu ersetzt man
die aus der Transportglexchung im 7 + 1-Schritt erhaltene
Losung C durch

RCn+1 - Cn+1 w(cn+1

n+1
T+1 - C )

(133)

in G (R 1) anstelle G(C l) Hierbei bezeichnet w =
1,0...2 0 einen Uberrelaxatlonsfaktor

Gute Konvergenzeigenschaften weist das Newton-
Raphson-Verfahren auf, falls die Anfangsniherungen
ausreichend nahe an der Losung liegen. Insbesondere fiir
instationire Prozesse ist im allgemeinen eine solche ge-
forderte gute Anfangsniherung verfigbar. Am Beispiel
des Systems (98), (99) begriindet sich die Nichtlinearitit
auf die C-Abhiingigkeit im Geschwindigkeitsfeld U. In
verallgemeinerter Schreibweise ist dabei folgendes Sy-
stem zu losen

A (Cntly cntl = gntln (134)

Nach dem Newton-Raphson-Verfahren (im Zeitschritt
n + 1) ergibt sich folgender Iterationszyklus

et —eth = gt o aert) ¢ 1359)

oder

oG —Gp) = By — Ag(C) G, (135b)



wobei die Jacobi-Matrix J nr“ im Iterationsschritt r des
Vektors A (Ct*1) C1*1 gegeben ist durch

KB 3A, (C) 1¢,

Jy = 3G (AL (O CL] = A (C) + [acJ

(136)

Die Indexbezeichnungen n+1 und r wurden dabei in
(135b) und (136) zur Vereinfachung weggelassen. Die
Konvergenzgeschwindigkeit des Newton-Raphson-Ver-
fahren ist von zweiter Ordnung, falls die Jacobi-Matrix
J1j(r) in jedem Iterationsschritt 7 aktualisiert wird, d. h.
es ist r = 7 zu verwenden (,,Full”-Newton-Iteration). Es
ist moglich, die anfiingliche Jacobi-Matrix J 1j(r) firr=0
auf Kosten einer reduzierten Konvergenzgeschwindigkeit
(asymptotisch linear) beizubehalten, sog. modifiziertes
Newton-Raphson-Verfahren [4].

Somit ergibt sich fiir das untersuchte Transportproblem

(0)
S Al Ca R 150

im Zeitschritt n+1 und Iterationsschritt 7 mit
_ 9Ky, (O)

g - TEJ—_ L (138a)

wobei

Ki, (O = Z Jf winy (C) Ny | d (138b)
[ Qe

die C-abhingige Konvektionsmatrix von S;j gemif

(22 a) reprisentiert. Nach Einsetzen von (94) bei (96b)
ergibt sich schlieilich

b K e nie e
JIJ —_E gcgpoE;KkkekwINJ %Ni’kCL <
(139)

k=1,2

Eine weitere Vereinfachung bietet sich in Verbindung
mit einer Priddiktor-Korrektor-Losungsstrategie (Ab-
schnitt 4.1 und 4.2) an, indem das Gleichungssystem
(135) nur einmal pro Zeitschritt gelost wird, sog. I-
Schritt-Newton-Verfahren [8]:

1 +1 1, +1, pntl
Il gt = BTN AT ;T (140)
wobei C'* ! die Pridiktor-Werte von Cn*1 gemifs (25)
bzw. (33) bezeichnen. Die Auswertung der Jacobi-Matrix
] ;+1 mit

ntl Oyg

+1 gntl . ,om+l

fiir das implizite Schema und

20y 41 s+l . entl
e TR LAt (SH IR I (!
Ue) At P 1y (142)

fiir die Trapezregel erfolgt auf Grundlage der Pridikto-
ren (25) bzw. (33). Der Vektor C?*1 in (140) wird als
,korrekte’” Losung betrachtet, wenn iiber das Kriterium
des Zeittrunkationsfehlers, wie er in den Relationen zwi-

schen den Zeitschritten Aty ,; der nachfolgenden und
At, zur gegenwirtigen Rechnung gemif (32) bzw. (40)
seinen Ausdruck findet, folgende Bedingungen eingehal-
ten sind:

— Falls Aty = At : Die Losung ist genau genug und
die Vergrofierung des Zeitschrittes kann akzeptiert
werden.

— Falls 0 At <At ,; <At, mit 0 0,8 : Die Lésung
wird akzeptiert, jedoch erfolgt keine Verinderung der
Zeitschrittweite.

— Falls At,,; <o At, : Der Zeitschritt Aty ist zu re-
duzieren und die Lésung muf wiederholt werden. -

9. Finite-Element-Programme
9.1. FEFLOW

Zur Losung diverser Stoff- und Warmetransportprozesse
im Grundwasser nach der FEM wurde das FORTRAN-
Programmsystem FEFLOW entwickelt [18]. Seine mo-
dulare Grundkonzeption gewihrt eine, fiir den ingenieur-
miBigen Einsatz notwendige Anwendungsbreite, Variabi-
litit und Ausbaufihigkeit. FEFLOW erlaubt die Berech-
nung

instationirer oder stationiirer

zweidimensionaler, horizontalebener oder rotations-
symmetrischer linearer oder nichtlinearer (dichtege-
koppelter)

Transportmodelle gemifs Abschnitt 7.1. Sowohl Formu-

lierungen in natiirlichen Variablen als auch Substitu-

tionsformulierungen kénnen wahlweise realisiert wer-
den. Weitere aktuelle Charakteristika des Systems

FEWLOW sind:

— Zeitapproximation nach dem ©-Verfahren und Pri-
diktor-Korrektor-Schemata (1-Schritt-Newton),

— Elementebibliothek (isoparametrisches Elementkon-
zept), bestehend aus

bilinearem 4-Knoten-Element
biquadratischem 8-Knoten-Element
biquadratischem 9-Knoten-Element,

— wahlweise Anwendungsméglichkeit von Galerkkin-
FEM und Upwind-FEM,

— Generation des FE-Netzes und Profilminimierung,

— Losung der algebraischen symmetrischen und un-
symmetrischen Gleichungssysteme auf der Grund-
lage effektiver Profil-Techniken und — im Bedarfs-
falle — nach Front-Eliminationsverfahren,

— Ergebnisdatei zur Sekundérauswertung und zur com-
putergrafischen Datenverarbeitung.

Weitere Einzelheiten zu FEFLOW sind in [18] enthalten.

9.2. IFESUF

Zur Losung vertikalebener Grundwasser- und Boden-
feuchtestromungsprobleme fiir wasser- und landwirt-
schaftliche Aufgabenstellungen wurde das FE-Programm-
system IFESUF entwickelt [28]. Seine ingenieurmi-
fige Anwendung zur Simulation

stationirer oder instationiirer
ein- oder zweidimensionaler vertikalebener
linearer oder nichtlinearer
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Wasserstromungen in heterogenen und anisotropen
Béden ist auf Grund des gewihlten Modellkonzepts [1]
gewihrleistet. Das implizierte FE-Modell bietet u. a.
folgende Charakteristika:

— Isoparametrische Elementebibliothek, bestehend aus
bilinearem 4-Knoten-Element
biquadratischem 8-Knoten-Element
biquadratischem 9-Knoten-Element
bikubischem 12-Knoten-Element,

Zeitapproximation nach dem ©-Verfahren,

— topologisch regelmifiige und unregelmiBige FE-
Netze,

— Losung der algebraischen Gleichungssysteme mittels

Profil-Technik,

Restart-Charak teristik,

Massenbilanzkontrolle u. a.

|

|

9.3. FEBUCK

Als ein Teilproblem bei der Losung horizontalebener
Zweiphasenstromungsprozesse wurde das FE-Programm
FEBUCK zur numerischen Lésung des Buckley-Leverett-
Problems entwickelt. Es stiitzt sich auf das im Abschnitt
7.2.1. vorgestellte FE-Modell in seinen beiden Varianten
(115), (116) und (120), (121). Zusitzlich zu der im Ab-
schnitt 9.2. angegebenen Elementebibliothek der Galer-
kin-FEM kénnen noch Upwind-Formulierungen gewihlt
werden. Die Losung symmetrischer und unsymmetri-
scher Systeme mittels Profiltechnik ist moglich.
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