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Ein FEM-Programm fiir ebene, axialsymmetrische und raumliche
RiB-, Festigkeits- und Warmeleitprobleme

U.-M. Eisentraut, M. Kuna

1. Einleitung

Bei der Einschitzung der Sicherheit riibehafteter tech-
nischer Bauteile durch die Bruchmechanik hat sich ge-
zeigt, daB neben den mechanischen Beanspruchungen
vor allem auch thermische Belastungen eine wesentliche
Rolle spielen, so dafi der eigentlichen Festigkeitsberech-
nung die Losung eines stationiren oder instationiren
Wirmeleitproblems vorangehen muf. Typische Anwen-
dungsbeispiele fiir permanente oder schockartige Tempe-
raturbelastungen sind in energieerzeugenden und -um-
wandelnden Anlagen wie Kernkraftwerken, Wirmekraft-
werken, Chemieanlagen u. . anzutreffen. Aus diesem
Grunde ist der Entwicklung von FEM-Software fiir ther-
mische Rifiprobleme grofiere Aufmerksamkeit zu schen-
ken.

Zur Behandlung ebener und riumlicher linear-elastischer
Bruchprobleme bei bekannten Temperaturfeldern stan-
den bisher die FEM-Programmsysteme CRACK2D [1],
CRACK3D [2] und CRACK3DH [3] zur Verfiigung. Da-
mit fehlten Berechnungsmaoglichkeiten fiir rotationssym-
metrische Bruchaufgaben und fiir die Behandlung insta-
tiondrer Wirmeleitprobleme. Da in der DDR auf diesen
Gebieten keine FEM-Software verfiigbar war, wurde im
IFE das Programmsystem FRACTURE erarbeitet, das
auf dem in der CSSR entwickelten FEM-Programm PMD
[4] basiert.

FRACTURE erméglicht die Untersuchung ebener, axial-
symmetrischer und rdumlicher RiB-, Festigkeits- und
Wirmeleitprobleme mit Hilfe der Methode der finiten
Elemente. Ziel der Programmentwicklung war ein ein-
heitliches, in sich geschlossenes und multivalent nutzba-
res Programmsystem, das speziell auf die Belange der
linear-elastischen Bruchmechanik ausgerichtet ist. Dies
wurde erreicht durch die Einbeziehung hybrider und
knotendistordierter isoparametrischer Rifispitzenelemen-
te, die eine numerisch effektive Ermittlung der Bruch-
kenngrofien gestatten. Im Gegensatz zu monolithisch
konzipierten, grofen FEM-Programmsystemen (wie z. B.
COSAR [5]) besteht FRACTURE aus einem Komplex
von Subroutinen, durch deren Verbindung es dem
Nutzer méglich ist, wahlweise Programme fiir die Lésung
verschiedener Aufgaben der Bruchmechanik, Festigkeits-
analyse und Wirmeleitung zusammenzustellen. Im
Unterschied zu COSAR gestattet das Programm die Be-
handlung der instationiren und nichtlinearen Wirme-

leitung. Bei der Losung des Gleichungssystems wird von

der Frontlosungsmethode Gebrauch gemacht, wohin-
gegen die Moglichkeiten einer Substrukturierung nicht
gegeben sind.

2. Theoretische Grundlagen
2.1. Verwendete FEM-Algorithmen

Ausgangspunkt fiir die Losung der elastostatischen Auf-
gabe bildet das Prinzip vom Minimum des elastischen Ge-
samtpotentials [5], [6]. Das entsprechende Variations-
problem wird nach dem Ritz-Verfahren mit Hilfe eines
Niherungsansatzes diskretisiert und fiihrt auf ein linea-
res Gleichungssystem der Art

Kv+f=0 ¢))

wobei K die Steifigkeitsmatrix, v der Vektor der unbe-
kannten Knotenverschiebungen und f der Lastvektor ist.
Bei instationiren Feldproblemen, fiir die kein klassisches
Extremalprinzip existiert, ist die Differentialgleichung
fiir isotropes Materialverhalten
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zu l6sen, wobei alle Parameter Funktionen von T sein
konnen.
Randbedingungen:

T =T(x,y,2t € 0, t>0 3)
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Anfangsbedingungen:
T=T,(x,y,z) €V, t=0 4)

Dabei sind k — Wirmeleitfihigkeit, § — WirmefluS,
a — Wirmeiibergangskoeffizient, Q — Intensitiit einer
inneren Wirmequelle, u — spezifische Wirmekapazitit.
Es erfolgt die Approximation auf der Basis von Integral-
formulierungen nach der Methode der gewichteten Resi-
duen mit dem Niherungsansatz

T=2NT; = NT mit N =N(x,y,2)
' und T = T (t) . (5)
Fiir N (x,y, z) wird C° — Stetigkeit gefordert.

Daraus lifit sich ein System gewdhnlicher DGL’n erster
Ordnung der Form
CT + KT + f = 0 mit T=% (6)

aufstellen. _
Der stationire Fall T = T (x,y,z) folgt aus (2) fiir u =0,
so dafi aus dem Gleichungssystem (6) mit C= 0
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KT + f=0 )
entsteht. Weiterfiihrend wird auf die Spezialliteratur [5],
[6] verwiesen. Zur Losung der bei der FEM entstehen-
den Gleichungssysteme werden je nach Art unterschied-
liche Losungsverfahren herangezogen.

Die Losung des Gleichungssystems (6) der instationiren
Wirmeleitung erfolgt mit Hilfe von Zweipunktrekur-
sionsschemata.

In der Literatur [5], [6] wird ausfiihrlich auf die Unter-
schiede dieser Verfahren eingegangen. Es entsteht ein
Gleichungssystem der Art

Ky * Thar = E ’ ®
das fiir die Temperaturen T, ;; zu l6sen ist.

Die Gleichungssysteme der Form

Kv +f=0 1)
KT+f=0 )

werden mit der Frontlosungsmethode gelost.

Die Frontlésungsmethode nach Irons [7] stellt eine be-
sonders speicherskonomische Variante der Gauss’schen
Eliminierung dar, bei der die Aufstellung und Reduzie-
rung der Gesamtmatrix des Systems simultan erfolgen.
Das Gleichungssystem wird schrittweise im Hauptspei-
cher aus den extern abgespeicherten Elementmatrizen
aufgebaut, und im Wechsel dazu erfolgt die Elimination,
sobald eine Zeile vollstindig assembliert ist. Die dadurch
erreichte Verringerung von Speicherbedarf und Trans-
ferzeit macht diesen Algorithmus zur Losung grober
Gleichungssysteme mit Bandstruktur besonders geeignet.
Fir den Fall nichtlinearer Feldprobleme wird aus (7)
das nichtlineare Gleichungssystem

SM=EPM+£f=KT - T+£f=0 )
mitT = T° als Anfangsbedingung.

Das direkte Iterationsverfahren fithrt zur Iterationsfor-
mel fiir die n-te Niherung:

Tn = _(Kn—l)—l £ (10)
Die Iteration wird beendet, wenn die Norm [IT? — Tn-1
eine Schranke € unterschreitet.

Einen verbesserten Algorithmus liefert das Newton-
Raphson-Verfahren:

S(Tn+ly = §(Tn) + (g%)n AT® = 0

. (11)
o+l = Tn 4+ A0,
. ds . .
Dabei stellt T - K7 (T) eine Tangentenmatrix dar.

Fiir jeden Iterationsschritt muff ein neues lineares Glei-
chungssystem geldst werden.

ATR = — K D7) = — KD s (12)

Eine modifizierte Form des Verfahrens besteht darin,
daf fiir mehrere Iterationsschritte dieselbe Tangenten-
matrix verwendet wird. Eine ausfiihrlichere Darstellung
ist der Literatur [6] zu entnehmen.

Alle angefiihrten numerischen Verfahren sind in FRAC-
TURE implementiert.
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2.2. Ermittlung bruchmechanischer Kennwerte

In der Bruchmechanik konnen mit Hilfe geeigneter
Bruchkriterien Aussagen iiber die Bruchsicherheit bzw.
Stabilitiit eines Risses in einem Bauteil gemacht werden,
wenn man die charakteristischen Bruchkenngrofien als
Funktion von Geometrie und Belastung kennt. Im Falle
sproden, linear-elastischen Materialverhalten sind dies die
Spannungsintensititsfaktoren Kl’ Kn und Kul, die den
asymptotischen Spannungs- und Verschiebungszustand
an der RiBspitze beschreiben [8]. Mit Polarkoordinaten
(r, ) um die RiBspitze erhiilt man fiir das Verschie-
bungsfeld unter Beriicksichtigung konstanter thermi-
scher Dehnung: -

1 J Lea 11 111
) ) \/; {Klfi (@) +Kppfi™ () + Ky f; (w)}
taTx (13)

Die Wiedergabe der Spannungssingularitit vom Typ
r~1/2 mit herkémmlichen Elementen erfordert eine
okonomisch unvertretbar feine Diskretisierung der RiS-
umgebung, so daf besondere Elementtypen mit ange-
pabten Ansatzfunktionen zur Modellierung der Rib-
spitzenumgebung entwickelt wurden, vgl. z. B. [9].

In FRACTURE sind zwei Typen von Rifelementen im-
plementiert (vgl. Bild 1):

a) knotenpunkt-distordierte isoparametrische Elemente
b) hybride Rifispitzenelemente.

Die knotenpunkt-distordierten Elemente sind modifi-
zierte isoparametrische Elemente mit quadratischen An-
satzfunktionen, bei denen die Seitenmittenknoten aller
Elementkanten, die auf die Rifspitze zulaufen, auf die
1/4-Position verschoben werden [10], [1], [2]. Bild 2
zeigt einige typische ebene und raumliche Anordnungen.
Durch diese Verzerrung entsteht im RiBielement der Ver-
schiebungsansatz

w = Gy + Cyvr + Gy, (14)

dessen zweiter Term der zu modellierenden Rifispitzen-
l6sung (13) entspricht, wihrend der dritte Term eine
konstante Wirmedehnung reproduzieren kann. Aller-
dings wird nur die v/r -Abhingigkeit der RiBspitzen-
l6sung beriicksichtigt und nicht die exakte Winkelvertei-
lung von GI. (13).

Hybride Elementformulierungen bieten eine gute Még-
lichkeit zur Konstruktion von Rifispitzenelementen, da
hierbei fiir die Feldgrofen im Element rifispezifische An-
sitze gewihlt werden kénnen (z. B. GL (13) und hohere
Rifieigenfunktionen), zugleich aber ein stetiger Ubergang
der FeldgroBen auf den Rindern zu den angrenzenden
Standardelementen gewihrleistet wird. Eigene Erfahrun-
gen bei der Entwicklung und Anwendung ebener [11]
und riumlicher [3] hybrider Rifielemente haben ihre
hohe Genauigkeit und Leistungsfihigkeit bestitigt.
Nachteilig ist, daf mit ihnen zur Zeit Temperaturbela-
stungen nur unter Einschrinkungen beriicksichtigt wer-
den konnen. Dafiir erhilt man die Spannungsintensitits-
faktoren bei Verwendung hybrider Rifielemente direkt
mit der Losung des FEM-Systems.
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Bild 1

Elementkatalog von FRACTURE (lsoparamemsche und kro-
axialsymmetrische und riumliche Ele-

tendistordierte ebene,
mente, hybride Rifispitzenelemente)

Allgemein stehen zur Ermittlung der Spannungsintensi-
titsfaktoren aus thermoelastischen Rifberechnungen fol-
gende Methoden zur Verfiigung:

a) Vergleich der analytischen RiSspitzenlosung fiir die
Spannungen oder Verschiebungen mit der FEM-Lé-
sung in der Riffumgebung und Extrapolation der er-
haltenen K-Werte fiir r = 0. Fiir knotendistordierte
Dreieckelemente liefert der Vergleich von Gl. (14)
und (13) die Formel [12]

vam L

Gy - w9
mit E' = E(ESZ) und E'= E/(1-»2) (EVZ);

L ist die Elementlinge.

In [13] wurden entsprechende Auswerteformeln fiir
die Spannungsintensititsfaktoren im dreidimensio-
nalen Fall angegeben, die auf der Verwendung kno-
tendistordierter Pentaeder basieren.

b) Auswertung verallgemeinerter J-Integrale, bei denen
thermische Belastungen explizit beriicksichtigt wer-
den, z. B. [14] und [15].

¢) Anwendung der Methode der virtuellen Rifiausbrei-
tung [16] zur Bestimmung der Energiefreisetzungs-

KI=

rate G, die ebenso wie das J-Integral mit den K-Fak-
toren in Bezichung steht
1+»

R R L T

3. Programnisystem FRACTURE

Das Programmsystem FRACTURE entstand auf der
Grundlage des FEM-Systems PMD [4] durch folgende
Weiterentwicklungen:

— Erweiterung des Elementkataloges um isoparametri-
sche Pentaeder-, Dreieck- und Ringdreieckelemente,

— Anwendung = isoparametrischer Knotenpunktdistor-
dierter Hexaeder-, Pentaeder-, Viereck-, Dreieck-,
Viereckring- und Dreieckringelemente fiir Rifipro-
bleme,

— Entwicklung hybrider Riispitzenelemente fiir ebene
und réumliche Aufgaben. Ihr Einbau erfolgte fiir
3D-Probleme und ist fiir 2D-Probleme geplant,

— Rechentechnische Realisierung cines*Pre- und Post-
Processing-Paketes fiir Kleinrechner vom Typ SM4.

Damit steht eine anwendungsfreundliche, effektive und
einheitliche FEM-Software zur Verfiigung, die neben
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Bild 2
Anordnung der knotenpunktdistordierten isoparametrischen Ele-
mente um die Riispitze

einem breiten Anwendungsbereich der Wirmeleitung
und Thermoelastizitit vor allem die Problematik der
Bruchmechanik abdeckt.

3.1. Anwendungscharakteristik

Die Anwendung von FRACTURE auf Probleme der
stationdren, instationiren, linearen und nichtlinearen
Wirmeleitung umfafit folgende Moglichkeiten:

a) Materialwerte (Wirmeleitkoeffizient A, spezifische

Wirmekapazitit c)

b) VolumengréBen (innere Wirmequellen)

" ¢) Randbedingungen (Knotentemperaturen, FluBintensi-
titen. senkrecht zur Oberfliche, Wirmeiibergang nach
den Beziehungen q = @ * (Twand — Tumg )}

Pt 4 . _eoLml2 Ca (C3
Q= Cl (TWand _TUmg.)’ q- Cl (TWand - .Iilmg.)

d) Anfangsbedingungen (Starttemperaturen)
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e) Zeitschritte (konstant, verdnderlich, automatische
Steuerung)

Alle Parameter kénnen von der Temperatur, der Zeit

und den Koordinaten abhingen.

Bei der Durchfiihrung einer Elastizititsrechnung lassen

sich folgende Belastungen und Randbedingungen reali-

sieren:

a) Materialwerte (E-Modul, Wirmeausdehnungskoeffi-
zient &, Querkontraktion »).
Alle Materialwerte kénnen Funktionen der Tempera-
tur und der Koordinaten sein.

b) Volumengrofien (Fliehkrifte, Gravitationskrifte)

c) Oberflichenlasten '

d) Knotengrofien (vorgegebene Verschiebungen, linear
elastische Lagerung, Temperaturwerte)

Es werden die Knotenverschiebungen und die-Spannun-
gen in den GauBipunkten der Elemente bestimmt.



Die bruchmechanische Analyse von Kérpern mit Riff
unterscheidet sich von einer Elastizititsrechnung da-
durch, daf die RiBumgebung durch spezielle Rifispitzen-
elemente modelliert wird. Damit ist eine effektive Be-
rechnung der BruchkenngroBen Kj, Ky, Ky und G
méglich (vgl. Abschnitt 2.2.).

3.2. Rechentechnische Realisierung

Das FEM-Programm FRACTURE besteht aus drei Kom-
plexen:
a) MESH
— Programmabschnitt zur Elementnetzgenerierung
mit der Berechnung der Matrizen und Faktoren,
die nur durch die Geometrie des Elementnetzes be-
stimmt sind,
b) FIELD
— Programmabschnitt zur Lésung von stationiren
und instationiren, linearen und nichtlinearen Wir-
meleitaufgaben,
c) ELAST
— Programmabschnitt zur Lésung des elastostati-
schen Festigkeitsproblems mit Bestimmung der
bruchmechanischen Kennwerte,

die nacheinander und separat abgearbeitet werden und
sowohl fiir ebene, axialsymmetrische als auch rdumliche
Aufgaben Anwendung finden. Die Netzbeschreibung
MESH ist grundsitzlich fiir das jeweilige Bauteil nur ein-
mal zu erarbeiten und kann in der gleichen Form fiir die
Wirmeaufgabe als auch die Elastizititsaufgabe benutzt
werden. Grundlage bildet das isoparametrische Element-
konzept. Bild 1 zeigt den Elementkatalog.

Mit FRACTURE li6t sich eine FEM-Rechnung ent-
weder konventionell im Stapelbetrieb auf Grofirechenan-
lagen vom Typ ESER durchfiihren, wobei nur das Pre-
und Post-Processing an Kleinrechenanlagen realisiert
wird, oder komplette Teile einer FEM-Berechnung kén-
nen am Kleinrechner erfolgen.

Im IFE wurde ein Pre- und Post-Processing-Paket fiir den
Einsatz an der Rechenanlage SM4—20 und dem Mikro-
prozessor MPS 4944 entwickelt. Dazu gehort ein Daten-
generator, der den kompletten Dateneingabesatz fiir
FRACTURE bereitstellt und gleichzeitig die Eingabein-
formationen zum Zeichnen des Elementnetzes erstellt.
Die fiir den Mikrorechner entwickelte Graphik-Software
ermoglicht eine umfassende visuelle Netzkontrolle auf
Display oder Plotter. Dariiber hinaus wurde der Pro-
grammabschnitt MESH, der iiber eine komfortable Feh-
lerdiagnostik verfiigt, fiir den Kleinrechner angepaft. Da
im Terminalbetrieb auf Fehler sofort reagiert werden
kann, sind somit jene Schritte einer FEM-Berechnung
mit hoher Fehleranfilligkeit und grofem manuellen Auf-
wand effektiver ausfilhrbar. Die speicherplatz- und re-
chenzeitintensiven Programmabschnitte (Losung des
Gleichungssystems, Iteration) werden weiterhin am
Grofirechner durchgefiihrt. Der Datentransfer erfolgt
mittels Magnetband. Die Ergebnisse werden im Post-
Processing am Kleinrechner u. a. zur Bestimmung bruch-
mechanischer Kennwerte oder zur graphischen Dar-
stellung genutzt. Die Kombination von Kleinrechen-
anlagen und GroBrechner erlaubt eine flexible und ef-
fektivere Gestaltung des Rechenablaufes. Die Konzep-

tion von FRACTURE bietet dafir gute Voraus-
setzungen.

4. Berechnungsbeispiele zur Bestimmung der
Spannungsintensititsfaktoren

4.1. Rohrleitung mit Innenrif unter Temperatur-
schockbelastung

Eindrucksvolle Beispiele fiir die Notwendigkeit zur Be-
rechnung der instationiren Wirmeleitung in der Bruch-
mechanik sind Thermoschockprobleme von Bauteilen
mit Riff. Eine Rohrleitung mit der Wandstirke b habe
einen umlaufenden Innenriff der Linge a. Dies ist eine in
der Praxis recht hiufig auftretende Problemstellung iiber-
all dort, wo Rohrleitungen starken Temperaturschwan-
kungen ausgesetzt sind. Es handelt sich somit um ein
axialsymmetrisches Berechnungsmodell, wie im Bild 3
gezeigt wird. Zur Berechnung diente eine Vernetzung
mit axialsymmetrischen Elementen, deren Meridian-
schnittebene der im Bild 7 dargestellten Form ent-
spricht. Die Umgebung der Rifispitze ist mit knotendis-
tordierten Ringdreieckelementen modelliert.

VYo

Talr,t)

Bild 3
Thermoschock einer Rohrleitung mit Rif (Rj=0.1m;R;=0.15m;

W W
a=b/5;aa=30ﬂ;ai=3000m; Ty =T, =27 °C;

Ty = TR (r) T;=Ta (R;) — 300 gnd H(t — t,); T3 =T, (r, t)
A, ¢, E fiir Stahl)

Die Rohrleitung wird im ersten Schritt vom Temperatur-
zustand T = T, auf die Temperatur Ty = Ty (r) erhitat.
Das entspricht der Losung der stationiren Wirmeleitauf-
gabe, die als Ergebnis die Temperaturverteilung iiber der
Wanddicke liefert. Fiir die Zeit t = t, erfolgt an der
Rohrinnenfliche eine Temperaturschockbelastung T; =
Ty (R;) — 300 grd H (t —t,). Die Berechnung der insta-
tiondren Wirmeleitaufgabe liefert die sich einstellenden
Temperaturfelder zu verschiedenen Zeitpunkten.

Bild 4 zeigt eine graphische Darstellung der Temperatur-
verldufe iiber der Wanddicke. Zur Ermittlung der Span-
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Ausbildung des Temperaturfeldes iiber der Wanddicke bei Ther-
-1404 moschock zu verschiedenen Zeitpunkten
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Bild 5
Verliufe der SI-Faktoren bei Thermoschockbelastung T lineare
Temperaturverteilung
nungsintensititsfaktoren infolge der thermischen Bela-
stung wurden fiir die Elastizititsrechnung zwei Fille be-

trachtet:

a) Rohrenden eingespannt
b) Rohrenden frei

Fiir den Fall a) ist offensichtlich, daf mit fortschreiten-
der Abkiihlung des Rohres die Beanspruchung des Risses
und damit der K;-Faktor anwichst. Im Fall b) liBt sich
fiir eine Zeit t > oo voraussagen, dafi der Rif keiner Be-
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Bild 6
Eingespannte Scheibe mit AuBenrif unter thermischer Bean.
spruchung (Q/W = 0.2; H/W = 1.5; B/W = 0.5)
x
a) T =T, (= -1
) T(x) = Ty ( W )

b) T(x) = T,



anspruchung mehr ausgesetat ist, und damit der K;-Fak-
tor Null wird. Im Verlaufe des Abkiihlungsvorganges tre-
ten aber groBe Temperaturgradienten iiber der Wand-
stirke auf, die zu hohen Rifbelastungen und einem ma-
ximalen Wert des Kj-Faktors fiihren. Zu diesem Zweck
wurden anhand der zu verschiedenen Zeitpunkten exi-
stierenden Temperaturfelder Elastizititsrechnungen zur
Bestimmung des Kj-Faktors durchgefiihrt. Bild 5 zeigt
die zeitlichen Verldufe des Spannungsintensititsfaktors.

4.2. Eingespannte Scheibe mit Aufenrif unter Tempe-
raturbelastung

Ein weiteres Beispiel fiir die Ermittlung bruchmechani-
scher Kennwerte fiir temperaturbelastete Bauteile stellt
die Scheibe mit AuBienrifs dar, Bild 6.

Die an den Enden festgehaltene Probe wurde fiir zwei
verschiedene Temperaturverteilungen (linear, konstant)
als zwei- und dreidimensionales Modell berechnet. Die
Vernetzung des Rifispitzenbereiches erfolgte im dreidi-
mensionalen Fall mit knotendistordierten Pentaederele-
menten (Bild 7) und dquivalent mit knotendistordierten
Dreieckelementen im zweidimensionalen Modell. Aus
Symmetriegriinden geniigte die Betrachtung der oberen
Hilfte der Probe und im 3D-Fall die Modellierung der

Bild 7
3D)Netzwerk fiir Scheibe mit AuBenrifs (40 Eler ente, 428 Kno-
ten

35t
2D (EVZ)
3 L
rr—
S
e ] 3D
Z
_9: 2D (ESZ) N
< |7 . AN
R 20 (evz) |
1 3D
B L Y Y S
1 4
-B 0 +B
Z
Bild 8

Zusammenstellung der SI-Faktoren fiir Scheibe mit AuBenrif

—— lineare Temperaturverteilung T = T, ( X 1) mit
Ty =—100¢grd v
——— konstante Temperaturverteilung T = Ty =—50grd

halben Dicke. Die Kj-Faktoren wurden aus den ermit-
telten Verschiebungen mit Hilfe der Auswerteformeln
fir knotendistordierte Elemente (vgl. Abschnitt 2.2.)
bestimmt.

Bild 8 zeigt die Zusammenstellung der erhaltenen Span-
nungsintensititsfaktoren fiir lineare und konstante Tem-
peraturverteilungen fiir das 2D- und 3D-Modell.
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