TECHNISCHE MECHANIK 7 (1986) Heft 1
Manuskripteingang: 15. 7. 1985

Zur Berechnung von Spannungsintensitatsfaktoren mit finiten

Elementen nach der Energiemethode

U. Fischer

0. Einleitung

Fiir die Beurteilung der Bruchempfindlichkeit von Bau-
teilen mit Rissen werden im allgemeinen die Spannungs-
intensititsfaktoren benutzt, wobei dem Wert Kj die
groBte Bedeutung zukommt. Zur Ermittlung dieser Gré-
Be mit der Finite-Elemente-Methode haben sich mehrere
Verfahren durchgesetzt (vgl. [1], [2]), darunter (Bild 1)

Bild 1
Spannungen und Verschiebungen auf der RiSlinie

— die Schiitzung von Ky aus den Verschiebungen auf der
x-Achse in der Nihe der Rifispitze (offene Seite) ent-
sprechend

v = 24K;{/E" - /127 (1)

— die Schitzung von K| aus den Spannungen auf der x-
Achse in der Nihe der RiBispitze (geschlossene Seite)
entsprechend

o, = K/ VITT @

— die Schiitzung von K| aus der Energiefreisetzungs-
rate G '

G = —93(l/b)/dc~ —ATl/(bAc) 3)

bei einer Verlingerung des Risses um Ac (7T = elasti-
sches Potential, b = Dicke des Bauteils).

In den Gin. (1) und (2) ist der Einfachheit halber voraus-
gesetzt, dab der Rif geradlinig ist. Fiir E' in G1. (1) gilt

E' = E im ebenen Spannungszustand (ESZ)

E' = E/(1— »2) im ebenen Verzerrungszustand (EVZ)
Zwischen der Energiefreisetzungsrate G und dem Span-

nungsintensititsfaktor K| besteht die Beziehung (vgl.
[31)

K; = VE'G 4
Den beiden ersten genannten Methoden ist gemeinsam,

daf die Werte an der Rifispitze (0 fiir die Verschiebung,
e fiir die Spannung) und auch die fiir ihre unmittelbare

Nihe mit der FEM gewonnenen Werte unbrauchbar sind,
weil ,,normale” finite Elemente die Singularitit nicht
wiederzugeben vermdgen. Es miissen deshalb Werte aus
der weiteren Umgebung der Rifispitze herangezogen wer-
den. Hier kann sich der Grundspannungszustand stérend
auswirken. Auf die Verwendung von speziellen Rifsele-
menten oder knotendistordierten Elementen soll in die-
sem Beitrag nicht eingegangen werden, vgl. z. B. [4].

1. Die Energiemethode

Zur Berechnung der Energiefreisetzungsrate G wird ein
den Rif umschliefiendes Gebiet mit dem Rand C betrach-
tet und bei festgehaltenen Verschiebungen auf dem
Rand die Veriinderung der Energie bei einer infinitesi-
malen RiBverlingerung (Bild 2) festgestellt. Aus den Gln.

(3) und (4) folgt

/. em
K= V-F 530 ©)

Bid 2
RiBlerweiterung

Die Berechnung von II geschieht unter Nutzung der Stei-
figkeitsmatrix K und des Knotenverschiebungsvektors u
fiir das innerhalb des Randes C gelegene Gebiet, das frei
von Volumenkriften sein mdge zu:

m=1uTKu ©)

2 :

Das dem Gebiet mit verlingertem Rif zugeordnete Po-
tential kann aus

ﬂ+dﬂ=%uT(K+dK)u @

mit unverindertem Knotenverschiebungsvektor u be-
stimmt werden, wenn die Knoten in einem verinderten
Netz so angeordnet werden, daB der Vektor u ihnen zu-
geordnet werden kann. Das ist bis auf Fehler hoherer
Ordnung durch Verlegung des Knotens an der Riispitze
und Interpolation der Verschiebung aller anderen zwi-
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schen diesem und den Randknoten méglich (vgl. z. B.
Bild 2).

So erhiilt man schlieSlich aus den Gln. (5) und (7):

_/ E 4 dK
= VoY ®

Diese Beziehung geht auf Parks [5] und Hellen [6] zuriick.

Haber und Koh [10] berechnen dK/de fiir isoparametri-
sche Elemente durch Ableitung der Transformationsbe-
ziehungen zwischen den globalen kartesischen Koordi-
naten und den lokalen krummlinigen Koordinaten ge-
wissermaben auf analytischem Wege — die Integration
iiber das Elementvolumen wird natiirlich wie iiblich nu-
merisch ausgefithrt. Die iibliche Ausfiihrung erfolgt
jedoch durch Bildung des Differenzenquotienten AK/
Ac fiir 2 ,,benachbarte” Netze.

2. Genauigkeitsabschiitzungen

Gl. (3) ergibt sich aus Gln. (1) und (2) mit

1 de
dai = Eb of oy (r)v(de —r)dr )
Das Ergebnis fiir G = dII/(bdc) ist damit von der GréBe
des von C umschlossenen Gebietes unabhingig. Daraus
darf jedoch nicht geschlossen werden, daf die GroBe des
Gebietes, fiir das AK /A c berechnet wird, gleichgiiltig sei.
Die Wahl dieses Gebietes wird durch mehrere Einflubifak-
toren bestimmt:

1. Die RiBlingeninderung sollte méglichst klein sein,
um den Fehler des Differenzenquotienten AK/Ac
gegenibber dem Differentialquotienten dK/dc gering
zu halten. Damit sind aber aus numerischen Griinden
der GebietsgroBe Grenzen gesetzt.

2. Die Lage der Knoten im Inneren des Gebietes kann
durch lineare Interpolation zwischen Rand und Rif-
ende nur angenihert als der Ort bestinmt werden,
fiir den nach der RiBverlingerung die Verschiebungen
ihre GréBe beibehalten. Das filhrt zu dem Schius,
das Gebiet so klein zu wihlen, wie die gewihlte Dis-
kretisierungsfeinheit zulifit, also nur eine Lage finite
Elemente um das Rifende herum fiir die Bildung von
AK heranzuziehen. Die dann noch im Inneren des Ge-
bietes liegenden Seitenmittenknoten der Elemente
(8-Knoten-Rechteck- oder 6-Knoten-Dreieckelemente
seien hier vorausgesetzt) sollten zur Vermeidung von
Distorsionserscheinungen weiterhin die Verbindungs-
gerade der Eckknoten halbieren (Bild 3). Die dadurch
bedingte ,Nachfolge” dieser Knoten zur Rifendever-
schiebung kann vor allem dann gréfere Fehler bedin-
gen, wenn die Elemente so grof sind, dab der Grund-
spannungszustand die Verschiebungen der Seiten-
mittenknoten stirker bestimmt als die Lage des Rifs-
endes. Daraus kann man fiir die Seitenlinge 1 der um
das Riiende gruppierten Elemente die Forderung

K S o baw 1<) = o0 (10)
—_— 00 ZW. o = 3
Vvl KI

ableiten. Hierin ist 0, eine geeignete Vergleichsspan-
nung des Bauteiles ohne Rif bzw. die Spannung in
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Bild 3
Urspriingliche Vernetzung (mit Rechteckelementen) und gein-
derte Vernetzung
der Nihe des RiBendes, die sich ohne Beriicksichti-
gung der Kerbwirkung ergibt (Nennspannung).

3. Durch die Diskretisierung des Kontinuums ist ein
Fehler bei der Berechnung von II bedingt. Zu seiner
Abschitzung soll ein Vergleichspotential

R
= fu?+ -i.r—l u2) dr a1
(¢

herangezogen werden, dessen Minimierung auf die
Eulersche Gleichung

(ru’) —-i. rlu=0 (12)

fiihrt. Die Lésung von Gl. (12) hat mit u = C+/T die
gleiche Abhingigkeit von r wie das Verschiebungsfeld
der Riisingularitit. Li6t man also die Abhingigkeit
des Verschiebungsfeldes von der Winkelkoordinate
auBier Betracht, so kann die Abweichung von P nach
Gl (11) vom Minimum fiir eine Finite-Elemente-
Approximation von u(r) den Fehler des zweidimen-
sionalen FE-Netzes modellieren. Fiir eine Einteilung
des Intervalls [0, R] in n gleichgrofie Teilintervalle
und quadratische Ansiitze im Element erhilt man,
wie numerische Rechnungen zeigen, bei vorgeschrie-
bener Verschiebung am AuBenrand einen relativen
Fehler von P im Gesamtbereich von

p= V13/12 - 1

Das Ergebnis entspricht der aus der Literatur [7] bekann-
ten Abschitzung, wonach die Energiefehler bei Rifipro-
blemen proportional der Maschengrofie des Netzes ist.
Der Energiefehler im inneren Element folgt zunichst
etwa Gl. (13), um dann stiirker bis auf negative Werte
abzusinken (— 0,0006 bei n = 128). Durch die anni-
hernd gleiche relative Genauigkeit des Potentials in allen
Elementen ist bedingt, daB mit wachsender Feinheit der
Elementeinteilung der relative Fehler der Verschiebun-
gen in den inneren Elementen zunimmt (Bild 4). Das ist
der Grund, weshalb bei den unter 0. zuerst genannten
Verfahren auf die Ergebniswerte der inneren Elemente
verzichtet wird.

Giinstiger als eine gleichmiBige Netzteilung fiir die An-
wendung der Energiemethode ist jedoch eine Netzver-
feinerung in der Nihe der RiBispitze. Die Entwicklung
des Potentialfehlers im inneren Element bei einigen
unterschiedlichen Gesetzen der Netzverfeinerung zeigt
Bild 5. Allen Gesetzen gemeinsam ist, daf der hier nicht
dargestellte Fehler der Gesamtstruktur einsinnig gegen
Null geht, wihrend der Potentialfehler im inneren Ele-



rel. Fehler [%] — o

Bild 4

Fehler der’ Knotenverschiebungen in Abhingigkeit vom RiS-
endeabstand, n = Anzahl gleichgrofer Elemente mit quadra-
tischer Approximation

Bild 5
Potentialfehler im inneren Element bei unterschiedlichen Tei-
lungsgesetzen

ment fiir alle gezeichneten Kurven mit Netzverfeinerung
ein Minimum hat, das aber auch negative Werte anneh-
men kann und nach dem die Fehler wieder ansteigen.

In Auswertung von Bild 5 und unter Beriicksichtigung
der Tatsache, dab fiir die Bestimmung des Spannungs-
intensititsfaktors méoglichst kleine Elemente an der Rif-
spitze wiinschenswert sind, empfiehlt es sich also im
Interesse kleiner Fehler, bei relativ grober Vernetzung
(n klein) ein'groBeres Verhiltnis 1;,7/l; und bei feiner
Vernetzung (n grof) ein Verhiltnis L,/ zu wihlen,
das gegen 1 geht.

3. Die Realisierung der energetischen Methode
im Programmsystem ROBDIS

Das Programmsystem ROBDIS dient der Lésung von
Problemen der Statik, Dynamik und Wirmeleitung in
ebenen und rotationssymmetrischen Modellen [8). Zur
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Berechnung des Spannungsintensititsfaktors an einem

RiBende ist zusitzlich zu den iibrigen Eingabedaten ein-

zugeben:

— die Nummer des Knotenpunktes, der das Rifiende
darstellt (Eckpunkt mehrerer finiter Elemente)

— der Winkel der Rifausbreitungsrichtung gegeniiber
der x-Achse

— die GroBe der Rifiverlingerung in mm

— und ein Faktor zur Berechnung der richtigen Energie-
groBen, wenn bei symmetrischen Strukturen nur ein
Teil der Struktur vernetzt wird.

Fiir die beiden letzten Parameter sind Standardwerte
festgelegt. Bei der Abarbeitung des Programmes wird
nach der Berechnung der Verschiebungswerte festge-
stellt, welche Elemente die Rifispitze umgeben, danach
wird die potentielle Energie in diesen Elementen berech-
net. Es folgen die Netzverzerrung durch die Versetzung
des Rifiendeknotens um Ac und der angrenzenden Sei-
tenmittenknoten um Ac/2 sowie die erneute Bestim-
mung der potentiellen Energie mit den urspriinglichen
Knotenverschiebungen. -

Abschliebend wird entsprechend G1. (8) K; zu

Ky =/~ E'b~1 All/Ac (14)

berechnet.

4. Ergebnisse

Das Programm wurde fiir mehrere Standardaufgaben
getestet, darunter fiir die Zugprobe (Bild 6) und die
Dreipunkt-Biegeprobe (Bild 7), jeweils mit einer Rif-
linge 1 = b/2. Die Spannungsintensititsfaktoren K; be-
tragen nach [9] fiir Zug 22,43 0 und fiir Biegung 1,684 q.
Die nach Gl. (10) ermittelten ,kritischen” Elementlin-
gen sind 0,31 mm bzw. 0,40 mm. Die Rechnungen zeig-
ten folgende Ergebnisse:

1. Die minimal erreichbaren Fehler auch bei feinster
Vernetzung (Elementlingen unter 0,1 mm) betragen
etwa — 1,6 bis — 2,2 %. Dieser Restfehler ist auch
nicht zu vermindern, wenn statt der Rechteckelemen-
te an der RiBispitze Dreieckelemente gewihlt werden.

2. Bei Uberschreitung der ,kritischen Elementlinge™

wichst der Fehler schnell an. Im Beispiel betrigt er
bei 0,8 mm Kantenlinge etwa — 15 %.

§ Q 6
= @[ " N = Bild 6
== = = Zugprobe

160

}9
ﬂ——“ ?
Bild 7
160 Dreipunkt-Biegeprobe

3. Die notwendige Elementgrofie an der RiBspitze er-
reicht man giinstig mit einem Wachstumsgesetz, das
durch
lk = ll +12 +"'+lk—l
ausgedriickt werden kann, wobei l; die Linge der Ele-
mente an der Rifispitze sind, ly die Linge der Ele-
mente, die sich nach aufien anschlieBen, usw. Eine
Aufeinanderfolge von Elementen mit stirkerer Stu-
fung ist nicht zu empfehlen. Insbesondere zeigt sich
bei einem Gesetz entsprechend lj = 41 _q ein An-
stieg der Fehler fiir n > 4, so wie im Bild 5 angegeben.

4. Das Verhiltnis Ac/l; ist unkritisch. Empfehlenswert
ist, Ac ~ 10~31; zu wihlen (bei 8-Byte-Zahlen fiir
die Elemente der Steifigkeitsmatrix und die Verschie-
bungen).

5. Der gewiihlte Algorithmus erwies sich als sehr rechen-
zeitgiinstig. Die zusitzliche Rechenzeit gegeniiber der
Verschiebungsberechnung betriigt je Spannungsinten-
sititsfaktor beim Rechner ES 1040 weniger als 2s
(CPU).

5. Zusammenfassung

Fiir die Anwendung der Energiemethode (speziell sog.
Parksche Methode) zur Berechnung von Spannungsinten-
sitdtsfaktoren konnten theoretisch begriindete Empfeh-
lungen zur Vernetzungsfeinheit abgeleitet werden, die
sich bei den Beispielrechnungen im wesentlichen besti-
tigen.
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