TECHNISCHE MECHANIK 7(1986) Heft 1
Manuskripteingang: 29. 4. 1985

Thermische Einschliisse in gekoppelten Halbebenen

I. Hambach, W. Hambach, L. Jentsch

1. Einleitung

Bei der Untersuchung von Randkontaktaufgaben der
Elastostatik und allgemeinerer Modelle mit Randintegral-
gleichungsmethoden hat sich die Einfiilhrung von Kon-
takttensoren als zweckmiifiig erwiesen [3], [4]. Poten-
tialansitze iiber den Rand des Gesamtgebietes mit dem
Kontakttensor als Kern erfiillen a priori die Kontaktbe-
dingung auf den Trennflichen zwischen den elastisch
homogenen Teilen. Die Diskussion der Randkontaktauf-
gaben verlduft dann in groBer Analogie zum elastisch ho-
mogenen Fall.

Explizit wurden Kontakttensoren berechnet fiir zwei
fest verbundene Halbriume [3], [5] und Halbebenen mit
unterschiedlichen Lameschen Moduln [6]. Die k-te Spal-
te des ebenen Kontakttensors G (x, y) gibt das Verschie-
bungsfeld zweier lings der Geraden x5 = 0 verhafteter
elastisch verschiedener Halbebenen an der Stelle x an,
wenn in y eine Einzelkraft in x) Richtung wirkt. Eine
entsprechende Deutung hat der Kontakttensor fiir zwei
fest verhaftete Halbriume. G (x, y) setzt sich additiv aus
der Somiglianaschen Grundlésung und einer Kompensa-
trix V (x,y) zusammen, die das Erfiilltsein der Kontakt-
bedingung bewirkt. Potentiale mit G (x, y) im Kern ha-
ben sich fiir eine Theorie der Bimetallprobleme, bei de-
nen die Trennlinie zwischen den elastisch homogenen
Teilen bis zum dufieren Rand reicht, als niitzlich erwie-
sen [7].

In dieser Arbeit steht ein anderer Aspekt im Vorder-
grund, daB nimlich reine Kontaktaufgaben der Thermo-
elastostatik fiir gekoppelte Halbraume ([3], Kap. 7) bzw.
Halbebenen ([7], Satz 4.3) in Quadraturen l6sbar sind.
Man erhilt fiir das Verschiebungsfeld, das sich infolge
von Massenkriften, Temperaturfeldern, vorgegebenem
Verschiebungs- und Spannungssprung auf der Kontakt-
ebene ergibt, fiir jeden Punkt des Raumes giiltige expli-
zite Darstellungsformeln mit dem bekannten Kontakt-
tensor. In einigen Fillen gelingt eine geschlossene Aus-
wertung der Formeln. So wurde in [1] die tangentielle
Haftspannung eines sich um eine konstante Temperatur
erwirmenden zylindrischen Bauelements in der sich in
der Trennebene zwischen den beiden Halbriumen be-
findlichen Deckfliche des Zylinders berechnet und das
Singularititsverhalten am Rand derselben durch voll-
stiindige elliptische Integrale exakt beschrieben.

Hier soll ein entsprechendes ebenes Problem mit einem
thermischen Einschluf in Form eines Rechtecks behan-
delt werden. Es ld6t sich das Verschiebungsfeld und der
Spannungstensor in jedem beliebigen Punkt geschlossen
durch elementare Funktionen angeben. In [12], S. 227
— 228 findet man den Spannungstensor fiir die Halb-
ebene mit reckteckigem thermischen Einschlufi bei span-
nungsfreiem Rand. Dieses Resultat folgt aus unserem,

wenn man den' linearen Elastizititsmodul der einen Halb-
ebene gegen Null gehen lift.

2. Das Problem thermischer Einschliisse

Wir formulieren das Problem thermischer Einschliisse
(Problem W). Wir haben zwei Halbebenen H; ={ x:
x9 >0}, Hy ={ x: xg <0} mit den Laméschen Mo-
duln Ay, yy bzw. A, y, und den Wirmeausdehnungs-
koeffizienten aj , &, . In H; befinden sich Gebiete
Dc; CH;,i=0,1,q=1,...,p;. Wir betrachten das stiick-
weise konstante Temperaturfeld

et fir xe D?
O (x) = _

0 fir x¢ UDT . (1)

Es bezeichne u = uj (x)i; + ug (x)ig den Verschiebungs-
0 UJ 0 g

m + 5)—(J—-) die Komponenten des

1
ktor, €) =~
vektor, € D) (

Deformationstensors und

Ojk = 216K + N(€11 + €32) i — (21 + 3N © 5y 2)
die Komponenten des Spannungstensors. Dabei ist
p=px)=pp A=A (x) =N, a=a(x) =0
firx€H,;,i=0, 1.

Gesucht ist ein Verschiebungsvektor u, der die Differen-
tialgleichung

P
uiAu+(?\i+ui)graddivu=0fiirx€Hi\ U
q

S‘i‘, i=0,1

1
)

i

erfiillt, auf x9 = 0 den Kontaktbedingungen
lim u(x)=lim u(x), lim 0;9(x)= lim 675 (x),
X9 >+0 x9>—-0 x9>+0 x9>—0
lim 092 (X) = lim 099 (X)
x9>+0 x9>—0 (4)
und auf S‘z =9 D? den Kontaktbedingungen
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{012 ) my (x) + 022 () mz ()} * ©)
= { 012 (X) my (%) + 033 () ng (x) } =
geniigt. Dabei ist in (5) n=n; (x)ij +ny (x) iy duberer
Normaleneinheitsvektor an S? in x und { .1t } -
bezeichnet den Grenzwert gegen x € S? von innen bzw.

aufien.
Das Problem W hat die Losung [ 6 ]
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Fiir xg <0, yg <0 stehen in(?) D, D2 D;_ und fur
X9 > 0, yg < 0 steht in (8) D . Man erhalt D ausD

durch Vertauschen der Indlzes Ound 1 in den Lame-
schen Moduln. Die Formel (6) bleibt auch giiltig, wenn

der Durchschnitt Q von U Sq mit der Geraden x5 = 0
ein positives Maf hat [6]. Sei1C Q ein offenes Intervall,
dann gilt also fiir x € I auch (4), wobei zu beachten ist,

daf bei der Bildung von 0} 9, 699 oberhalb bzw. unter-
halb von xg = 0 jetzt mit © auftritt, je nachdem ob an 1

oben oder unten ein Gebiet D? angrenzt.

3. Losung fiir rechteckige Einschliisse

Wir betrachten jetzt den Spezialfall eines rechteckigen
thermischen Einschlusses D C H,,,

D ={ (y1.y2): a1 <y1 <ag, by <y <by <O} .
Nach (6) ist dann
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27u(x) = (2, * 30y) 0, © fDiv G(x,y)dy. (9)

Bei der Auswertung von (9) ist praktlsch das logarithmi-
sche Potential fiir ein beliebiges Rechteck

= { (y1,¥2) : a<y; <b, ¢<yy <d } zu berechnen.
Man erhilt
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Das logarithmische Potential fiir das Rechteck haben wir
in der Literatur nicht gefunden, das Newtonsche Poten-

tial fiir den homogenen Quader steht in [13]. Obgleich

fiir unser Problem nur grad V benétigt wird, haben wir

aus methodischen Griinden alles auf die einzige Poten-

tialfunktion V zuriickgefiihrt.

Man erhilt dann fiir das Verschiebungsfeld fiir
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Bemerkenswert ist, da man fiir x € H, \D und x€D
denselben analytischen Ausdruck erhalt so daB man
ohne Miihe die Lésung des Problems W fiir thermische
Einschliisse, die sich als Vereinigung von Rechtecken
darstellen lassen, durch Uberlagerung erhalten kann. So
wurde in [2] 075 (x) fiir praktisch wichtige Fille mit
verschiedenen Leiterprofilen berechnet und ausgewertet,
wobei die Spannungssingularitit in den Eckpunkten von
besonderem Interesse ist.

Da der ebene Kontakttensor auch fiir die Kontaktbe-
dingung G [8] des reibungsfreien Gleitens ohne Abhe-
ben und die Kontaktbedingung H [9], bei der auf beiden
Ufern die tangentielle Komponente des Verschiebungs-
vekiors Null ist, bekannt ist, ist das Problem W auch fiir
die Kontaktbedingungen G und H in Quadraturen lisbar.
Insbesondere sind diese Probleme fiir den rechteckigen
Einschlub geschlossen 15sbar, da auch hier nur das loga-
rithmische Potential (10) fiir das Rechteck bendtigt wird.

Zu bemerken ist noch, daB fiir die Modellierung entspre-
chender Probleme im Raum auch die Kontakttensoren
fiir zwei Halbraume mit der Kontaktbedingung G [10]
und H [11] zur Verfiigung stehen. Ein entsprechendes
Beispiel wurde in [10] durchgerechnet.
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