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Angenéherte Bestimmung des Spannungsfeldes an der RiBspitze

U. Materne

1. Einleitung

In der Bruchmechanik gilt als notwendige Voraus-
setzung fiir die Giiltigkeit von ermittelten Bruchzihig-
keitswerten, dafi dies an solchen Proben erfolgt, die in
der Rifispitzenumgebung den ebenen Verzerrungszu-
stand garantieren. Dieser wird als der ungiinstigste Zu-
stand angesehen. Fiir den durchgehenden Rifs an Schei-
ben lassen sich analytische Losungen fiir das Spannungs-
und Verschiebungsfeld bei elastischem Materialverhalten
und bei Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes
oder eines ebenen Verzerrungszustandes verhiltnismibig
leicht angeben. Dies ist in jedem Fall nur eine Niherung.
Durch die Querkontraktion des Werkstoffes entsteht in
der Nihe der RiBspitze, wo die Inhomogenitit des Span-
nungsfeldes ausgeprigt ist, stets ein dreidimensionales
Spannungsfeld. Ziel der folgenden Untersuchungen ist
es, an einer Scheibe mit durchgehendem Rif und mit
Zugbelastung senkrecht zur Riflanke das dreidimensio-
nale Spannungsfeld moglichst genau zu bestimmen.

2. Differentialgleichung fiir das Riiproblem

2.1. Einfiihrung von Spannungsfunktionen

Bei der Herleitung der Aufgabe werden Zylinderkoordi-
naten verwendet, r und ¢ liegen in der Scheibenebene
mit dem Ursprung in der Rifispitze, z zeigt in Dicken-
richtung (Bild 1).
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wenn die Spannungen mit den drei Spannungsfunktio-
nen F;, Fy, F3 nach folgenden Vorschriften berechnet
werden [1]
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Zur Bestimmung eines Systems von Differentialgleichun-
gen fiir die Spannungsfunktionen wird das Variations-
prinzip von Castigliano verwendet, wodurch die Konti-
nuitit der Verzerrungen gewihrleistet ist. Fiir die weitere
Losung der Aufgabe ist es giinstig, die Spannungen nach
der Form (3) aufzuteilen.
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Es bedeutet or?, 9 usw. einen bekannten Spannungs-

zustand, der die 8feichgewichtsbedingungen und die

Randbedingungen erfiillt. Die Spannungen o 1ol

r 9
usw. werden iiber die Spannungsfunktionen n;ch ﬁ
Vorschrift (2) gebildet. Die Aufgabe besteht also darin,
zu einem vorgegebenen Spannungszustand gewisse Kor-
rekturen zu ermitteln.

2.2. Gleichungen zur Bestimmung der Spannungs-
funktionen )

Da die Randkrifte vorgegeben sind, nimmt die Varia-
tionsgleichung von Castigliano [1] die einfache Form an

5§ /WdV =0 )

W ist die spezifische elastische Energie, die in Zylinder-
koordinaten lautet

r Opp * Opp 0, + 0,
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Setzt man i
F; =rHy(r,0,2); Fy = Hy (r,0,2); F3 =rHy (r,0,2)

(6)

und beachtet (2) und (3), dann folgt
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Die spezifische elastische Energie W wird also eine Funk-
tion von Hy, Hy, H3. Die Bedingung (4) ist erfiillt, wenn
die Funktionen H; der Ostrogradskischen Gleichung [2]
geniigen:
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Zur angendherten Losung dieser Gleichungen wird zu-
nichst die Abhingigkeit von ¢ durch geeigneten Pro-
duktansatz eleminiert.

H = E Hyp (r,2) 810 ()
Hy = f Hap, (v, 2) g24 (¥) (10)
Hy = lz‘: Hj,, (r, 2) g34 (¥)

Diese Ansiitze miissen an den Rindern ¢ = * 7 die Be-
dmgungen Opp (r, 1, z) = 0, 1n(rimz) = 0,

o @Emz) =0 erfiillen. Das gelingt, wenn dafiir Funk-
tlonen, die fiir das ebene Rifproblem gelten, verwendet
werden.
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Thre Anwendung auf (5) unter Beachtung von (7) ergibt g2n (¥) =] 11)
drei Gleichungen, die den Vertriglichkeitsbedingungen
iquivalent si:g. gl g | —(% -2 cos—t21<p+§ cos(—g— 2)yp n ungerade
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Da (10) im allgemeinen (9) nicht geniigt, werden die
Gleichungen niherungsweise erfiillt [3] nach der Vor-
schrift

m m m
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(12)

Die auf diese Weise gewonnenen 3 n Differentialgleichun-
gen werden homogen, wenn als bekannter Ausgangszu-
stand das Spannungsfeld fiir den ebenen Verzerrungszu-
stand verwendet wird. Giinstiger ist es, als Ausgangszu-
stand den ebenen Spannungszustand zu wihlen, weil
dann an den verbleibenden Rindern z = + h homogene
Randbedingungen zu erfiillen sind. Die aus (12) folgen-
den Differentialgleichungen fiir die H,,, Hy,, H3, las-
sen sich fiir n = 3 zu einer Gleichung vereinigen. Es lift
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sich nachweisen, daf fiir diese Funktionen fiir kleine
Werte rgilt Hy 3 = H (r, z), Hyg = a H (r, z),
H33=BH(I‘, Z), 2B=a+ 11 (13)
wobei a und § feste Werte sind. Bei der Ausfithrung der
Rechnung erhilt man folgende Gleichung:

4y -9 32

= AV 52T _ 32 ¢ 4
L() = g35 32 5 C3 (75— 21a+10B) +1-2 2.Cy (4-a)

+1-3/2 ¢ % (45— 27a+186) +1- 112 (5 350+ 306) ]

erfolgt die Erfilllung fiir ausgezeichnete Ebenen, und
zwar fiir die Ebenenz=oundz=*h.

Als einfachste Ansiitze werden
Z=Q1-n%2 G =g(p) (1+cn?)

verwendet. Fiir n = 0 erhilt man aus (14) fiir kleine Werte p

vo V21 3 h
£(p) = 02’ h3/2 [p3/2_E(T)p3l2

17)
1 b 71210 +4(0) (
wobei L (r) ein Differentialoperator ist. Es bedeuten * 80 (—1 P e 211 +e ()
c g,Vv21 c o, C a, c a, Fiir n = 1 lautet die Gleichung fiir v = 0,3 sowie
3T T Ty 5—_4‘_-E’ ’ 16-21v/21 _£(p)
) = —L
Konstanten, die aus der Losung fiir den ebenen Span- g(0)
nungszustand bekannt sind [4]. Die weiteren Konstan- p2 F —1,5324pF, +1,1498 F,
ten beeinflussen bei Beschrinkung auf n = 3 die Glei- 1 1
chung nicht. Die Konstante C4 gehért zu einem homo- 16 C 4 C 2
genen ebenen Spannungszustand, bei dem jedoch keine + 10,8977 - g(p) (1+ C) *1-12 1+C a- 31+C o™y
Behinderung der Querkontraktion auftreten kann. Sie (18)
darf daher in der Differentialgleichung nicht auftreten. o h3/2 /21 9 h 15 h
Folglich ist & = 4 und § = 2.5. Dieses Ergebnis erhilt man %—;Lzm——— [8p=1/2+ 21 pl/2 + 16 (T )2 93/2 ]
auch aus der Forderung, da die Verschiebung in z-Rich- ’
tung in der Rifispitze endlich sein mub. Die Differential- Fiir die gesuchten Funktionen werden Reihenansitze
gleichung lautet dann verwendet, und zwar der Form
- ,

r

+H 1y (2961539 — v - 3,346154) +% H,,
r 9
(2,956365 —» - 2,351327)

1
—— Hppp (1+2)- 2,307692 + H . (8,115385 — » 3,346154)

(14)
_vo, V2l
T

(5/2 8 +~3/2 }l 2,25 + r—1/2 l-;_ 0,9375)

3. Niherungslosung fiir die Differentialgleichung
Als Ansatz zur Bestimmung einer Losung wird ‘
2(2)
H(r,z) = {(r) *
() = 10 72— (15)
verwendet. Die Randbedingungen

Oy (,0,2=2h)=0 71, (r,p,z=%h) = 0

'rw(r,‘p,z =th) =0
erfordern die Erfiillung von

Z(=th)=0 wund Z(z=th), =0 (16)

Fiir die weitere Rechnung werden die dimensionslosen

GréfBen p = % n :% eingefiihrt.
Es ist nun &ufBierst schwierig, die Funktionen f(r),
G (r, 2), Z(2) so zu bestimmen, daf die Differentialglei-
chung im ganzen Gebiet erfiillt ist. Da dies nicht gelingt,
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1 cag . 1
arre = Hr 0211538 + 2 H, 0,423077 ~ 2 H0,423077

Fi(p) = 3y p—1/2 +32P1’2 +a3p3/2 +a4p5/2 ...,

(19)
g(p) = cgp? + cgpd + cupt + ...,

Aus (17) und (19) erhilt man durch Koeffizientenver-
gleich einen Satz Gleichungen fiir die a; und c;, ein zwei-
ter ergibt sich aus dem Koeffizientenvergleich beim Ein-
setzen von (19) in (18). Die Rechnungen sind nur sinn-
voll fiir die ersten Reihenglieder.

Das Ergebnis lautet fiir v = 0.3

G(om) = (3392502 + 2,485 1 p3

+ (543,08 + 2,6225(%‘)2),04 .11 +2,8557 12)

£(0) = vo, __"22' h3/2 [53/2 _ 0,15789 ( }%) p512
h2
+ (33,925 + 0,0125 ]—2—) p?12 + . ..] (20

Damit sind alle GréBen des Ansatzes (15) bestimmt.

4. Spannungsverteilung an der Rifispitze

Es zeigt sich, daff die aus dem ebenen Spannungs- bzw.
Verzerrungszustand ermittelten Spannungen oy, Oy
Trp in der Rifispitzenumgebung gute Niherungen sind.
Die Korrekturen sind proportional r3/2 und im betrach-
teten Bereich ohne Bedeutung. Eine Anderung des Span-
nungsintensititsfaktors in Richtung Scheibendicke
wurde nicht festgestellt. In der Rifispitze (r = o) ist
€,; = 0, unabhingig von der Dicke der Scheibe. Die
Normalspannung 0,, ist an der Riispitze proportional
r—1/2, Der Verlauf in radialer Richtung ist ausgeprigt
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abhiingig vom Verhiiltnisll1 und durch Aufeinanderfolge

von Zug- und Druckspannungszonen gekennzeichnet.
Der Wechsel von Zug- auf Druckspannungen ist aus
Gleichgewichtsgrinden notwendig. Mit abnehmender
Dicke wird die Zone an der Rifispitze, die unter der Wir-
kung von Zugspannungen steht, kleiner, gleichzeitig
riickt das Druckspannungsmaximum dichter an die Ri6-
spitze heran und wird gréSer. Der Nulldurchgang von
g,, vollzieht sich abhiingig von z, wie in Bild 3 darge-
stellt ist. Bild 4 zeigt charakteristische Verldufe iiber die
Dickenrichtung. Bemerkenswert sind auch hier die
Druckspannungsmaxima dicht unter der Oberfliche in
RiBspitzennihe. Mit zunehmender Entfernung von der
Rifispitze wandern sie ins Scheibeninnere.

Die Schubspannungen 7,, und 7, zeigen in der Umge-
bung der Punkte, wo der Rif in (ﬁLe freie Oberfliche ein-
miindet, gleichfalls ausgeprigte Maxima, sie sind jedoch

wesentlich kleiner als die Normalspannungen.

5. Schinfbemerkungen

Bei kritischer Beurteilung der Ergebnisse mufi beachtet
werden, dafi es sich um eine Naherungslosung fiir die
Umgebung der RiBispitze handelt. Es zeigt sich, daB un-
abhingig von der Dicke der Scheibe stets ein komplizier-
ter dreidimensionaler Spannungszustand vorliegt. Bei ab-
nehmender Scheibendicke verkleinert sich die Zone, die
unter den Einfluf von dreiachsigen Zug gerit, gleichzei-
tig ist eine Zone mit ausgeprigten Druckspannungsma-
xima vorhanden.

Withrend also bei dicken Scheiben die fliefbegiinstigten
Zonen in der Nihe der Oberflichen an der Rifispitze lie-
gen, dehnt sich mit abnehmender Dicke der Scheibe die
flieBbegiinstigte Zone ins Scheibeninnere aus.

Eine Verbesserung der erhaltenen Losung ist vorstellbar,
praktisch aber mit auBerordentlich hohem Aufwand ver-
bunden.
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