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Leitlinientechnik zur Berechnung von Stromungen nichtlinear-viskoser

Medien bei Beschichtungsvorgangen

J. Socolowsky, J. Bergmann

1. Einleitung

Bei zahlreichen technologischen Prozessen erfolgen Be-
schichtungsvorgiinge aus der fluiden Phase. Dabei werden
hiufig eine oder auch mehrere Schichten viskoser Fluide
auf eine bewegte feste Unterlage aufgetragen und abge-
zogen. Anschliefend wird dann der Flissigkeitsverband
erstarrt und getrocknet. Bei einigen Beschichtungsvor-
richtungen kommt es zu Meniskusstromungen, d. h.
Strémungen mit zwei freien Oberflichen und einer dy-
namischen Kontaktlinie zwischen einer freien Oberfliche
und der bewegten Unterlage. Die Untersuchung der Me-
niskusstromung in der Nihe der Antragsstelle ist von be-
sonderer Relevanz, da in diesem Bereich Stérungen auf-
treten kénnen, die eine gleichmibige Schichtbildung be-
hindern. Den Verarbeitungstechniker interessieren des-
halb detaillierte Aussagen iiber das Geschwindigkeitsfeld,
das Druckfeld und die Schichtdicken (d. h. genauer iiber
die Form der freien Grenzflichen) des Meniskus fiir die
betreffende Strémung in Abhingigkeit von verschiede-
nen Beschichtungsparametern. Mit Hilfe der berechneten
Geschwindigkeiten lassen sich auch die Spannungen im
Stromungsbereich unmittelbar angeben. Aufgrund der
Spezifik vieler Beschichtungsvorrichtungen ist es haufig
ausreichend, die entstehenden Strémungsprobleme in
der Nihe der Antragsstelle als zweidimensional, statio-
nir und isotherm vorauszusetzen. Eine prinzipielle Va-
riante des gleichzeitigen Auftragens mehrerer Fliissig-
keitsschichten auf eine bewegte Unterlage veranschau-
licht Bild 1. Das Strémungsgebiet 2 setzt sich aus N>1
Gebieten (Schichten) £ gemif Bild 1 zusammen. Die
Randstiicke Z; bzw. Zy sind geradlinig und stellen den
vorgegebenen Einstrom- bzw. Ausstrombereich dar. Auf
ihnen ist die Geschwindigkeit v bekannt. Fiir diese Vor-
gaben lassen sich etwa eindimensionale Naherungslosun-
gen auf der schiefen Ebene, experimentelle Daten oder
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Bild 1

Strémungsgebiet bei einem Beschichtungsvorgang

auch die Asymptotik der Stromung im Unendlichen ge-
eignet nutzen. Auf Z3 bzw. 2 gelten die Haftbedingun-
gen fiir die ruhende bzw. bewegte feste Wand. Die Kur-
ven I} mit k=0,1,2,... N stellen sogenannte freie
Grenzflichen, d. h. a priori unbekannte Trennlinien zwi-
schen den einzelnen Fliissigkeitsschichten, dar. Die an
die umgebende Luft grenzenden Kurven 'y und I'y
nennt man hiufig freie Oberflichen. SchlieBlich sei
PN+1 (x) bzw. pg (x) der vorgegebene (dimensionslose)
Umgebungsdruck der Luft aufierhalb von I'y bzw. T.

2. Mathematische Problemformulierung und ein
verallgemeinerter Losungsbegriff

Be sei Pmax %, LN

stanten) Dichten aller Fluidschichten und oy die I-
spezifische (konstante) Grenzflichenspannung. Ferner
seien v© eine charakteristische Geschwindigkeit und L
eine charakteristische Linge fiir das betrachtete Stro-
mungsproblem. Schliefilich seien G bzw. g der Betrag
bzw. der Einheitsvektor in Richtung der Erdbeschleu-
nigung. Dann werden die Kkartesischen Koordinaten
mittels L, die Geschwindigkeiten mittels |v® | und die
Spannungen mittels p, ,, |v® |2 dimensionslos gemacht.
Aus der Impulsbilanz ergibt sich damit die folgende di-
mensionslose Bewegungsgleichung

Pk das Maximum der (kon-

K
k(v W)y = VT — 55 =0. xekglszk (1)

Hierin symbolisiert k das schichtweise konstante Dich-
tenverhiltnis k = py /pp .4 Mit Fr wurde die Froude-
zahl Fr=1v°®12/LG bezeichnet. Unter T¥ verstehen wir

den Spannungstensor der k-ten Schicht fiir eine nicht-
linear-viskose Fliissigkeit

Th(v) = —pl + f,(Jp) D(v). (A)

In der Zustandsgleichung (A) symbolisieren I den Ein-
heitstensor, D den Deformationsgeschwindigk eitstensor
mit Dy; (v) = 0,5 (3v;/ 9% + 9v;/ 3x;) fiir i,j=1,2,3 so0-

wie Jo dessen zweite Invariante, d. h.

1 3 [ov;)2 3 m-1/{ 9v ovp,\ 2
ZJp=22 |2 + 2 = 4+ )7
2 i=1 axj m=2 j=1 0Xyy axj

B)
AuBerdem sei fy (- ) eine positive, stetig differenzierbare
Funktion einer Variablen. Im Falle Newtonscher Fluide
gilt bekanntlich fi (J3) = k/Ry = const., wobei Ry die

Reynoldszahl Ry = Iv® | L/, und vy die kinematische
Viskositit der k-ten Fluidschicht darstellt. Im gesamten
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Stromungsgebiet gilt ferner die Kontinuititsgleichung
divy = (V-y)=0. @

Als Randbedingungen ergeben sich an den festen Riin-
dern Z, mit i = .4 die Beziehungen

v(x) = a(x) , x€ Z; 3

wobei ai (x) vorgegebene Geschwindigkeiten bezeichnet.
An den freien Grenzflichen I'y verlangt man Stetigkeit
der Geschwindigkeit

vkl (x) = vE(x) , x€ET (k=1,...,N=1) (4l)

einen tangentialen Geschwindigkeitsverlauf (kinemati-
sche Randbedingung)

v+ nk =0, x€N (k=0,...,N) (4.2)

sowie ein Gleichgewicht der Spannungen (dynamische
Randbedingung)

dek
Tt () nk T (v) ok + Wey, S =0,
s

x€T, (k=0,...,N)  (43)

In den Randbedingungen stellen s die Bogenlinge, t*
den tangentialen und n¥ den normalen Einheitsvektor
an die freie Grenzfliche Iy dar. Zu deren Orientierung
vergleiche man Bild 1. Mit We, wurde die dimensions-
lose Weberzahl We, = 0, /(1v®12 Lp,, . ) bezeichnet.
Ferner gilt T® = —p, Tund TN*1 = _py | L

Aufgaben der Gestalt [(1) — (4)], zumindest fiir Sirs-
mungsvorginge einer Newtonschen Fliissigkeit mit einer
freien Oberfliche (bzw. mit zwei symmetrischen freien
Oberflichen) werden seit etwa 1970 stirker untersucht.
Insbesondere hat sich bei der numerischen Losung der-
artiger Aufgaben die Methode der finiten Elemente
(FEM) sehr bewihrt. Bei der numerischen Behandlung
von Strémungsproblemen fiir die Navier-Stokes-Glei-
chungen mit freier Oberfliche wird in der Literatur
meist so vorgegangen, dafi die freie Oberfliche durch
sukzessive Approximation bestimmt wird. Dabei wird
eine gewisse Lage der freien Oberfliche vorausgesetzt
und dann das Strémungsfeld berechnet, in dem eine der
Randbedingungen am freien Rand unberiicksichtigt
bleibt. Die vernachlissigte Randbedingung und das
approximierte  Stromungsfeld werden anschliefend
benutzt, um eine neue Form der freien Oberfliche zu
erzeugen. Frederiksen und Watts [1], Nickell. Tanner
und Caswell [2], sowie Silliman und Scriven [3] benutz-
ten die kinematische Randbedingung (4.2) zur sukzessi-
ven Erzeugung der neuen freien Oberfliche. Rivkind

[4], Orr und Sriven [5]. Reddy und Tanner [6] sowie

ebenfalls Silliman und Scriven [3] wihlten die Normal-
spannungskomponente dee dynamischen Randbedingun-
gung (4.3), um die jeweils neue freie Oberfliche zu loka-
lisieren.

Beide Varianten erfordern eine aufwendige rechentech-
nische Realisierung. Die erste Variante liefert im Falle
des Auftretens von Kontaktpunkten zwischen freier
Oberfliche und festem Rand zusitzlich Schwierigkei-
ten (vgl. [7]). Ruschak [7] schligt ein alternatives Ver-
fahren vor, welches es gestattet, das Geschwindigkeits-
feld. das Druckfeld und die Form der freten Oberfliche

)
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simultan, d. h. in einem Iterationszyklus, zu berechnen.
Saito und Scriven [8] l6sten ein spezielles Stromungspro-
blem mit dhnlicher” Strategie wie Ruschak und fiir eine
modifizierte: Variationsformulierung der Aufgabe. Sie
verwendeten finite Elemente hoherer Ordnung, isopara-
metrische Abbildungen der krummlinigen Vierecksele-
mente auf Rechtecke sowie eine aufwendige ,,Matching™-
Strategie zwischen Teilgebieten mit kartesischer bzw.
Polarkoordinatendarstellung.

In der vorliegenden Arbeit wird der Zugang von Ru-
schak verallgemeinert und numerisch implementiert. Da-
bei wird die sogenannte Leitlinientechnik mit der Me-
thode der finiten Elemente auf geeignete Weise gekop-
pelt ([9], [10]). Eine verwandte Strategie wurde auch in
der Arbeit [11] gewihlt. Den Ausgangspunkt fiir die An-
wendung der FEM auf die Aufgabe [(1) — (4)] bildet fol-
gende schwache bzw.Variationsformulierung

D Ied(y-V )y + T(v) Vo - % o 4x
=1 O - - - Fr 2

N
+ Z f d—ds + ftDpN” nNds — f ®p, n°ds=
k=0 Iy I'n o (5)
JEdivvdx = 0. (6)
Q

Die Gleichung (5) erhilt man, indem die Gleichung (1)
mit einer stetig differenzierbaren (skalaren) Funktion
® (x) multipliziert und anschliefend iiber das gesamte
Gebiet integriert wird. Durch mehrmaliges Anwenden
der Formeln fiir die partielle Integration (in ) und auf
I'.), sowie Zusammenfassen der Kurvenintegrale auf I'y
und Ausnutzung der Randbedingung (4.3) gelangt man
zur Beziehung (5). Auf analoge Weise ergibt sich (6).

Mit 477 (Z) bezeichnen wir die Menge

Ma(® - {u@ec@;u|g €@

E'E!F=0;E|2:Q}-

Die Funktionenklasse (kein linearer Raum) V (Z) ist
dann die AbschlieBung der Menge 79, (Z) in der Norm
des Sobolew- Raumes W (2) (vgl. [10]). AuBierdem ver-

stehen wir unter W2 0 (Q) die AbschlieBung der Menge
e {he(,(sz); h| - ecl () hl EZO}

in der W2 (£2)-Norm. Dle Funktionenklasse W 2.0 )
bildet einen Hilbertraum. Die freie Grenzfliche Iy 'moge
schlieBilich eine Parameterdarstelllmv der Form x = Fk(s)
mit 0 < s < besitzen. Dann lifit sich der folgende ver-
allgemeinerte Losungsbegriff definieren.

Das Tripel{ vp PR =01 N} mit v € V(2),
pELy(Q) und Fk e Wi (0.5) heibt verallgemeinerte
Losung der Aufgabe [(13 — (4], wenn es den Identiti-
ten (5) bzw. (6) fiir alle CDEW 2.0 () bzw. fiir alle
¢ € Ly (52) geniigt.

Die bei der Herleitung von (5) und (6) verwendeten glat-
ten Funktionen ® und & liegen bekanntlich dicht im
W1 (Q) bzw. Lo (£2), so daB jede klassische Lésung der
/\ufgaht [(1) - (4)] auch eine verallgemeinerte Losung



darstellt. Es konnte gleichfalls eine umgekehrte Aussage
bewiesen werden ([10]). Beispielsweise erfiillt im Falle

Newtonscher Fluide eine verallgemeinerte Lasung
v, Ps Ek} mit den Eigenschaften
2 1
v QkGWZ(Qk)’pIlew2(Qk)’ k=1,2,...,N
' 2
Fk (5) €W, (0,5, 7) K=0,1,...,N

die Gleichungen und Randbedingungen der Aufgabe
[(1) — (4)] fast iiberall.

3. Die Anwendung der FEM unter Einbeziehung
der Leitlinientechnik

Die schwache bzw. Variationsformulierung [(5), (6)] der
Aufgabe (v - (4-)] gestattet es, die Geschwindigkeit
und die freien Grenzflichen stiickweise linear und den
Druck stiickweise konstant zu approximieren. Man kann
folglich die einfachsten finiten Elemente verwenden.

Es sei ' eine fixierte Triangulation des gesamten Stro-
mungsgebietes. Uber die konkrete Gestalt der Triangu-
lation wird weiter unten verfiigt. ‘' enthalte ] Dreiecke
(Elemente), wobei jedes Element gemif Bild 2 nochmals
in 4 kongruente Teildreiecke (Viertelelemente) zerlegt
ist.

Bild 2
Element mit Knotenpunkten

Ein Element enthilt demnach 6 Knotenpunkte. Die drei
Elementeckpunkte heifsen zur besseren Ubersicht Haupt-
knotenpunkte. Insgesamt moge J genau M Knoten-
punkte besitzen. Es sei @, (xq, xg) eine stickweise
lineare Funktion, die im Knotenpunkt mit der Nummer
m den Wert 1 annimmt und in allen anderen Knoten-
punkten verschwindet. Auf jedem Viertelelement sei
linear. Die Funktion §; sei im Element mit der Nummer
identisch 1 und verschwinde iiber allen anderen Elemen-

ten. Folglich bildet die Menge

CEIEE

dle Basis eines endlichdimensionalen Unterraumes des
W (2) (Ly (). Sei v™ die niiherungsweise Geschwin-
dngkelt im Knotenpunkt m und Pj der angeniherte
Druck im Element j. Dann approximieren wir die Ge-
schwindigkeit durch das Vektorfeld

P - “z!l v, (x) @)

m=

und den Druck durch das Skalarfeld

J
pe) = 2 pi§ (). ®)

Jede Funktion @ (§) dient nun als Testfunktion
® (%) in der Glelchung (5) ((6). Auf diese Weise erhilt

man fiir die (2M +J) skalaren Unbekannten v1 , v2 s Bj
genau (2M + ) skalare Gleichungen

N Mo Mo
z f {"q’m (_21 X‘(I’i‘V) __21 v,
k=1 ar
J M '
( ?’ Pj 51) Vo + i Ja (v )][E v (vi®)
M
( Z V(¥ ) ] Ve,
K Pm %,
} flk ds + [ q>mpN+1 aNg
Fk r‘;

— [ ®,pon%ds = 0,
F*

(]

m=1,2,...,M 9)

M
f*Ejdiv (.E Ll‘bi)dx:O. i=L,2,...,] (10)
Q i=1

Hierbei sind 2 bzw. I' die durch die Triangulation er-
haltenen Approximationen fiir das Stromungsgebiet 2
bzw. den freien Rand I'. In den Gleichungen (9) und
(10) sind die Differentiationen fiir jedes Viertelelement
(bzw. deren Rand) gesondert auszufiihren und entspre-
chend zu summieren. Es handelt sich um eine kompakte
Schreibweise. )
Wir betrachten ein Viertelelement n, welches ohne Be-

schrinkung der Allgemeinheit die Knotenpunkte 1, 2
und 3 als Eckpunkte besitzt. Mit (x ') bezeichnen
wir den Ortsvektor des Punktes i (i= 1 5 3). Ferner sei
N; (x) die Einschrinkung der Funktlon ®, (x) auf das
Viertelelement n. Bekanntlich besitzt N; die Gestalt (vgl.

1
Z. B [12]) Ni (Xl, XZ) = TA; (Al + Bi Xl + Ci X2) )
wobei Aﬂ den Flicheninhalt des Viertelelementes 1 be-
zeichnet und

A = k ki _J k _J k.
\—x1x2——x1 2,Bl—x2—x2,Ci—x1—xl,
i=1,2,3

gilt sowie { i, j,k} eine zyklische Vertauschung von

{1,2,3] ist. Die partiellen Ableitungen berechnen
sich zu
aN B oN; G

aXl 2An ’ aX2 2A17

und sind auf einem Viertelelement konstant. Folghch
sind wegen (7) und (B) auch die Groen J, (V) und
f, Jo (V)) auf einem Viertelelement konstant. Dieser
Umstand ist fiir die rechentechnische Realisierung von
Vorteil.

Die Approximation der freien Grenzflichen geschieht in
folgender Weise. Das Stromungsgebiet wird durch geeig-
net zu wihlende Strahlen (im weiteren Leitlinien ge-
nannt; bei Ruschak in [7] , boundary supports™) in Strei-
fen zerlegt. Man vergleiche hierzu Bild 3.



Bild 3
Ausschnitt aus einem Stromungsgebiet mit Leitlinien und
Elementen

Die m-te Leitlinie beginnt in einem fixierten Punkt P,
und schliebt mit der positiven Richtung der x;-Achse
einen fixierten Winkel ©,, (0 < ©,, < 27) ein. Die
Orientierung sei dabei mathematisch positiv. Die varia-
blen Lingen e, rm_l, ...... , r:)" einer Leitlinie
vom Anfangspunkt P, bis zum Schnitt mit den freien
Grenzflichen 'y, 'y_y,..., 'y, T, (vgl. Bild 3) sind
im Prozefs der Rechnung simultan mit Geschwindigkeit
und Druck zu ermitteln. Die Schnittpunkte der Leit-
linien mit den freien Grenzflichen bestimmen simtliche
Hauptknotenpunkte auf den freien Grenzflichen. Die
Grenzflichen werden durch diese Hauptknotenpunkte
stickweise geradlinig approximiert. Innerhalb jeder
Schicht £ (k=1,2,...,N) werden durch vorgegebene
Unterteilungsverhiltnisse (im einfachsten Fall gleich-
miifige Verteilung) die weiteren Hauptknotenpunkte auf
jeder Leitlinie festgelegt. Diese werden gemifs Bild 3 ge-
radlinig zu Elementen verbunden und liefern die Trian-
gulation. Aufierdem kann sich die Anzahl der Haupt-
knotenpunkte pro Schicht auf zwei benachbarten Leit-
linien um eine unterscheiden. Es liegt dann entsprechend
(von links nach rechts gesehen) konvergente, gleichmi-
Bige oder divergente Vernetzung vor. Dadurch und durch
die weitgehend willkiirliche Festlegung der Leitlinien hat
man die Moglichkeit, auch stark gekriimmte bzw. irregu-
lire Stromungsgebiete zu diskretisieren bzw. lokale Ver-
feinerungen vorzunehmen. Der Ausschnitt in Bild 3
wurde beispielsweise gleichmifig vernetzt.

Zur Illustration nehmen wir an, daB in der Schicht Qp
jede Leitlinie durch Hauptknotenpunkte in 3 gleiche Ab-
schnitte zerlegt wird (vgl. Bild 3). Dann haben beispiels-
weise die Punkte S und Q folgende kartesische Koordi-
naten

24

22 1 2
x3 (S) = x3 () + ( 3N +§rN_1> cos @y
(11)
22 1 2 .
x9 (S) = x9(Pg) +( -ng +§rN__1> sin @9
1 1 {11,221
x; (Q) = 3 [xl (Py) +xq (P2)jl + 3 (—3- ™ +§ I'N_1> cos ©
' 1 1
+%(§r§ +§ rl\?'—l) cos0y , x5 (Q) =—2— [xz (Py) *+ x9 (Pz):l

1/11 .21 . 122 .1 2 .
—2—<—§rN+§rN_l> sin © +§ (ng +§rN—l sin®y .

(12)

;n, rrln, rgl,..., rI]:; mit m=1,2,... ,NL
gehen als gleichberechtigte Unbekannte in das nicht-
lineare Gleichungssystem [(9), (10)] ein. Inshesondere
flieBen diese Lingen iiber die Knotenpunktskoordinaten
(11) und (12) direkt in die Grofen A;, B;, C; und Ay
und damit in (9) und (10) ein.

Die fehlenden Gleichungen zur Bestinmung der Lingen
liefert die kinematische Randbedingung (4.2). Wir for-
dern, daB die Gleichung

Die Lingen r

[ v-nkds=0 (13)
Ty
auf jedem geradlinigen Teilstiick I}, der approximieren-
den freien Grenzfliche erfiillt ist.
Nach Hinweisen aus der Literatur (vgl. [7]) ist es vorteil-
haft, den Elementen, die an einer freien Grenzfliche lie-
gen, einen zusitzlichen Freiheitsgrad A zu verleihen.

Der Mittelpunkt R4 der Elementseite Ry R3 (vgl. Bild 4)
kann gemif der Formel

x(R}) = x(Ry) —N[x(Ry) —x(Ry)] (14)

mit — 0.5 <A <0.5 in den Punkt RZ auf der Seitenhal-
bierenden Ry Ry verschoben werden. Anschliefend for-
dern wir die Beziehung (13) auf beiden Teilstrecken

R3 RZ und Rz Ry. Auf diese Weise ordnen wir der m-
ten Leitlinie die variablen Lingen r:)n, r'ﬁ, vt und
die variablen ,,Einknickkoeffizienten” 7\0 , ?\'ln, - ,)\YI\';

zu. Im Endeffekt entsteht ein nichtlineares Gleichungs-
system

R

Bild 4
Zur Definition des ,,Einknickkoeffizienten”



AZ =0 (15)

mit NP = 2M+J +2(N+1) NL skalaren Unbekannten
und ebenso vielen Gleichungen. Dabei ist N die Anzahl
der Fliissigkeitsschichten und NL die Anzahl simtlicher
Leitlinien.

Die vorgestellte Leitlinienstrategie liit sich ebenfalls auf
Teilgebiete mit festen Rindern anwenden. Fiir die ent-
sprechenden Grofen rlE und )\lz (man vgl. etwa Z4 aus
Bild 1) liegen dann Randwerte erster Art vor, welche an
die Stelle von Beziehung (13) treten.

Das Gleichungssystem (15) wird iterativ nach dem New-
tonverfahren gelost. Es sei Z° eine Startlosung des Sy-
stems (15). Dann lautet die Iterationsvorschrift

e | Y - @
ZK+1 = 7K + YK | K=0,1,2,... a7)

Das lineare Gleichungssystem (16) wird mit dem Fron-
tal-Solver von Hood gelést ([13]).

Fiir die rechentechnische Realisierung des angefiihrten
Verfahrens ist eine effektive und genaue Berechnung der
Jacobi-Matrix (grad A) sehr wesentlich. Bei der hier ge-
wihlten Form der Diskretisierung und Approximation
war es moglich, fir Newtonsche Fliissigkeiten simtliche
Elemente der Jacobi-Matrix analytisch und damit exakt
zu berechnen. Das betrifft auch die Ableitungen nach
den geometrischen Variablen r" und A", die bei Saito
und Scriven [8] relativ kompliziert zu ermitteln sind. Da
die Koordinatenformeln (11), (12) und (14) linear in r;(n
und A" und die Abhingigkeiten der Formfunktionen
@, (x) von den Koordinaten der Knotenpunkte bekannt
sind, ist die Berechnung der entsprechenden Gradienten
einfach. Zum Beispiel ist die GroBe xg (Q) eine Funk-

. . 1 . .
tion der Variablen Iy IN_po Ty sowie Iy 4 und es gilt

dxg (Q)/ar;l_1 =% sin ©;. Die Ableitungen von (9)

und (10) nach r:l werden dann durch sukzessives An-

wenden der Kettenregel mit Hilfe der Gradienten axil/
i)r;:rl und 9 xl2/ ] rl'(n bestimmt.

X
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Im Falle nichtlinearer Stoffgesetze (A) ist die exakte Be-
rechnung aller Gradienten ebenfalls moglich, aber in Ab-
hiingigkeit vom konkreten Stoffgesetz (bzw. fy (*)) zu
implementieren.

Die mit Hilfe von Leitlinien realisierte Triangulation hat
den Vorteil, daf sie nach jedom Iterationsschritt ohne
grofen Aufwand und entsprechend den aktuellen Geo-
metrievariablen neu erfolgen kann. In das beschriebene
Leitlinienkonzept fiigen sich auch die Bestimmung des
unbekannten’ dynamischen Kontaktpunktes (vgl. Punkt
Q2 in Bild 1) und die Beriicksichtigung von Gleitrandbe-
dingungen organisch ein ([10]). Zur Einfithrung und Be-
deutung der Gleitrandbedingung vergleiche man etwa die
Arbeit [3].

4. Einige Resultate von ausgewihlten Stro-
mungsproblemen

Zu dem beschriebenen numerischen Verfahren ist ein
Computerprogramm- in FORTRAN erarbeitet worden,
das in der zur Zeit vorliegenden Fassung die Berechnung
von Strémungen einer Fluidschicht (Newtonsche bzw.
Potenzgesetz-Fliissigkeit) mit maximal zwei freien Ober-
flichen gestattet. Das angegebene Verfahren wurde erst-
malig 1981 in Berlin [9], jedoch ohne numerische Ergeb-
nisse vorgestellt. Numerische Resultate von verschiede-
nen Stromungsproblemen mit einer bzw. zwei freien
Oberflichen findet man in [10] und [14]. Die folgenden
Beispiele sind bisher unversffentlicht.

Im ersten Beispiel wird die Stromung einer Newton-
schen Fliissigkeit im Antragbereich einer Freifallbe-
schichtung berechnet. Im Bild 5 ist die Wahl der Leit-
linien sowie das berechnete Geschwindigkeitsprofil nach
5 Iterationen veranschaulicht. Auf der bewegten, festen
Unterlage (xo = 0) ist die Geschwindigkeit v gleich der
Unterlagenabzugsgeschwindigkeit v° = (1.0, 0.0)T. Bei

Bild 5
Leitlinienwahl und Geschwindigkeitsverteilung bei einer Frei-
fallbeschichtung

, \ \ N NN
- —t —> —b
> — —b
- o —b
/<< . . .
-40 20 30 o X,
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x) = 5 gilt ebenfalls v = v°. Es wird davon ausgegangen,
dab bei xj = 5 die Endschichtdicke von 1 (fiir x; = +)
mit dem dazugehérigen gleichmiBigen Geschwindigkeits-
profil niherungsweise erreicht wird. Schlieflich wurden
auf der ersten Leitlinie (xg = 3) Geschwindigkeiten vor-
gegeben, die mit Hilfe experimenteller Daten bzw. ein-
dimensionaler Niherungslésungen gewonnen wurden.

Der Erdbeschleunigungseinheitsvektor hat die Gestalt
g = (0.0, —1.0)T. Die Reynoldszahl R betrigt 4.5 *
10~% und die Weberzahl We ist gleich 2 * 10~ 3. Die di-
mensionslose Druckdifferenz p; —p, aus oberem und
unterem Umgebungsdruck der Luft betrigt 6.728. Bei
diesem Beispiel wurde mit NL=15 Leitlinien, M = 261
Knotenpunkten und J =112 Elementen gerechnet. Die
Anzahl simtlicher Freiheitsgrade lautet NP = 694,

Die Konvergenz nach 5 Iterationen ist recht gut. Die Ab-
weichungen von den Werten nach der vierten Iteration
sind bei allen Variablen kleiner als 10—2.

In Bild 6 sind die betrichtlichen Anderungen bei den
Betriigen der Geschwindigkeit an den freien Oberflichen
sowie auf der Mittellinie des Strémungsgebietes sichtbar.
Aus Bild 5 geht weiterhin hervor, dab die Strémung we-
sentlich zweidimensionalen Charakter besitzt und daf
die Geschwindigkeitsvektoren tangential zu den freien
Oberflichen verlaufen. Im Bild 7 sind die Profile der
Fliissigkeitsschicht sowie die Lage des dynamischen Kon-
taktpunktes fiir zwei verschiedene Reynoldszahlen bei
ansonsten gleichen Kenngrofien dargestellt. Der Einfluf
der Viskositit auf die Lage des Auftreffpunktes sowie
auf den dynamischen Randwinkel ist deutlich erkennbar.
Es konnte aufierdem bei diesem Beispiel eine gute Uber-
einstimmung mit experimentellen Daten erreicht wer-
den.

Das zweite Beispiel zeigt das Anstromen einer Newton-
schen Fliissigkeit auf einer geneigten Ebene (Neigungs-
winkel 21°) mit anschlieBendem freien Fall sowie das
Abziehen auf einer horizontalen Unterlage (vgl. Bild 8).
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Bild 6

Geschwindigkeit in den Hauptknotenpunkten a — am unteren
Gebietsrand, b — auf einer Mittellinie, ¢ — am oberen Gebiets-
rand

Die Schichtdicke auf der ersten Leitlinie betrigt 2 und
die Endschichtdicke ist 1. Die Geschwindigkeiten auf
der ersten und der letzten Leitlinie sowie auf der Unter-
lage sind erneut vorgegeben und im Bild 8 angedeutet.
Die Punkte Py, Py und Q; besitzen die folgenden karte-
sischen Koordinaten: Py (—0.04, 3.84), Py (-0.76,
1.98), Q4 (0.0, 1.69). Ferner gilt fiir die dimensionslosen
Kenngrofen vo = (1.0,0.0)T, g = (0.0,— 1.0)T, R=
2#%10-4, We=10-5 sowie p; — p, = 0.0. Die Aus-
gangsdaten fiir die Triangulation lauten NL =20, M =
429 und J =190, sodaf mit insgesamt NP = 1128 Frei-
heitsgraden gerechnet wurde. Die Konvergenz bei diesem
Beispiel war etwas besser als im ersten Beispiel. Die
maximale Abweichung zwischen den Ergebnissen der
dritten und vierten Iteration war kleiner als 10—2. Bild 8
zeigt das nach 4 Iterationen ermittelte Fliissigkeitsprofil

////_430//////////013 T TTT 7T 7T 77 777777777777
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Bild 7 a

Fliissigkeitsprofil bil der Freifallbeschichtung fiir eine Reynolds-
zahl R =4.5 %10~



77_1-55/ _4‘3O//f/,// 777777 77777777777 7/3'07/1‘
Bild 8 Bild7b
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Bild 9 gibt die Betrige der Geschwindigkeit am oberen

und unteren Gebietsrand sowie auf der Mittellinie wie-

1.0 der. Auch hier sind grofe Geschwindigkeitsgradienten
B erkennbar. Der Druck weist in der Nihe der Kontakt-
0.8} punkte Q; und Qg zwischen fester Wand und freier
V| ~ Oberfliche starke Singularititen auf. An der oberen frei-
06l b en Oberfliiche ist der Druck zunichst grofer und dann
' kleiner als der Umgebungsdruck py, wobei er sich letzte-
rem fiir x; — + oo stark annidhert. Am unteren Rand ist
0t der Druck bis auf aas Element hinter Qg kleiner als der
a Umgebungsdruck p,,, wobei ebenfalls das Angleichen an
0.2t P1 = Po fiir x; — + © charakteristisch ist.
Als drittes Beispiel betrachten wir das Ausstrémen einer
. e Potenzgesetz-Fliissigkeit aus einem ebenen Spalt mit an-
1 5 40 15 schlieBendem HinabflieBen an einer vertikalen, ruhenden
Nummer  der Leitlinie Wand (vgl. Bild 10).
Fiir Potenzgesetz-Fliissigkeiten hat die Funktion f(J5) in
Bild 9 der Zustandsgleichung (A) die Gestalt

Geschwindigkeit in den Hauptknotenpunkten a — am unteren u—1

Gebietsrand, b — auf einer Mittellinie, ¢ — am oberen Gebiets- 1 1 T
rand tJ2) = o5 (GJ2) , (18)

sowie die Geschwindigkeiten auf 4 ausgewihlten Leitli-
nien. Die Lage des dynamischen Kontaktpunktes Qo
wurde mit x; = 4.12 bestimmt.

wobei p den FlieBexponenten und R” eine verallgemei-
nerte Reynoldszahl (vgl. [10]) symbolisieren. Dieses Bei-
spiel wurde fiir 3 verschiedene FlieBexponenten gerech-
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Bild 10 Die Autoren méchten die Gelegenheit nutzen, um Herrn

Stromungsprofile fiir Potenzgesetz-F liissigkeiten mit FlieBexpo-
nentenvona — 0.9,b —1.0undc — 1.2

net (vgl. Bild 10). Die dimensionslosen Kennzahlen be-
tragen R* = 0.02, We = 10~% und Fr = 0.004. Die
Erdbeschleunigung hat den Richtungsvektor g = (1.0,
0.0)T und fir den dimensionslosen Volumendurchsatz
von 1.635 ergab sich eine Endschichtdicke von 1. Bei
den Berechnungen wurde davon ausgegangen, dafi bei
xy = 22 die Endschichtdicke (fiir x; = + =) mit dem da-
zugehérigen halbparabelférmigen Geschwindigkeitsprofil
niherungsweise erreicht wird. Bei x; = 0 wurde ein dem
Volumendurchsatz von 1.635 entsprechendes Geschwin-
digkeitsprofil nach den Formeln fiir die ebene Kanalstrs-
mung (Druckstromung) vorgegeben. An den ruhenden
Winden gilt die Haftbedingung v = (0.0, 0.0)T. Die
Triangulationsparameter lauten NL = 14, M = 189, ] =78
und folglich NP = 512.

Es wurden fiir die FlieBexponenten y; = 0.9, us = 1.0
(Newtonsche Flissigkeit) und ug = 1.2 jeweils 5 [tera-
tionen realisiert. Dabei konnte Konvergenz erzielt wer-
den und die maximale Abweichung zwischen den Resul-
taten der vierten und fiinften Iteration war kleiner als
10— (fiir o kleiner als 10—%). Im Bild 10 sind die For-
men der freien Oberflichen widergegeben. AuBierdem
sind fiir den Fall u; = 0.9 die Geschwindigkeitsprofile
an den Stellen x; = 1.75 und x; = 4 dargestellt. Der
Druck an der freien Oberfliche weist in der Umgebung

von Q; eine Singularitit auf und nihert sich fiir x; —

+ oo dem Umgebungsdruck von unten an.

Samtliche Rechnungen wurden auf einem ilteren Com-
puter vom Typ CDC 3300 durchgefiihrt. Die Rechenzei-
ten pro Iteration hingen stark von der Anzahl NP aller
Unbekannten ab und lagen fiir das dritte Beispiel bei
etwa 140 Sekunden. Weiterfiilhrende Rechnungen sind
fir verschiedene Parameterkombinationen sowie fiir
komplizierte Geometrien mit starken Kriimmungen vor-
gesehen. AbschlieBend sei bemerkt, dai Fragen der Exi-
stenz, Unitit und Regularitit der verallgemeinerten L&-
sung einer gemischten Randwertaufgabe, die in enger Be-
ziehung zur Aufgabe [(1) — (4)] steht, ebenfalls unter-
sucht wurden ([10], [15]). Dabei konnten zum Teil ana-
loge Aussagen erhalten werden, wie sie fiir das Dirichlet-
problem bei Navier-Stokes-Gleichungen bekannt sind
(vgl. [16]).
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Doz. Dr. sc. techn. Roland Lipp recht herzlich fiir die
Anregung zur Beschiftigung mit Fragen der Beschich-

tung sowie fiir zahlreiche wertvolle Diskussionen von
Testbeispielen und Modellen zu danken.
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