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Entwicklungsgleichungen innerer Variablen in Plastizitdtstheorien

W. Gohler

1. Einleitung

Die Verwendung innerer Variablen in der Plastizitiits-
theorie ist eine thermodynamische Methode. Durch zu-
sitzlich eingefiihrte innere (oder versteckte) Zustands-
variablen soll inelastisches Materialverhalten erfaft wer-
den.

Die Thermodynamik von Materialien mit inneren Varia-
blen ist von Coleman und Gurtin [4] ausgearbeitet wor-
den. Fiir die inneren Variablen werden Entwicklungsglei-
chungen, das sind Differentialgleichungen erster Ord-
nung in der Zeit, vorgegeben.

Bei der Anwendung dieser Methode in der Plastizitits-
theorie koénnen hinsichtlich der Behandlung der Deh-
nungen als Zustandsvariable zwei Richtungen unterschie-
den werden. Fiir beide Richtungen finden sich in der
Literatur verschiedene Ansitze von Entwicklungsglei-
chungen innerer Variablen, z. B. bei Rice [3], Perzyna
und Voino [5], Valanis [6] bis [8] und Kratochvil [11]
auf der einen Seite, sowie Kroner [12], Bruhns und
Schreiber [14] auf der anderen.

Bergander [1] hat erkannt, daf viele Verfestigungsan-
sitze aus der Literatur zur plastischen Flietheorie einer
bestimmten Art von Entwicklungsgleichungen geniigen.
Daraus ergibt sich eine einfache Form des elastisch-
plastischen Deformationsgesetzes (Standardformulie-
rung).

In der vorliegenden Arbeit werden zuniichst die Plastizi-
titstheorien, beziiglich der Auswahl der Zustandsvaria-
blen, in zwei Gruppen eingeteilt. Danach wird in beiden
Gruppen der Einflug bestimmter Ansitze von Entwick-
lungsgleichungen innerer Variablen auf das Deforma-
tionsgesetz, d. h. die Spannungs-Dehnungs-Relation, dis-
kutiert. Eingeschlossen ist zeitabhiingiges plastisches Ver-
halten (Viskoplastizitit). Unbeachtet bleiben physikali-
sche Interpretationen der Entwicklungsgleichungen oder
der inneren Variablen selbst.

2. Definitionen und Bezeichnungen

Wir beziehen uns auf ein kartesisches Koordinatensy-
stem. Unterstrichene Buchstaben bezeichnen Tensoren.
Es treten innere Produkte und Gradienten von Tensor-
funktionen auf. Deren Schreibweise wird am folgenden
Beispiel demonstriert. Es seien a und b Tensoren 2. Stu-
fe, A ein Tensor 4. Stufe, f (A) eine skalawertige Tensor-
funktion und a (b) eine tensorwertige Tensorfunktion.
Dann gilt:

8f(é):[ of 4. ai(h):[aaij]
d9A  "0Ayy T b by

Den Spannungstensor nennen wir g. Der Tensor der De-
formationsgeschwindigkeiten d wird so gewihlt, daf das
innere Produkt aus Spannungs- und Deformationsge-
schwindigkeitstensor die spezifische mechanische Lei-
stung w ergibt:

w=0:d (2.1)

Bei hinreichend kleinen Deformationen ist der Tensor
der Deformationsgeschwindigkeiten d, gleich dem Ten-
sor der Dehnungsgeschwindigkeiten ¢ :

d=¢ (2.2)
3. Zustandsbeschreibung plastisch deformierter
Korper

Zuerst muB die Deformation des Korpers beschrieben
werden. Heute geht man meist von plastischen (oder
nichtelastischen) und elastischen Deformationen als
Teile der Gesamtdeformation aus. Gesamtdeformationen
und elastische Deformationen bei gegebenem Elastizi-
titsgesetz konnen eindeutig festgelegt werden [9]. Die
Schwierigkeit, plastische Deformationen kinematisch zu
definieren, umgehen viele Autoren dadurch, dab sie die
spezifische mechanische Leistung w in einen elastischen
und einen plastischen Anteil aufspalten:

W= 4y =05 (d, +dy) 3.1

Nun braucht nur noch der Tensor der plastischen Defor-
mationsgeschwindigkeiten d, definiert zu werden. Im
weiteren beschrinken wir uns auf kleine Deformationen
und ersetzen d;, durch den plastischen Teil des Deh-
nungsgeschwindigkeitstensors ¢ .

In allen Plastizititstheorien mit inneren Variablen findet
sich, explizit oder implizit, folgende Zustandsdefinition:
Der Zustand eines plastisch deformierten Korpers ist ein-
deutig bestimmt durch die Werte der Spannungen (o),
der Temperatur (T) und eines Satzes innerer Variablen
(H).

Wir wollen in dem ,,formalen” Vektor H einen vollstiin-
digen Satz innerer Variablen zusammenfassen. Die Ele-
mente von H kénnen Tensoren beliebiger Stufe sein.

Zur Beschreibung eines Zustandes benutzen wir die spe-

zifische freie Enthalpie ¥ [2]:
v = w(g.’ T? E) (3'2)

Die Gleichung (3.2), oder eine entsprechende Gleichung
fiir ein anderes thermodynamisches Potential (freie Ener-
gie), kann als erste konstitutive Gleichung jeder Plastizi-
titstheorie mit inneren Variablen, bezeichnet werden.
Das gilt auch, wenn sie in vielen Arbeiten nicht explizit
angefiihrt wird. Das Ziel einer Plastizititstheorie ist die
Ableitung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung. Im wei-
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teren wird diese Bezeichnung auch dann verwendet,
wenn in den entsprechenden Gleichungen Zeitableitun-
gen von Spannungen oder Dehnungen vorkommen.

Um dieses Ziel zu erreichen, muf die Rolle der Dehnun-
gen in der beschriebenen Zustandskonzeption festgelegt
werden. Mit anderen Worten, es muf definiert werden,
welcher Teil der Dehnungen die zu den Spannungen kon-
jugierten Zustandsvariablen sind. Diese Dehnungen kon-
nen aus (3.2) durch partielle Differentiation nach den
Spannungen ermittelt werden.

Da nur elastische Dehnungen und Gesamtdehnungen de-
finiert sind, kommen nur sie als Zustandsvariablen in
Frage.

Wir nennen im weiteren Theorien, welche die Gesamt-
dehnungen als Zustandsvariablen auffassen, Plastizitiits-
theorien vom Typ L. In den Plastizitiitstheorien vom
Typ II werden die elastischen Dehnungen als Zustands-
variablen angesehen.

4. Konstitutive Gleichungen

Wir wollen die Dehnungsgeschwindigkeiten als Funktion
der Zustandsvariablen o, T und H, sowie deren Zeitab-
leitungen darstellen. Dann kénnen die Entwicklungsglei-
chungen fiir H direkt eingesetzt werden.

Die Zeitableitungen g, T, H und é werden von nun an
Geschwindigkeiten der jeweiligen Variablen genannt. Die
Gleichung (3.2) ist die erste konstitutive Gleichung und
wird nicht nochmals aufgefiihrt. AuBierdem verzichten
wir auf die Gleichungen fiir Entropie, Entropieproduk-
tion und WirmefluB, welche zu einem vollstindigen Satz
konstitutiver Gleichungen gehoren, aber keinen Einfluf
auf die Spannungs-Dehnungs-Relation haben. In diesem
Zusammenhang sei auf vollstindige Darstellungen konsti-
tutiver Gleichungen in [2] und [4] verwiesen.

4.1. Plastizititstheorien vom Typ I

Die Gesamtdehnungen sind Zustandsvariablen und erge-
ben sich aus (3.2) als-Funktionen von g, T und H. Die
Werte der inneren Variablen folgen aus ihren Entwick-
lungsgleichungen. Die Spannungs-Dehnungs-Relationen
dieser Theorien werden damit durch folgende Gleichun-
gen bestimmt:

v ;
€ = ag —ﬁ(ga T’ ﬂ) (4"1)
. _de. ., d€m, de ¢
H= H(¢,T,H,e;06,T, &) (4.3)

Gleichung (4.2) ist die Zeitableitung der Gleichung (4.1)
und stellt keine zusitzliche konstitutive Gleichung dar.
Die Bedeutung des Symbols ,,»” hiingt von der Art der
jeweiligen inneren Variablen, d. h. dem Element von H,
ab. Bei skalaren inneren Variablen bedeutet ,,»” einfach
Multiplikation. Im Falle von Vektoren bezeichnet ,,%”
die Skalarproduktbildung. Bei Tensoren 2. Stufe ist ,,*”
gleichbedeutend mit ,,:”” und bei hoherstufigen Tensoren
mit entsprechenden inneren Produkten. Hat H N Ele-
mente, so stellt ein mit ,,»” gekennzeichnetes Produkt
eine Summe von N entsprechenden inneren Produkten

dar.
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Der Ansatz (4.3) ist so formuliert, dab er viele, aus der
Literatur bekannten, Entwicklungsgleichungen enthiilt.
Wegen der Existenz von (4.1) werden in einem konkre-
ten Ansatz Spannungs- und Dehnungsglieder nicht ge-
meinsam auftreten.

Gleichung (4.2) ist die gesuchte Beziehung zwischen
Dehnungsgeschwindigkeiten und den anderen Geschwin-
digkeiten g, T, H. Plastische Dehnungsgeschwindigkeiten
brauchen in dieses Konzept nur dann eingefiihrt zu wer-
den, wenn sie als Argumente in den Entwicklungsglei-
chungen vorkommen. Fiir diesen Fall folgen wir der De-
finition aus [3].

Zunichst sei daran erinnert, daf innere Variablen in die
Plastizitiitstheorie eingefiihrt wurden, um nichtelasti-
sches, von der Deformationsgeschichte abhiingiges, Mate-
rialverhalten erfassen zu konnen. Die exakte Aussage,
daB der Spannungstensor ein Funktional der Deforma-
tionsgeschichte [9] ist, wird ersetzt durch Gleichung
(4.1) bzw. durch eine nach den Spannungen aufgeldste
Gleichung. Die Spannungen sind Funktionen der Zu-
standsvariablen €, T, H. Die inneren Variablen bringen
dabei die Geschichtsabhiingigkeit ein, d. h. sie sind selbst
Funktionale der Deformationsgeschichte. Dabei gilt al-
lerdings die Einschrinkung, daf ihre Zeitableitungen
(4.3) Funktionen sind. Es liegt deshalb nahe, als Tensor
der plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten den Teil von
(4.2) zu definieren, der an die Anderung innerer Varia-
blen gekoppelt ist:

. _ 0€ o ‘

Die plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten sind in die-
sem Fall eindeutig durch die vorausgesetzten konstitu-
tiven Gleichungen (4.1) und (4.3) bestimmt.

4.2. Plastizititstheorien vom Typ Il

Nur die elastischen Dehnungen sind Zustandsvariablen
und konnen aus (3.2) bestimmt werden. Neben den Ent-
wicklungsgleichungen der inneren Variablen, muf ein
Ansatz fiir die plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten
gefunden werden. Mafigebend fiir die Spannungs-Deh-
nungs-Relation sind somit folgende Gleichungen:

& =2V - e (s, T, H) 45)
_ép = _é. (27 Ta ﬂ’ £; Q.’ T9 _é.) (4‘6)
H = —H(g’ T, ﬂ’ﬂ; g_’ T, .é.) (4'7)

Analog zu (4.3), wurde der Ansatz (4.7) so formuliert,
dak er die bekannten Ansitze der Literatur enthilt.

Die dominierende Rolle kommt, innerhalb der Plastizi-
titstheorien dieses Typs, der Theorie des plastischen
FlieBens zu. Obwohl der Gleichungssatz (4.5) bis (4.7)
die Fliebtheorie noch nicht vollstindig charakterisiert,
wollen wir im weiteren den Begriff FlieStheorie als Sy-
nonym fiir Plastizititstheorie vom Typ II verwenden.

Die FlieGtheorie definiert im Spannungsraum eine
Grenzfliche. Spannungszustinde auf dieser Grenzfliche
fihren zum plastischen FlieBen. Die diese Fliche be-
schreibende skalare Funktion heifit FlieBbedingung F:

F(o,T,H) = 0 (48)



Die plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten sollen dem
assoziierten Fliefigesetz geniigen:

é, = =— A (4.9)

Mit (4.9) ist die Richtung der plastischen Dehnungsge-
schwindigkeiten eine bekannte Funktion der Zustands-
variablen o, T und H.

Eine Erweiterung der Fliefitheorie wird in [2] vorge-
schlagen. Ausgangspunkt ist die Zerlegung des plasti-
schen Anteils der spezifischen mechanischen Leistung w,
in einen dissipativen und einen latent gespeicherten Teil.
Analog zerfillt dann auch die plastische Deformations-
geschwindigkeit. Fiir ihren ,,dissipativen” Teil wird das
assoziierte Fliefigesetz angenommen. Der ,latent gespei-
cherte” Anteil wird proportional zu den Geschwindig-
keiten der Zustandsvariablen angesetzt. Dadurch fiigt
sich dieser Ansatz gut in das hier diskutierte Schema ein.

5. Linear geschwindigkeitsabhiingige Entwick-
lungsgleichungen

Es liBt sich eine, im Vergleich zu (4.3) und (4.7) spe-
ziellere, Form der Entwicklungsgleichungen finden, die
eine groBie Zahl bekannter Ansitze enthilt. Diese Form
ist der folgende, in den Geschwindigkeitsgliedern lineare,
Ansatz:

H=Ay(c,T,He)+Ar (e, T, H,e)T+
Aﬂ (gv T’ Iiy £) : g + Ae (_O'_, T) H, _5_) :.é (5'1)

Die Koeffizienten A, Ar, A; und A, sind wie H | for-
male” Vektoren. Es sei ein bestimmtes Element von H
ein n-stufiger Tensor. Dann sind die zugeordneten Ele-
mente von Ag und Ay ebenfalls Tensoren n-ter Stufe,
wihrend die entsprechenden Elemente von A und A
Tensoren der Stufe n+2 sind.

Fiir Plastizitiitstheorien des Typs I ergibt sich durch Ein-
setzen von (5.1) in (4.2) folgende Spannungs-Dehnungs-
Relation:

_ép = ho (Q,T’ H,_G_) + .b.T (Q,T’ I_'l_,_G_)T

*Bo(a,TiH, ) 4 ¢
Dabei sind by und by Tensoren 2. Stufe, B4 ein Tensor
4. Stufe.

Auf die Angabe der konkreten Form von by, by und
By wollen wir verzichten, da es den Ansatz (5.1), in die-
ser Form, in der Literatur nicht gibt. Es kommen nur
Spezialfille von (5.1) vor, die man in zwei Klassen ein-
teilen kann. Diese beiden Klassen heifen in der Literatur
»geschwindigkeitsabhiingig” und ,,geschwindigkeitsunab-
hiingig”.

Eine solche Bezeichnung steht aber im Widerspruch zur
Sprachregelung dieses Artikels. Denn unter ,,geschwin-
digkeitsabhingigen” Entwicklungsgleichungen wiren sol-
che ohne Geschwindigkeitsglieder zu verstehen (A =
0, Ay = 0, A = 0), wiihrend ,,geschwindigkeitsunabhiin-
gige” Ansitze kein absolutes Glied (Ag = 0), aber min-
destens ein Geschwindigkeitsglied (A oder A oder
A¢) enthielten.

Wir fiihren deshalb den Begriff Zeitabhingigkeit ein. Ent-
wicklungsgleichungen der Form

H = AO (Q’T'» Hvﬁ) (5'3)

heiBien zeitabiingig, in dem Sinne, daB sich die Werte der
inneren Variablen, auch bei konstanten Zustandsgrofen,
indern konnen.

Es ist sofort zu erkennen, daf ein zeitabhiingiger Ansatz
(5.3) auch auf zeitabhiingiges plastisches Verhalten fiihrt,
wenn die Theorien vom Typ I betrachtet werden. Ein-
setzen von (5.3) in (4.4) ergibt:

e o€

P ETI_{— * AO (Q,T, ﬂ’ .g.) = ho (27 T’ }_{7 £) (54')

Ansitze der Art (5.3) fiir skalarwertige innere Variablen
sind ausfijhrlich in [3] diskutiert. In [5] werden die pla-
stischen Dehnungen als innere Variablen aufgefaft und
ebenfalls (5.3) postuliert. Physikalische Interpretationen,
von tensorwertigen inneren Variablen, die (5.3) geniigen,
findet man in [11].

Zeitunabhiingig werden die Ansitze (5.1), wenn Ay = 0
ist. Denn die inneren Variablen behalten ihre Werte, falls
die anderen Variablen konstant sind. Zeitunabhingige
Ansiitze fiihren bei Plastizitiitstheorien vom Typ I auf
(5.2), mit by = 0. Ein solcher Ansatz wird spiiter disku-
tiert (Abschnitt 6.).

Fiir die Erorterung der FlieBtheorie vereinfachen wir
(5.1) noch etwas. Nach der, im Abschnitt 4.1. erlduter-
ten, Vorstellung, sind rein elastische Deformationen
ohne Einfluf auf die inneren Variablen. Dann wird H un-
abhiingig von den elastischen Dehnungsgeschwindigkei-
ten und (5.1) reduziert sich auf:

H=Ag+Ap T+ Ag:6+A% : ¢, (5.5)
Zur Berechnung des Faktors A aus (4.9), bildeten wir zu-
niichst die Zeitableitung der FlieBbedingung (4.8):

. dF .  oF. aF .
F—O—E.g*‘ﬁT"'a_ﬂ*ﬂ (5.6)

Nach Einsetzen von (5.5) und (4.9), folgt aus (5.6):

. 1[oF oF _ oF .
v {2 (5 A

aF _aF .
P s Ap) T i
< (aT"aﬂ‘f"T) } mit
aF ,p _F
= (& et 5.8
(aﬂ A7 g, (5.8)
Setzt man (5.7) wieder in (4.9) ein, so erhilt man:
=gy rCp THCy:0 (5.9

Die Tensoren Cg, Ct (2. Stufe) und C; (4. Stufe) kon-
nen von 0, T, H und € abhiingen. lhre konkrete Form
kann leicht mit Hilfe von (4.9), (5.7) und (5.8) ermittelt

werden.

Da die inneren Variablen nicht von elastischen Deforma-
tionen abhingig sein sollen, sind umgekehrt die elasti-
schen Dehnungen (4.5) keine Funktionen der inneren
Variablen. Dann sind die elastischen Dehnungsgeschwin-
digkeiten €, linear in T und ¢.
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. a.ge - age
€ = 3T T+ 52—:
Die Spannungs-Dehnungs-Relation der Flieftheorie, wel-
che aus der Addition von (5.9) und (5.10) folgt, hat da-
mit die gleiche Form, wie die Spannungs-Dehnungs-Rela-
tion der Typ-I-Theorien (5.2).

Allerdings mub beachtet werden, daf man (5. 9) nur
dann erhilt, wenn der Ansatz (5.5) das é £, Glied (A #0)

enthilt. Eine zeltabhanglge Entw:cklungsglelchung (5.3)
fithrt in der FlieBtheorie nicht zwangsliufig auf ein zeit-
abhingiges Deformationsgesetz (5.4). Vielmehr mu§ fiir
die plastischen Dehnungsgeschwindigkeiten ein Ansatz
der Art (5.4) gesondert aufgestellt werden. Ein solcher
Ansatz konnte z. B. die Zeitabhingigkeit der Fliefbe-
dingung beriicksichtigen [5]. Zeitunabhiingige Ansitze
der Art (5.5), mit Ay = 0, werden in [12] und [14] dis-
kutiert.

Fir T = 0, Ay = 0 und Ay = 0 folgt aus (4.9), (5.7) und

(5.10) die Standardform elastisch-plastischer Deforma-
tionsgesetze nach [1]:

Q.

(5.10)

de. 1 3F aF)\ . .
&=J(o,T,H): (a; vV 3c 35/ ¢ 1D

6. Entwicklungsgleichungen in materialabhiingi-
gen Zeitvariablen

Eine wichtige Rolle, vor allem in der praktischen Anwen-
dung spielen Plastizititstheorien, welche den Vorgang
der plastischen Deformation in einem materialspezifi-
schen Zeitmafistab messen. An die Stelle der physikali-
schen Zeit t tritt eine zeitartige Variable z, die als skalare
innere Variable aufgefafit werden kann. Zeitartig heift,
dafs z nicht negativ und nicht fallend ist:

20, 2(0)=25>0 (6.1)

Derartige innere, zeitihnliche Variable sind z. B. die, in
der Fliefitheorie oft verwendete, plastische Vergleichs-
dehnung [1], oder die innere Zeit der endochronischen
Plastizititstheorie [6] bis [8], [10].

Die Entwicklungsgleichungen der inneren Variablen sind
Differentialgleichungen erster Ordnung beziiglich z. Alle
Argumente dieser Gleichungen werden ebenfalls als
Funktionen von z aufgefafit.

Wir 16sen z aus H heraus und fassen die iibrigen inneren
Variablen in dem ,,formalen Vektor” H zusammen. Die
Ableitung nach z schreiben wir:

9
dz
Die Entwicklungsgleichungen haben nun folgendes Aus-
sehen:

ﬁ': ﬁ’(g!’rﬁzﬁﬂ7£

)= )

o, T, €) (6.2)

Da die Argumente von H' selbst Funktionen von z sind,
haben die Entwicklungsgleichungen im t-Mafistab die Ge-
stalt:

A

ﬁ:ﬂ 2 (6.3)

Wir betrachten zuerst wieder Plastizititstheorien vom

Typ I Aus (4.4) crgeben sich, unter Beriicksichtigung
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von (6.3) und der Tatsache, daBl z eine innere Variable
ist, folgende Gleichungen fiir die plastischen Dehnungs-
geschwindigkeiten:

D - <a§+ de ﬁ> o (6.4
£ - e — ¥ I Z= €, Z .
P 0z aH P

Man erkennt, dafi (6.2) auch die Richtung der plasti-
schen Dehnungsgeschwindigkeiten bestimmt. Uber den
Charakter des Deformationsgesetzes (6.4) entscheidet
der Ansatz fiir z. Der Spezialfall (5.4) eines viskoplasti-
schen Deformationsgesetzes ergibt sich, wenn z nur eine
Funktion der Zustandsgrofen ist. Falls z proportional zu
den Geschwindigkeiten ist, folgt ein zeitunabhingiges
Deformationsgesetz. l

Im weiteren konzentrieren wir uns auf eine spezielle De-
finition von z aus [8]:

1 .
-9 _ L
z 2@ €p €, (6.5)
g(z) ist eine Materialfunktion. Fiir g(z) = konst. stellt
(6.5) die Definition der plastischen Vergleichsdehnung
dar. Die Entwicklungsgleichungen (6.2) werden be-
schrinkt auf:

- (o5 lie)) (6.6)

Dann kann aus (6.4) die Funktion € in folgender Dar-
. P
stellung ermittelt werden:

€ =e(a Tz i) (6.7)

Einsetzen von (6.7) in die Definitionsgleichung von z
(6.5), unter Beriicksichtigung von (6.4), ergibt:

i2=le:gi2 (6.8)

g
Die Beziehung (6.8) kann auch in Form einer skalaren
Funktion F dargestellt werden, mit der Eigenschaft:

‘e~ g(n) = 0 (6.9)

Ebenso, wie beim Berechnen des Faktors X des assoziier-
ten Fliefigesetzes aus der Zeitableitung der FlieBbedin-
gung (Gleichungen (5.6) und (5.7)), kann z aus der Zeit-
ableitung von (6.9) bestimmt werden, wenn (6.3) einge-
setzt wird. Fiir T = 0 erhilt man: .

F(o,T,2,H) = e

.1 aF

z = T g g mit (6.10)

V- o <§f LI ﬁ) (6.11)
aZ aﬂ .

Einsetzen von (6.10) in (6.4) zeigt, dab die Definition
(6.5) zu einem zeitunabhingigen plastischen Deforma-
tionsgesetz fiihrt, welches linear in den Spannungsge-
schwindigkeiten ist. '

Auffallend ist die Ahnlichkeit der Gleichungen (6.10)
und (6.11) mit den im Abschnitt 5. fiir die Fliefitheorie
ermittelten Gleichungen (5.8) und (5.9). Es liegt auch
nahe, die Funktion F (6.9) als F'lieﬁbedingugg aufzufas-
sen, da nur im Falle plastischer Deformation F = 0 gilt.

Ein direkter Ubergang zur Flieftheorie existiert aber erst



bei weiteren einschrinkenden Bedingungen, wie sie z. B.
in [8] vorgegeben werden.
Es sei e eine in g und H lineare Tensorfunktion, mit der

Eigenschaft:
L3 =al >0 6.12
30 al, a (6.12)

a ist eine Konstante und 1 der Einheitstensor vierter Stu-
fe (I = &;; ). Dann erlauben (6.4) und (6.9) die Um-
formung:

&N -3 ;-

&=z (6.13)

SRSy
e

z
2a
Gleichung (6.13) ist eine Variante des assoziierten Fliefi-
gesetzes (4.9).

Das bedeutet, daf fiir den Fall einer in ¢ und H quadrati-
schen Fliebbedingung (4.8) und Entwicklungsgleichun-
gen der Form (6.6) Flieftheorie und Plastizititstheorien
vom Typ I (z. B. der Spezialfall der endochronischen Pla-
stizititstheorie nach [8] zusammenfallen. Diese Eigen-
schaft wird in [13] genutzt, um Verfestigungsansitze der
Fliefitheorie mit denen aus [8] zu vergleichen.

Fiir die Erorterung der FlieStheorie mit beliebiger Flief-
bedingung (4.8) nutzen wir eine Besonderheit der Defini-
tionsgleichung (6.5).

Unter der Annahme, daf die plastischen Dehnungsge-
schwindigkeiten das assoziierte Fliefgesetz (4.9) nur ge-
ringfiigig verletzen, kann die aus (6.5) folgende Glei-
chung fiir z nach den kleinen Storungen entwickelt wer-
den [10]. Das Ergebnis ist:

1 oF .
= —_— —— . € 1 6.14
g g P m @19
1 aF oF
- /1 9F ok 6.15
qQ ; 30 ' 3 (6.15)
Mit (6.14) folgt aus (6.3):
A 1 A, oF .
H=— H —: 6.16
. gd1 dg P ©19

Damit kann dieses Problem auf den im Abschnitt 5 dis-
kutierten Ansatz (5.5) zuriickgefiihrt werden. Fiir T = 0,
Ap = 0 und A; = 0 erhilt man aus (5.7), (5.8), (6.14)
und (6.16): '

. 1 F aF

mit

r oF oF A

A e g) (6.18)
off :

Wir setzen in (6.14) und (6.16) das assoziierte Fliefge-
setz (4.9) ein und erhalten die Darstellung:

i = q]. }\
A A . ) (6.19)
H=HqA=Qy2
Die Gleichung (6.18) kann umgeformt werden in:
oF oF

Die Gleichungen (6.19) haben die in [1] postulierte Nor-
malform von Verfestigungsansitzen und (6.17), (6.20)
entsprechen der Standardform elastisch-plastischer De-
formationsgesetze aus [1].

Die vorliegende Arbeit hat gezeigt, daf in der Plastizi-
titstheorie kleiner Deformationen die Entwicklungsglei-
chungen fiir innere Variablen den Charakter des Defor-
mationsgesetzes bestimmen. In den Geschwindigkeiten
lineare Entwicklungsgleichungen fiihren auf ebenfalls
lineare Beziehungen zwischen den plastischen Dehnungs-
geschwindigkeiten und anderen Geschwindigkeitsgrofen.
Als Spezialfille sind zeitabhiingiges und zeitunabhiingiges
Deformationsverhalten eingeschlossen. Die Standardfor-
mulierung elastisch-plastischer Deformationsgesetze nach
[1] ist enthalten. Die Normalform der Verfestigungsan-
sitze, wie sie [1] postuliert, kann auf eine spezielle Form
von Entwicklungsgleichungen, die linear in den plasti-
schen Dehnungsgeschwindigkeiten sind, zuriickgefiihrt
werden.
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