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Beispiele zur spektralanalytischen Lebensdauerberechnung

Dieter Joensson

1. Einleitung

Mit dem Ubergang von Beanspruchungs-Zeit-Funktionen
in Schidigungsgradienten-Zeit-Funktionen ist eine Le-
bensdauerberechnung ohne Bezugnahme auf Amplitu-
denverteilungen moglich [1]. Dabei wird der Beanspru-
chungs-Zeit-Funktion in jedem Momentanwert lineares
Schidigungsvermégen zugeordnet durch die Einbezie-
hung einer Wéhlerlinie. Das bedeutet bei konstanter Fre-
quenz, dafi eine grofie Beanspruchung durch einen gro-
fien Schidigungsanstieg gekennzeichnet ist.

In [1] wurde gezeigt, dab die Palmgren/Miner-Formel
den Kehrwert des arithmetischen Mittelwertes der Schi-
digungsgradienten der Beanspruchungs-Spitzenwerte dar-
stellt. Eine direkte Beziehung zwischen diesem Mittel-
wert und Momentanwerten existiert nicht. Wird dagegen
ein quadratischer Mittelwert zum Ansatz gebracht, so
ist dieser mit dem Effektivwert aller Momentanwerte le-
diglich durch einen einfachen Faktor verkniipft. Da der
quadratische Mittelwert aus Schidigungsgradienten der
Spitzenwerte gebildet wird, muB der Effektivwert not-
wendig aus Schidigungsgradienten momentaner Bean-
spruchungswerte, also aus einer Schiidigungsgradienten-
Zeit-Funktion berechnet werden. Im Falle beliebiger Be-
anspruchungs-Zeit-Funktionen endlicher Leistung mit
verinderlichen Mittelspannungen ist der Schidigungsgra-
dienten-Effektivwert aus dem Leistungsspektrum der
Schidigungsgradienten-Zeit-Funktion ermittelbar.

Die folgenden Beispiele zur verteilungsfreien spektral-
analytischen Lebensdauerberechnung dienen zur Erldu-
terung des vorgeschlagenen V erfahrens.

2. Der Faktor u in der Lebensdauerformel

Fiir die Lebensdauerzeit T wurde in [1] folgende Glei-
chung hergeleitet:

TL = - 1 (1)

ue \/7EAD(0 - £2 df

mit f: Frequenz, EAD (f): einseitige Spektralleistungs-
dichte der Schidigungsgradientenfunktion AD (t) und

A D2
u = >2 &)
A D, ‘
mit AD2: quadratischer Mittelwert der Stufen-Schi-
digungsgradienten ADg
und AD,¢:  Effektivwert aller momentanen Schidi-
gungsgradienten AD (t).

Beispiel 1

Der Faktor u soll fiir eine einstufige Sinusbeanspru-
chung, Bild 1,
o(t) = 0y * sinwt 3)

(Oberspannung gk, Kreisfrequenz w = 27f) berechnet
werden.
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Einstufige Sinusbeanspruchung

Da es sich nur um eine Beanspruchungsstufe handelt,

geht der quadratische Mittelwert AD2 in den Stufen-
Schidigungsgradienten ADy der Stufe k iiber:

o 0

mit Ky und ¢: Wohlerlinienkonstanten der Wohlerlinie
N =Ky * 6=%. Fiir das Beispiel 1 folgt aus (4) und (2):
= ADy / ADegt )

Der Effektivwert der zentrierten Funktion AD (t) be-
rechnet sich zu:

. 1T .
Afof; ]glgw T ofAD2(t) dt  mit (6)
1
AD®) = — + [o(®)]*
®) = = o] )
analog zu (4).
Einsetzen von (3) in (7) und (7) in (6) liefert unter Be-
riicksichtigung von (4):
1 AD.ge\ 2 1 T 2¢
= (e = ki = sin“Twtdt (8
u? (ADk) TTmT<{ ®

In Abhingigkeit von ¢ entstehen verschiedene Werte fiir
1/u? (Losung des Integrals nach [2]):

T 1

o } =5 99
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Die Umformung der Gleichung (9 c) ergibt:

!
u(y) = / —r— >z (10)
|
nmG-=
JG-3)
Diese Gleichung gilt fiir ganzzahlige Wohlerlinienexpo-
nenten y. Sie hat fiir beliebig gestufte Sinusfunktionen
Giiltigkeit. Bei einer Mehrstufenbeanspruchung entsteht
die Gesamtleistung Sg,,, der BeanspruchungsZeit-
Funktion aus einer arithmetischen Mittelung der Lei-
stungen der einzelnen Stufen K:

1 m
S = 2 hg - So (1)
Oges hges Sl k k
mit
hges:  Gesamthaufigkeit der Sinusperioden in einer
Teilfolge.
hy: Hiufigkeit der Sinusperioden in der Stufe k,

Soy : Leistung der Stufe k
m: Anzahl der Sinusbldcke in einer Teilfolge.
Der Effektivwert einer zentrierten Funktion ist die Qua-
dratwurzel aus der Leistung. Daher folgt aus (11)

1 m 2
Oeffges = / hges E=1 hy * Oty 12

bzw. analog dazu

o 1 7 2
ADeffges B /;gcs kzil i ADetty (13)

Unter Beriicksichtigung der Gleichung (5) fiihrt (13) wie-
der zuriick zur Gleichung (2), weil u(y) fiir alle Stufen k
gleichermaBen gilt.

3. Einflufs von Fensterfunktionen

Das Programm SLEBE1 [1] realisiert die numerische
Form der Gleichung (1) mit schneller Fouriertransfor-
mation. Vom Anwender kann wahlweise die Zeitfunk-
tion AD(t) mit Gewichtsfunktionen (Fensterfunktio-
nen im Zeitbereich) multipliziert werden, um Abbruch-
fehler zu mildern, die dadurch entstehen, daf immer nur
ein begrenzter Zeitabschnitt T mit n diskreten Werten
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digital verarbeitet werden kann. Folgende einfache Ge-
wichtsfunktionen [3] fir 0 < t < T stehen in SLEBE 1

zur Verfiigung:

Rechteck: g, (t) = 1 (14)
2T fir 0<t<g

Bartlett: g1 (v = T (15)
2(1-¢/T) fir <t <T

Hanning: g5 (t) = % + % cos 2 (t/T — %) (16)

0.54 + 0.46 * cos 2m(t/T — %)

17
Durch die Multiplikation mit diesen Gewichtsfunktionen
werden die Spektralwerte zu klein berechnet, deshalb
sind im Programm die entsprechenden Vergréferungs-
faktoren fiir die Spektralleistung k, = 1, ky = 4, kg = 4
und kg = 3.43 [4] beriicksichtigt.

Hamming: g5 (t)

Beispiel 2

Lebensdauerberechnung fiir eine einstufige Sinusbean-
spruchung, Bild 1, mit SLEBE 1.

Die Wohlerliniengleichung sei

N(o) = 1.27 - 1017 . o—5.42 (18)
und die Oberspannung g,k = 180 MPa. Dann folgt dar-
aus die zugehorige Lebensdauer

N(a,kx = 180 MPa) = 75 897 Lastspiele.

Fiir eine Frequenz f, = 20 Hz bedeutet das eine experi-
mentelle Lebensdauerzeit

Tg = N/f, = 3794.85 sek.

Die Sinusbeanspruchung wurde digital erzeugt (50 Werte
je Schwingspiel) und auf der Magnetplatte abgelegt.

In Tabelle 1 sind die Ergebnisse der Berechnung (Ty,) fiir
5000 Momentanwerte enthalten.

Das Hamming-Fenster mit dem realen Wert u (¢ = 5.42)
= 2.06 liefert hier die beste Ubereinstimmung zu der vor-
gegebenen Lebensdauer Tg.

Tabelle 1
Ergebnisse SLEBE 1 zum Beispiel 2
u = \/Z— u = 2.06

Fenster T{ e51 T * g1 Tg /Ty,
ohne 6546.6 4494.3 0.84
Rechteck | 6536.1 4487.1 0.85
Bartlett 5677.5 3897.7 0.97
Hanning 5353.5 3675.2 1.03
Hamming | 5616.2 3855.6 0.98

4. Akkumulation von Schidigungsleistungen

Fiir den Sonderfall einer Beanspruchungs-Zeit-Funktion
konstanter Frequenz ohne irregulire Extremwerte (keine
Mittelspannungsschwankungen) wird Gleichung (1) zu

einer einfachen Formel.



Die Lebensdauer Nj fiir eine derartige Funktion ent-
steht aus dem quadratischen Mittelwert der Stufen-Schi-

digungsgradienten AD? [1]:

1
NL R (19)
AD2
oder ausfiihrlich
NL = m_hg_"___ (20)
Z by AD]
k=1

Mit nges = hges, nk = h und ADy = 1/Ni folgt daraus
in Anlehnung an die iibliche Schreibweise fiir die Palm-
gren/Miner-Formel:

N, = (21)
3
N2

1 Nk

M8

k

Die Lebensdauer Ny; nach Palmgren/Miner stellt fiir
diese Formel stets eine obere Schranke dar und nur bei
einstufiger Beanspruchung sind beide Gleichungen iden-
tisch.

Die Palmgren/Miner-Formel kann als Akkumulation ab-
strakter Schidigungs-Teilarbeit w) zu einer Gesamt-
Brucharbeit Wy interpretiert werden:

Wges=w1+w2 tooootwy (22)

Dabei sind die wy Teilarbeiten und Wy Brucharbeiten
der Stufen k, und es wird zwischen w, und den Last-
spielen ny der Stufen k Proportionalitit vorausgesetzt

[6]:

Wk g
= = K 23
W, N, (23)
mit Ny : Lebensdauer der einstufigen Beanspruchung
0 (t) = 0y * sinwt der Stufe k.
Einsetzen in (22) liefert

ny

m
w = 3y — W (24)
ges k=1 Nk k

Fiir alle Stufen wird die Brucharbeit gleich gesetzt:

Wy =Wo=...2We=W (25)
Dann folgt daraus in (24):
1- % % (26)
k=1 N
m ny
oder ;S;S - T 27)
m
mit Ngeg = kz=1 ny (28)
Gleichung (27) liefert die Palmgren/Miner-Formel:
A e @
k=1 ﬁk—

In dhnlicher Weise wie (29) ist auch Gleichung (21) phy-
sikalisch interpretierbar, wenn von einer Akkumulation
der Schidigungs-Teilleistungen py zur Schidigungs-Ge-
samtleistung P ausgegangen wird:

Poes = PL*P2* ...+ pPm (30)

Die py sind Schidigungs Teilarbeiten wy der Stufen k,
bezogen auf die Lebensdauer Ny dieser Stufen k:

Wk .
= = (31)
Pk Ny
Mit (31) wird (30) zu
m w
P = = X
ot B R (32

Wie vorher, so gilt auch jetzt die Proportionalitit zwi-
schen Teilarbeit und Lastspielen gemif (23). Damit folgt
aus (32)

X W (33)
k=1 N

™3

P

ges

Die Schidigungs-Gesamtleistung Py, ist die auf die Ge-
samtlebensdauer Ny, bezogene Gesamtarbeit W :
Wees oo

= Y X.w 34
NL k=lNi k (34)

Wieder wird die Brucharbeit in allen Stufen gleich gesetzt
(25):

1 m  np

- = 3 — 35

NL k=1 Ni (35)
b 1 =N, - £ % (36)
ZW. = M -

LS Ni

n m ng
oder 85 -1 = Ny 2 — 3

NL L Ni @7

Die Umformung der Gleichung (37) fiihrt auf die Glei-
chung (21). Diese Gleichung reprisentiert fiir das Pro-
gramm SLEBE1 die exakte Loésung, wenn Beanspru-
chungs-Zeit-Funktionen ohne Mittelspannungsschwan-
kungen verarbeitet werden.

Beispiel 3

Lebensdauerberechnung fiir ein Dreistufen-Blockpro-

gramm, Bild 2, mit Gleichung (21) und mit SLEBE 1.

Zahlenwerte: 0,; = 240 MPa, n; =1, a5 = 180 MPa,
ng =2, 0,3 =120MPa, ng = 4.

Daraus folgt mit einer Wohlerlinie nach (18):

N; = 15961, Ny = 75897 und N3 = 683347.

Aus Gleichung (21) entsteht
Np, = 40466 Lastspiele bzw. TNL =2023.3 s fiir f, = 20 Haz.

Die in Bild 2 dargestellte Beanspruchung o(t) wurde
digital erzeugt und mit SLEBE 1 analysiert. Die Ergeb-
nisse zeigt Tabelle 2 (Ty, gilt fir SLEBE 1).
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Tabelle 2

Ergebnisse SLEBE 1 zu den Beispielen 3, 4 und 6 mit u = 2.06

Beispiel 3 Beispiel 4 Beispiel 6
Fenster Ty, s 1 TNL/TL Ty 1 TNL/TL Ty, * 1 TNL/TL
ohne 2568.9 0.79 2323.9 0.77 14190 0.92
Rechteck | 2568.9 0.79 2323.9 0.77 14640 0.89
Bartlett 2222.8 0.91 1998.9 0.89 | 14139 0.92
Hanning 2096.9 0.96 1985.4 0.95 13309 0.98
Hamming | 2199.8 0.92 1978.0 0.90 13927 093
Np, = 0.619Ny fiir ng = 1000
Np, = 0923 Ny fir ny = 10000
& und
T : -n_ . ! 'ﬂ» _ /] NL = NM fiir ng —> o0
i ﬂnUnUM ikrmd Y —

i
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Dreistufige Sinusbeanspruchung, TF: Teilfolge

Beispiel 4

Lebensdauerberechnung fiir ein Zweistufen-Blockpro-
gramm mit Gleichung (21) und mit SLEBE 1.

Die Zweistufen-Beanspruchung wurde durch Eliminie-
rung der mittleren Stufe 0,9 des Beispieles 3 gebildet:

01 = 240MP3, ny = 1, Nl = 15961
0,5 = 120MPa, ny = 4, Ny = 683347

Aus Gleichung (21) folgt dann
Np, = 35651 Lastspiele bzw.

Tn, = 1782.6s firr f, = 20 Hz.

L

Wieder wurde diese zweistufige Beanspruchung digital
erzeugt und mit SLEBE 1 die Lebensdauer Ty, ermittelt,
Tabelle 2.

Beispiel 5
Gegeniiberstellung von Lebensdauerwerten nach Palm-
gren/Miner und nach Gleichung (21) fiir zweistufige

Beanspruchungs-Zeit-Funktionen mit variierten Haufig-
keiten ny.

Grundlage der Berechnung sei die Beanspruchung nach

Beispiel 4:

0,1 < 240 MPa, ny = ]., Op2 = 120 MPa, ng = 4‘,
N; = 15961, Ny = 683347

Daraus entsteht unter Verwendung der Gleichungen (21)

und (29) die Relation:

NL = 0.488 NM fiir ng = 4

Vergrofert man die Anzahl der kleinen Lastspiele ng, so

wird
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Lebensdauerberechnung fiir eine vierstufige Beanspru-
chung.

Die in [1] verwendete periodische Funktion p3 (1)
wurde als Folge regulirer Extremwerte 0p4 (t) rekon-
struiert, Bild 3. Das entspricht einer einparametrischen
Klassierung regulirer Extremwerte.

Zahlenwerte:

Oy1 = 170 MPa, 002 = 140.3 MPa, 003 = 89.6 MPa,
0,4 = 30.8 MPa, Wohlerliniengleichung (18),
n; = ng = ng = ng = 1.

Daraus folgt mit Gleichung (21):
Np, = 195023 bzw. TNL = 13002 s fiir f, = 15 Hz.

Gpau)
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v
!
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N
]

Bid 3
Periodische Funktion 0,3 (t) [1]:

a) originaler Verlauf,
b) Rekonstruktion als Folge der reguliren Extremwerte Op4 1)



Das sind 65 % der Lebensdauer nach Palmgren/Miner.
SLEBE 1 erbrachte die in Tabelle 2 angegebenen Lebens-
dauerwerte. Eine Gegeniiberstellung der mit SLEBE 1 be-
rechneten Ergebnisse fiir die beiden Funktionen a3 (t)
und 0,4 (t) zeigt eine deutlich geringere Lebensdauer fiir
die ,,hirtere’” Beanspruchung:

TL3 = 39072s [1] TL4 = 20670 s,

hier berechnet fiir u = \/2 , ohne Fensterfunktion.

5. Konstante Mittelspannungen

Beanspruchungsverlidufe mit Mittelspannungsschwankun-
gen wurden in [1] analysiert. Im Unterschied dazu wird
im folgenden Modellbeispiel der Einfluf konstanter Mit-
telspannungen untersucht.

Beispiel 7

Lebensdauer mit SLEBE 1 fiir je eine Sinusschwingung
mit Zug- und Druck-Mittelspannung, Bild 4.
Zahlenwerte:

6, = 180MPa, Frequenzf, = 20 Hz

Om, = 60 MPa, o, = — 60 MPa.

T
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Sinusbeanspruchung mit

a) konstanter Zug-Mittelspannung Op,7 und
b) konstanter Druck-Mittelspannung OmD

Die Ergebnisse mit SLEBE 1 lauten fiir u = 2.06 und
Hamming-Fenster:

TLZ = 812,398 und TLD = 34817,65

bzw. fiir die Frequenz f, :
Npz = 1625 und Nyp = 696352 Lastspiele.

Die Wohlerlinie selbst liefert N = 75897 Lastspiele fiir
O = 0, Beispiel 2. Fiir die angegebenen Werte ergibt sich

daraus eine sehr grofe Mittelspannungsempfindlichkeit
¥ = 1,52, wenn vom idealisierten Haigh-Diagramm ausge-
gangen wird [6]. Reale Werte sind um den Wert ¢ = 0,3
gruppiert, d. h. der Einfluff der Mittelspannung wird
durch die pauschale Verarbeitung der beiden Sinus-
schwingungen erheblich iiberschitzt. Fiir die Anwendung
konstanter Mittelspannungen wird deshalb folgender
Weg vorgeschlagen:

1. Erwartungswert der Beanspruchungs-Zeit-Funktion
(konstante Mittelspannung) berechnen.

2. Zentrierung der Funktion auf den Erwartungswert.

3. Fiir die Berechnung der Schidigungsgradienten Ver-
wendung der Wéhlerlinie mit dieser konstanten Mit-
telspannung.

Daraus ergibt sich fiir die Eingabe in SLEBE 1:

Zug:
Omax = 180 MPa (vorher o,,,, = 240 MPa)
Wahlerlinie N (o) = 7.1745 + 1016 « ¢—5-42 fiir y = 0,3

Druck:
Omax = 180 MPa (vorher o, = 120 MPa)

Wahlerlinie N (o) = 2.129 « 1017 - 0=5-42 fiir ¢ = 0,3

Die Berechnung mit diesen Werten ergab (Hamming-Fen-
ster und u = 2.06):

NLZ = 4-3563 NLD = 129261

fiir die Frequenz £, .

6. Zusammenfassung

An einzelnen Beispielen wurde auf neue Aspekte der
Interpretation und Anwendung der verteilungsfreien
spektralanalytischen Lebensdauerberechnung hingewie-
sen.

Es wurden Details zur Herleitung erldutert und an ver-
schiedenen Fensterfunktionen verdeutlicht, daf eine
Unschirfe der Berechnung durch digitale Spektralana-
lyse unvermeidbar ist. In den verwendeten Beispielen
zeigte die Hanning-F ensterfunktion (16) iiberwiegend die
beste Anniherung an theoretisch exakte Werte.

Fir den Fall ohne Mittelspannungsschwankungen ist
das vorgeschlagene Verfahren als Hypothese der Akku-
mulation von Schidigungsleistungen physikalisch inter-
pretierbar im Unterschied zur Schidigungsarbeit von
Palmgren/Miner.

An einem Modellbeispiel wurde begriindet, dafi die Be-
anspruchungs-Zeit-Funktion vor ihrer spektralanalyti-
schen Verarbeitung zu zentrieren ist, weil sonst der Mit-
telspannungseinfluf bei Vorhandensein konstanter Mit-
telspannungen iiberschitzt wird.
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