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0. Einleitung

Viele Aufgaben der Schwingungen mechanischer Systeme mit elastisch-plastischen Materialeigenschaften fiihren zur
Untersuchung der folgenden Gleichungen
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dy ' ax2 dy?
G=x; j=0,b. k=y; k=0,¢)

ow Bw
I wl = R =0, Lop [w] = Loy (w, =0,
1k [w] le(ax’ ) » Lawlwl 2k ( 8x3)

Die Randwertaufgaben (0.1) bis (0.2) und (0.3) bis (0.4) wurden von vielen Autoren behandelt [6]. Die Untersuchung
der Aufgabe (0.5) bis (0.6) ist noch am Anfang.

In dieser Arbeit wird zuerst die Bewegungsgleichung der diinnen rechteckigen Platten bei Beriicksichtigung der elastisch-
plastischen Materialeigenschaften erstellt. Sie hat die Form von (0.5) — (0.6). Danach werden die asymptotischen Lésun-
gen dieser Gleichung aufgebaut. Die Eigenschaften der Losung werden gezeigt.

Bild 1 Bild 2

1. Die Bewegungsgleichungen

Betrachtet wird die Platte mit den Abmessungen nach Bild 1. Die Materialeigenschaft wird durch das Modell in Bild 2
beschrieben. Der Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung ist dabei durch die Beziehung

1) Der Autor bezeichnet hier und im folgenden mit k = x; k = 0,1 die Randwerte firx = 0, 1.
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o =Ee, (1.1

0
Ey +K(1+E, /uEp) 5

E =
Ko -
M E2 ot
gegeben.
Durch Einsetzen von (1.2) in den Ausdruck fiir die Biegesteifigkeit der Platte
Eh3 .
D= ——m |
12(1 - v2) (13)
in der Gleichung
2
M%?‘H DU4w = pf(t,xy,w,...), 1.9)
t
ergibt sich nach einigen Umformungen die folgende Gleichung fiir die Plattenschwingung
Bw . Rw 3 1 af, Ez 59
+ T s w2 2 4 + 2 4 = —(&f+ =) — = 2 4 . 1.5
3 Eag P @tw rEetetv = ul g g B, < 5 VW 1.5)

In (1.5) sind w die Durchbiegung, h die Dicke der Platte, v die Poissonsche Konstante, f nichtlineare Funktion von t, x,
Y, W, . . ., die als bekannt vorausgesetzt wird, \/ der Nablaoperator und

E, D, E; b3

E = =, (02 = —, D, = —— ., 1.6

k M 1 12(1 —»2) ‘ (1.6)
Zur Vereinfachung setzen wir M = 1. Die Gleichung (1.5) hat dann die Form
Bw , Pw d
— t — t wz a. 4W + sz 4W =IJ~F @,x, ,W,-.-), 1.7
Tt E e @t ¢ Eely ©@xy 7)
Dabei ist % = v, F ist eine periodische Funktion mit der Periode 27 fiir © , u ist ein kleiner Parameter.
Die Randbedingungen werden in der Form vorausgésetzt:

dw dw 3w 3w 3w
.s = L.. (— _——, —— :O,L. = Lo , —— :0’
Lj[w] i (5 dy ' ax2 ayz) 2] = Ly (v ax3)
dw 0w O0°w 0°w w
L =L — sy " Yy T &' — o =0’L [W]=L W,—)=O,
1k W] 1k(ay oy’ a2 oy ) 2k 2k ( 273
G=x; j=0,b,. k=y; k=0,¢).

Dabei sind Ly, Lyj, Lyk, Ly lineare Operatoren mit konstanten Koeffizienten.
2. Holonomes System
Die Bewegungsgleichung besitzt die Form
33 w 32 w 2 0 4 24 ow
el - — + = uF —_— .. 2.1
i R (@) ¢ BT S aF Gy W g ), @
Die rechte Seite dieser Gleichung ist nicht explizit von t abhingig. Beiu = 0 ergibt sich aus (2.1)
a3W 32 w 2 0 4 2__ 4
— — — =0. 2.2
at3+£at2+wat(vw)+5“’vw 0 (2:2)
Die Lésung von (2.1) wird in der Form
wo (x,y,8) = Z(x,y) T(9 (2.3)

gesucht.
Durch Einsetzen (2.3) in (2.2) und (1.8) ergeben sich die Gleichungen
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3 2
d——T+§d——I+Bzw2d—I+262w2T= 0, 2.4)

V4Z - 822 =0 2.5)

mit den Randbedingungen

Ly[2] = 0, Lylz]=0, Ly [2z]=0, Ly[Z]=o0, (2.6)
G=x;j=0,b; k=y; k=0,¢).

Nehmen wir an, dafs die Eigenwerte { Brs } und die entsprechenden orthogonalen Eigenfunktionen Z  (x, y) bestimmt
wurden, dann besitzt die partikulire Lésung von (2.2) die Form

oo
wo (x,y,t) = Z 1 ArgZyg cos (St + Uis) - (2.7)
r,s=

Dabei sind A, ¥, die aus Anfangsbedingungen bestimmten Konstante und Q. die Eigenfrequenzen,

Q= W2 (2.8)

rs

2.1. Der Fall einer Frequenz

Wir setzen voraus, dab das System (2.4) eine nicht abklingende Lésung mit der Frequenz £2;; hat und keine innere Re-
sonanz vorliegt, d. h.

(2, —n8q7) # 0. (n,r,s = 1,2,...) (2.9)
In diesem Fall kann die Losung der Randwertaufgabe (2.1), (1.8) in Form der Reihe
w(x,y,t) = Zyjacosp + pUj(x,y,a,¢) + u? Uy (x,y,a,90) + ud ..., (2.10)

gesucht werden. Dabei sind ¢ = (€297 t + ¥) und Uy, U, ... periodische Funktionen des Winkels ¢ mit der Periode 2 .
Die Grofien a und ¥ werden durch das Gleichungssystem

d dy
d_:_ =uAp () tu2 Ay(a)+pd ..., o HBi@ p2 By (a) + 3 ... (2.11)
_ bestimmt.

Durch Bestimmung der Ableitung von w nach t gemiifs (2.10) und (2.11) und Einsetzen der erhaltenen Ergebnisse in
(2.1), danach durch Vergleichen der Koeffizienten der gleichen Potenz von u erhalten wir in erster Niiherung

3 30 g 9210 3
L9 A + Q 2 9 47,) + 247, =F

133 11 5.2 11 @ aw(v 1) tEwigtlUp=F

2 . 2 .
+[(2911A1+253911 B]_)COS(p + (2EQ11 A1—2aQHBl)31n<p]Z11. (212)
‘ 37 .
Dabeiist F = F(x,y, Z;7 acosy, a—u acosy,...) und Uj erfilllt die Randbedingungen:
X

Llj[Ull = 0, L2J[U1] = 0,

G=x;j=0,b. k=y; k=0,c). (2.13)
LiglUpl= 0, Ly [Uy 1= 0,

Zur Bestimmung U entwickeln wir F; und U; nach den Eigenfunktionen { 7 (x, y)} :

(e}

1) oo b b ¢
Up = % Ul @02, By = 2 Fi(@e)Ze, Piue = [ [F1Zydxdy | ! szfs dx dy . (2.14)
r,s= s=

b

o

Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die Gleichung (2.12) und Vergleichen der Koeffizienten von Z_ ergibt sich

a3V 2V aU
3 11, .2 Vi, 3 Ui 2 ]
11 753 e Tn 2o 8t = Fin

+ [203, Ay +25aQ1 By)cosp + (2£Q1 A — 2292 By)sing], (2.15)
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B3U 21, au
Q3 —_1m EQZ aa\[a]z + Q1 o ——a;ll + ngs Uirs = Firs (2.16)

(r,s = 1,2,...;r=s#1).

Aus (2.14) folgt, dab U, die Randbedingung (2.13) erfiillt. Zur Bestimmung von U . entwickeln wir U; ; und Fy:
Ul = i Eo [v'lsn(a) cosny + w;sn(a) sinng]l, Fy. = nfo [ g'isn(a) cosny + h'isn(a) sinng] (2.17)

Dabei sind

s’ 1 27 s 1 27 s 1 2m .
glO(a) - 2_7{‘-{ Flrsd‘p’ g]_n(a) - ; ({Flrs(a) cosncpdcp, hln(a) - ;T- ({Flrs Smn‘pd‘p

die bekannten GréBen und vlisn(a) , wrlsn(a) sind zu bestimmen. Durch Einsetzen von (2.17) in (2.16) und (2.15) und

Koeffizientenvergleich mit der zusitzlichen Bedingung, dafs U; ;; keine Ausdriicke cos ¢ und sin ¢ enthilt, ergeben sich
die folgenden Beziehungen zur Bestimmung A;, By und Uy :

W - gi1(@ *+ Ehl1(a) o (£g),(@) — Q11 hy1 (@) 018
' 20,1 (9, +£2) ! 2afly, (Qfl +£2)
U =3 = [(§ g7,(2) — n Q13 hY (@) cosng + (n Qg (@) + £ BT, (@) sinny] Zes(xy)  (219)

2 2 2
n=0 rs=1 (82 + n2 Q7)) (2, — 02 Q7))
(r=s=1, n#1).

2.2. Der Fall mehrerer Frequenzen

Es wird angenommen, daf die Losung von (2.2) bei bestimmter Anfangsbedingung N2 nicht abklingende Schwingungen
(N eine gerade Zahl) mit den Frequenzen 21;, Q;9,...QN N enthilt.
Fiir diese Frequenzen wird angenommen, daf es keine innere Resonanz gibt, d. h.

N
[ - 2 ] 0, (r,s=1,2,...) (2.20)

Dabei sind qj) Konstanten, die von der rechten Seite von (2.1) abhiingig sind. In diesem Fall ist die partikuliire Losung
der Gleichung (2.1) von 2N2 Konstanten abhiingig und erscheint in der Form

N
W(X, Yy, t) :kIZilel ax] COS(I)kl'l' “Ul (X,y,a,@)-%—uz U2 (x,y,a,q)) +“3“ ., (221)
wobei )
day d¥gg
— X = pAyg) Fe2 Agg@) t 3., KL = B a) + w2 Boyy(a) + 43 ...,
it 1 2kl it uByyi(a) 2k1(2) (2.22)

Py; = (gt + Ypa), a=(aqq, a12,---aNN)» ® = (P11, Pra,- .. PyN)-

Durch Bestimmung der Ableitung von w nach t gemi$ (2.21), (2.22) und durch Vergleichen der Koeffizienten der glei-
chen Potenzen von u erhalten wir in erster Niherung

Ly (U] + ELp [Ug] + 2 Ly [PA U] + £ 2G40y = Fy

2 .
+ y 12: 1 [(2 le Alk] + 2Eakl ﬂkl Blkl) cos q)kl + (22 le Alkl -2 ay) Qi] Blkl) qu)kl] Zkl . (2.23)
Die Funktion U; muf die Randbedingung

G=x; J=0,b. k=y; k=0,b)
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erfiillen. Dabei sind

0Z
kl agjcosPyy,...),

N N
=F(kx,y, Z ap ] cos P, >
(x,y k,l=lzkl ki cos Pyt F

N
L] = ( Z S 55-) 01, L2 [U1]= - E Ry ) Ur, L3 [Un] =( : el a<I>k) Y-

‘I’k k1=

Durch Entwicklung U) und F) nach den Eigenfunktionen gemi6 (2.14), durch Einsetzen der erhaltenen Ergebnisse
in (2.23) und Vergleichen der Koeffizienten von Z_, ergeben sich die Beziehungen:

2 2
Ly [Uypal + §Lg [Uyygl + @ Ly [(Uyg] + £, Uy = Frig
2 2 .
+ 122 Aggg + 28 a) Qg By i) cos Py + (28 Qg Apgg — 23 ) By ) sin By ] (2.25)
(k1=1,2,...N),
Ly [Uy ] +£Lp[Uy ] + Q2 1y [0y ] + £Q2 Uy = Frpe [r5= (N+1), (N+2),.. 1. (2.26)
Zur Bestimmung von Uy ., werden Fy . und U; . nach ® entwickelt:
ip® : P
Ulrs = ?U‘isp(a) e’ Firs = 3: F;sl,(a) e?

i (2.27)

2 :
Hof Firs °E¢l>pq) p=(P11, P12+ -+ - PNN)-

Setzen wir (2.27) in (2.25) und (2.26) ein, dann ergibt sich
. 2 kl ip® _ kl ip ®
2 (E+il) (- L) U@ &P - S @ & s

2 2 :
+ 122 A + 28 ag Qg Byyg) cos Py + (2EQ Ay — 221 ] Byyg) sin @yl (2.28)

(k,1=1,2;...N)

D(E+ily) (@ L) U (@) PP = 2 (@) PP, [rs = (N+1), (N+2),...] (2.29)
b P p 1p
mit
3 L=12=( 2 pyQ)
Ly = 2 Q ) - = pkl kl
e s

Durch Vergleichen der Koeffizienten gleicher Potenzen in den Gleichungen (2.28), (2.29) ergibt sich

8
U - . F;p(“; , (;.3()5
(E+ily) (R — L)
Fiir r,s < N ist (% — Ly) # 0.
Wird (2.30) in (2.27) und danach in (2.14) eingesetzt, folgt der Ausdruck zur Bestimmung U, :
[?fczf 2]"171 Z, e {P11P11 +P12P12+.. .PNN BNN) dxdyd®yy dy,...doNN] X
U =3 3 20 (231)
PN L) (2 1) | 52,23 dx dy
x 7 J(P11%11+- PNNENN)
Aus (2.28) ist zu sehen, dab fiir
(P11 P11 +P12 P12+ ... *PNN ONN) eiiq)kl, (2.32)
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folgt:

.33
(@ -1p) = 0;  (k1=1,2...N). (2.33)

Mit der zusitzlichen Bedingung, daf U; ., die Groen cos @) und sin @ nicht enthilt, erhalten wir durch Koeffizien-
tenvergleich die Gleichung zur Bestimmung von A, , B}

2 1 27 2w
(5 Ak * §a Qg Byg) = - [... [ F1(a,®) cos @y dP = — Gy (a),
@mN2 o 0
(3.34)
2 1 2 27 .
(€ ) A1kl — 4 4 Big) = — 5 oL Frg(@, ®)sin®y d® = —Hyy(a)
@mN% 0 0
oder
Q416G +EH Gy — Qi H
Ay = — (S35 L ) By - — (§Gry — Sy Hy) (2.35)
2 Q 2 + 52
Q) (2, +8°) ag S +£%)
In erster Niherung wurden hiermit die Lésungen von (2.21) bestimmt.
3. Nichtholonomes System
3.1. Einfache Resonanz
Die Bewegungsgleichung hat nun die Form
33 w azw 2 ) 4 24 _ ow
ﬁ"‘ ﬁ""w 5—t'(v W)+va W-eF(e,x,y,w,a,...). (3.1)
Hierbei sind © = (yt + 6,), 7,6, Konstante.
Es wird angenommen, dah bei der Eigenfrequenz 2, und der Frequenz der duBeren Kraft 7y folgende Beziehung
IR AR (3.2)
gilt, wobei p und q ganze teilerfremde Zahlen und A der Frequenzunterschied sind.
Die partikulire Losung von (3.1) wird in der Form
w(x,y,t) = Zjj acosyp + K U; (x,y,a,9,0) + u? Us (x,y,a,9,0) + y3 el 3.3)
gesucht. Hierbei ist ¢ = (% © + Y)und a, ¥ sind aus den Gleichungen
3_: = uAy (V) 2 Ay (@) +ud. ..,
- (@127 + uBy @ 0) +u2 By @ V) +a0 @4

zu bestimmen. ' .
Durch Bestimmung der Ableitung von w nach t gemi6 (3.3), (3.4), Einsetzen dieser Ableitung in (3.1) und durch Ver-
gleichen der Koeffizienten gleicher Potenz von u erhalten wir in erster Naherung

L3[U1]+EL2[U1]+0)2L1 [V4U1]+£w2v4U1 :Fl '
+ [(2QflA+2£aQHB1)cosa.p+(2EQ11A1—aZQilBl)sinsp]Zu . 3.5)

Die Funktion U; mu6 die folgenden Randbedingungen

LUl = 0, Ly (U] =0, Ly [U3] =0, Ly [U31=0, (3.6)
G=x;j=0,b. k=y; k=0,¢).

erfiillen. Dabei sind

_ 3 ) _ 9 0 .2 N a+ 8_3
Ll‘(Qllw+7%)Ul’ Lz-(9113-5+75§) U, Ls-(ﬂua—‘p 73¢) U1
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Die zu bestimmende Funktion U; und Funktion F{ werden nach den Eigenfunktionen { Z.(x,y) } in der Form

Up = _1U1rs(a,¢v®)zrs’ Fi1 = 2 Fis(a,0,0)Z

s >
r,s r,s=1

F fbch Z  dxdy/ }) ch2 dxd &0
= X X
1rs X 1 “rs y 00T y

entwickelt.
Damit erfiilit die Funktion Uy die Randbedingung (3.6). ;
Durch Einsetzen von (3.7) in (3.5) und durch Vergleichen der Koeffizienten von Z, ergeben sich die Ausdriicke

Ly [Upyy] + Ly [Uggq] + @3 Ly (U] + £QY, Uppy = Fpy +
+ [(297) Ay + 2620y By) cosp + (2EQy; Ay — 222 By)singl, (3.8)
2
L3 [Uppgl + Ly [Uppl + Qfs Ly (Ul + E‘Qrs Ulrs = Firs - (3.9)
(s =1,2,..., r=s#1).

Die zu bestimmenden Funktionen U5 und Fy . werden wie oben in der Form
_ i(n®+ _ 8 i(n®+m
Ui = 2 U (a) 009y LR IROR

3.10
rs 1 2w 27w ( )

@ = Gz Fun <O ™0,

entwickelt.

Durch Einsetzen von (3.10) in (3.8) und (3.9), Vergleichen der Koeffizienten von cosny und sinny , mit der zusitz-
lichen Bedingung, daf Uy 1 die Grofen cosy und sing nicht enthalt, ergibt sich nach einigen Berechnungen:

Ue (@) = I“mz(a) (3.11)
w [E+i(mQyy +ny)] Q] — (mQyy + ny)?]

[r,s=1,2,...;r=5=1, qn+p(m+1)#0].

Setzen wir (3.11) in (3.10) und anschliefend in (3.7) ein, so erhalten wir den Ausdruck zur Bestimmung von Uy
2T 27 b ¢ . .
[ [ [ [F1Z, e 10O g 4vdpde - 7, £(ROtmY)
U=z 3z 2000 b (3.12)
= . 2 £ 2
4ﬂ2[£+1(mﬂll+n'y)][ﬂrs—(lel+n'y)2]Of({ Z_ dxdy

[r=s=1, qn+p(m+ 1) # 0].

Die Grofien A;, By werden aus den Gleichungen

2 ’ 9 iqo, 22T ~ipo(p-2 @)
2011A1 + 223911 Bl = = m ‘Z,: e ¥ ({ Of Flll e 1 ms¢d¢d6=—2G(a),
. (3.13)
9 2 iqo, 2m2m —ip0(p—=6)
2£Q)1A1 -2aQ) By =—-—= Ze Y[ [Fe T sinpdpd®=—-2H(a)
an2 o 0 0
bestimmt. Daraus folgt
;G +tH tEG-QH
A1=°(1—12—£—'2)—’ Blz_(_____zl}%_ (3.14)
Q1 (Q7, +£°) aldy) (), +§9)

Hiermit ist in erster Niherung die Losung von (3.3) vollstindig bestimmt.
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3.2. Aligemeine Resonanz

Betrachtet wird die Bewegungsgleichung der Platte in der Form

3w 9 4 24 -

m +§5_2_ + W 5 —(V*w) + Ewegtw = uF (©,,0,,...6,x,y,w,...), (3.15)
dabei ist

o, =12, (3.16)

Wir nehmen an, dab fiir 4 = 0 und unter den bestimmten Anfangsbedingungen die Gleichung (3.15) N2 nichtabklingen-
de Schwingungen mit den Eigenfrequenzen 2,1, 15, ... Sy hat, die die Bedingung fehlender innerer Resonanz
(2.20) erfiillen. Aufierdem setzen wir voraus, daf zwischen den Eigenfrequenzen und den Frequenzen der iufieren Kraft
folgende Beziehung

(i) i)

937 %11 * qjy w12 t- gl)\] wyn * Pi“)'yl + pg)®2 t.. -PE)G}. =0 (3.17)

G=12,... p)
gilt. Dabei sind qgl) , pg) die bestimmten geraden Konstante, die von der rechten Seite von (3.15) abhiingig sind, und
wip = Q- M8y, k1=1,2,...N); (3.18)
8y ist der Frequenzunterschied.

Die von 2N2 Konstanten abhingige partikulire Losung der Randwertaufgabe (3.15), (1.8) wird dann in der Form

N
w(x,y,t) = ) El Zy) a cos®yy +p Uy(x,y,a,®, ©) + u2 Uy (x,y,a,®,0) +3 ... (3.19)

=

gesucht. Hiermit sind
a = (ag),a19,-.-aNN); P = (P11, P12, - PNN); ©=(01,0,,...6y), Dy = (Mg + Vi) - (3:20)

Die Funktionen ny erfiillen die Beziehung

d:% = Ykl (3.21)
) mat ) mat @ any R0+ PPy ¢ ey = 0. (3.22)
Die zu bestimmenden Funktionen Uy, Uy, . . . sind periodische Funktionen von ® und © mit der Periode 2 7 . Die
GroBen ay) , ¥y werden aus den Gleichungen

d:]:l = uAjg (a, V) + 2 Agg(a, ) + 3 ..., d(‘f:l = 18y + By (a,¥) + ¥2Boy(a, V) + #3. . ., (3.23)

lll = (d’l]_, \1/12,...1//NN)

bestimmt.
Durch Bestimmung der Ableitung von w nach t gemib (3.19), (3.22), Einsetzen dieser Ableitung in (3.15) und durch
Vergleichen der Koeffizienten gleicher Potenz von u erhalten wir in erster Niherung

Ly[U;]1+£La[ U1+ W21y [VAU)] + §02V4 Uy = Fy

. ;‘3_ (29 Akt * 28 ayg 4 Byja) cos @y + (28t Ap g — 202 ayg Byya) sin @1 2y (3:23)

2 2
b2 oyl
3%y, vo1 ¥ 20,

+ E Yv )Ul, L2 [U].] = ( E le

N d
L,[U,4] = T Q U, ,
1l = (% Page ae,, Uy

a

N )
La[Uq] = 2 Qg — Uy, Fy = F1 =F(®,x,y, 2 Zy1 apy cos®Pyg,...).
3lUp (k,l=1 Kl 35 YUy, Fy 1=F( o 2 (NIRERD)

VE)(I)
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Die Funktion U erfiillt die folgenden Randbedingungen:
G=x;7=0,b. k=y; k=0,¢).

Setzen wir die Ausdriicke von U und F; gemib (3.7) in (3.23) ein und vergleichen wir die Koeffizienten der Eigen-
funktionen, dann erhalten wir

2 2
Ly [Uygl + £Lp [Uyyq] + @ Ly [Uyyg] + 69Uy = Fipg

2 L
12 A + 288 Qi By ) cos @y + (28R Ay — 2 Ry Byyg) sin®y ] (3.25)
(k1=12,...N),

L3 [Ul rs] + ELZIUer] + Qfs L [Ulrs] * Eﬂfs Ulrs = Firs (3-26)
fr,s = (N+1), (N+2),...].

Zur Bestimmung der unbekannten Funktionen U; ;s werden die bekannten Funktionen F} s und Uj o nach ®, © in der
Form

F Frs i(q11P11+a12P12+ - . +aNNPNN+P1©O1 +P2 O+ ... +p By)
1rs = ()

(3.27)
27 27 .

TEP () OO ) e U T Fi(a0,0) PO P 40

pq @ 1pa® (2mN2+h g d Fin@®0) e ’

" rs i(q11 P11 ta12P12t .- *aNNONN tP1©1+P2O2 +. .. +py OY)
Ut = = U0 (@) @
P.q

= 3 Ul‘s () ei(qd”'P@)

1pq » 9=(d11,912,---9NN) » P =(P1, P2 -+ Ph) (3.28)
p’

entwickelt. Dabei sind F " (a) bekannte Grofen und U (a) noch zu bestimmen.
Durch Einsetzen von (3. 2?) (3.28) in (3.26) ergibt sich:

. kl i(qP+p® kl i(qP+pO®
=z (€ +iLly) (2 ~ Ly U (@) 9% ’=pzq FY @ ¢(177P0)

2 :
+ (290, A + 28 o Qg Byja) 008 By * (28 Qg Ayig — 251 4 Bya) sin @y ] (3.29)
k1=1,2,...N)

T (§+ily) (0~ L) U, (@) (0P - - TEL® (a®+pO) (3.30)
P.q . .

[r,s = (N+1),(N+2),...]
mit

N h
L =( . lgkl‘lkl+ 2 TwPv)s Ly -( E leqkl r Elnpv)z-

Durch Vergleichen der Koeffizienten in den Gleichungen (3.29) (3.30) erhalten wir

(a = Fﬁ"‘(a) (3.31)
Uirg [( +iL1) (22— Lp)]

Firr,s <N folgt (22 —Lg) # 0.

Wird dieser Ausdruck in (3.28) und das Ergebnis in (3.7) eingesetzt, so ergibt sich der Ausdruck zur Bestimmung von Uy :
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bce2m 27 . .
| f [ [F) Zeg e—l(q¢+pe)dxdydd>d@ Z, el(q‘IHpG)
000 0

Uy =2 % - (3.32)
p.q r,s=1 2 . 2 ¢ o
@MV (£ +iLy) (2, ~ L) [ 25, dx dy

Firr,s< N folgt(ﬂ -—L2) #0.

Aus Gleichung (3.29) 1st es leicht zu sehen, daf in der Entwicklung (3.27) die Funktion F ., die GréBe cos Py, sin fbkl
mit den Koeffizienten

Inm qnm“, Py = p,,# (n,m=1,2...N;v=1,2,...h) 3.33)
enthilt.
Mit der Annahme, dab die Funktion Uy, diese GréBen nicht enthilt, ergibt sich aus (3.33) die Beziehung
(02 " B z: 2] -
i~ (2 Gymp Pam p,,# ) (3.39)
und
kl kl
kl i(q, P+p u )
(9%, Ari + 28 ag D Aqgp) cosyg + (28 Qg Aqg — 2aig U Byyp) sin @] = — z Flpq® e
(3.35)
k1 kl Lkl k1 kl kl 4 _
1y P11 F Gy, P12t FanN, ONN TPy, P Py Pt Ry, PR T E Pyy * Ky - (3-36)

AufBierdem erhalten wir aus (3.21)
af) @11+ af) P1p +oo gk onn PP 0 4 pP 0y o pl ey =gl ugy +ql)urp o+ gk U
Durch Multiplizieren der Gleichung (3.37) mit dem Multiplikator Rl((‘i ) , der nach Voraussetzung bekannt ist, durch

Summieren der erhaltenen Gleichungen nach j und danach durch Gleichsetzen mit (3.36) ergeben sich die zu be-
stinmenden GréBen

q'rjin# = jg ) R]((’l)“ (k,1# n,m) (3.38)
G - 14 j=21 q(l) (jl)u , (3.39)
Py~ i 3% szj) Rx(flL (3.40)
SRS ;’2’1 . fN:l a2 Vam - | (3.41)

Setzen wir die GroBen qlzl, pl,:l aus (3.39) und (3.40) in die Gleichung (3.35) ein und vergleichen wir danach die Koef-
fizienten von cos ®y ) und sin ¥y |, dann erhalten wir zur Bestimmung A, | und By}, die Gleichungen

2
5 Atk * § ag Qg Big = G » (342)

2
EQ Ay — a3 4 Byg = Hyg -

Daraus ergibt sich
(%1 G + § Hyy) (£ Gg1 — 2 Hyy) :
Ak = - 5 5 ° Bla=- RN (3.43)
Qe (4, + £9) ay)  (, +£%) '
mit
2T 27
Gy = = z G) gy 4 ()
kl = eXP(l ) B v (2 )N2 { - J P (2, ®,6) exp (—l 2 Ryl Vi) cos®yg ddyy deyy ...

...doyy d©; 46, ...de,
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2 2 o =
Hy, = Eexp(l ng) ¥) ——— . f"Flk,(a,cp,e)exp(_i £ RY ¥) sindy dey, do
=1 K o )N2+h 0 0 j=1 Kl 155z

Dabei ist ...dPyy d8; 46, ...d6,

j=a) v o) Vig*...+ qiN VNN

Y = of) @y + af) P12 t...+ ainenn PV ey + Py Oy +... P Oy,
Im Fall der allgemeinen Resonanz ist damit die Losung von (3.19) in erster Niherung bestimmt.

4. Anwendung
4.1. Aufgabenstellung

Als Anwendung der vorangehenden Theorie wird die Schwingung der rechteckigen Platte in Bild 1 untersucht.

Die Platte liegt auf dem elastischen Fundament mit den zwei Bettungskoeffizienten k; , ky und unter Wirkung einer
gleichverteilten harmonischen Belastung q (t). Die Platte ist am Rand gelenkig gelagert. In diesem Fall hat die Bewe-
gungsgleichung der Platte die Form

33 2w a
— W w w wigtw-— w w
tE + (wzv ~kgy2wtkyw) + §(w? ko 2w + k3 w)

a3 0t2
=[ue+ Rf)—@ngz —a(v4w)+£ ® + 2 t)] (4.1)
at E, ot AT '
mit den Randbedingungeu
w = () , (9_2—‘1 + azw = 0
x=0,b 9x2 ay2 x=0,b ’
' 4.2
w =0 (azw azw) @2
- ’ vV —— = 0.
y=0,c dy2 9x2 y=0,¢c

Hierbei sind £, w2 Konstante gemif (1.6).

4.2. Lésung
Die Belastung der Platte wird in der Form
q(t) = u qgsinyt (4.3)
angenommen.
Die Reaktionsbelastung des Fundaments hat die Form
a w2 3w 3w a w
= 3 _

In diesem Fall besitzt die rechte Seite der Gleiclmng (4.1) die Form

kz aw 23 w aw 2 azw 3 3
';2 G0 Ex v (3 B —wzgi S (T4W) + Egqsinyt s g, 7 conyt. (49)
ay? 1 9t

Aus den Ergebnissen des dritten Abschnitts erhalten wir in erster Niherung die Lésung der Randwertaufgabe (4.1),
(4.2) fir den Fall der Grundresonanz (p=q=1):

w=£'%’-‘- sin yacos(’yt+\0) (4.6)

Die Grofien a und ¥ werden dabei aus den Gleichungen

da _
27-‘-!—; = —~h¢ya - Pgcosy,
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- a@ ~12)~Qa® + h% a+ By siny

2ay d

bestimmt. In (4.7) sind

2 2
2E, (T + T2
sz(b2+2)

16
h=u S ppu R
Ey (22, + £%) n?
9 ky 74 4
Q=Heg [-3ky + 2_(F+F)],

2 2 2 2
2 _ L CI ) LI ¢
Qll—[D(b—2+c_2_) +k2(l-)—2—+;5)+k1],

Wird die rechte Seite von (4.1) gleich Null gesetzt, dann ergibt sich die Gleichung der Resonanzkurve:

2
£(ag, 1) = [a, (OF) ~72) - Qa) +h0% ag P + B2§24242 —p} = 0,

2
2 )
2= -Qad + A+n 02 ¢ /a_2 — h2§242 .

0

Die Bilder 3, 4 und 5 zeigen die Resonanzkurven fiir
2 _ - 2 2

Q,=1 Q=-1, py =045, h
2 _ - 2 2

£,=L Q=+1, py=045 h

0,09, £2 = 2,3,
0,09, £2 = 2 3,

Q2 =1, Q=0, Py =045 h?=009 =23,

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Zur Untersuchung der Stabilitit der erhaltenen stationiren Losungen betrachten wir die Variationsgleichungen von

(4.7), sie haben die Form

27 d:ta = —hEyda+pysinyyd v,

dé
2a9 7 _d_t"_’ = (23, —12) — 3Qa2 + b2 15a + py cos Vg V.

Die charakteristische Gleichung von (4.13) besitzt die Form

2 =
492 A% + (9}, -72) - Qag + b2 1[(2%, —12) - 3QaZ + hQZ 1+ h2§292 = 0.
Daraus folgt die Stabilititsbedingung der stationiren Losung:

(0%, ~1%) -0} + k1@, ~19)- 30.8 + b, 1+ 2272 > 0.

Bid 3 Bid 4 Bid 5

(4.13)

4.19)

(4.15)



Aus (4.11) sehen wir, dab die Bedingung (4.15) der Bedingung
2
df(ag, 7°) >0
2ag da
dquivalent ist.
Die Bedingung (4.16) zeigt, daB nur die ausgezogenen Teile der Resonanzkurven stabil sind.

(4.16)

5. Zusammenfassung und Schlufifolgerung

1. Die Bewegungsgleichung der diinnen rechteckigen Platte mit elastisch-plastischen Materialeigenschaften wird erstellt.
Im Unterschied zur Bewegungsgleichung der Platte mit Material nach dem Hookeschen Modell ist sie hier eine partielle
Differentialgleichung dritter Ordnung in der Zeitvariablen t.

2. Die asymptotischen Losungen dieser Gleichungen werden aufgebaut. Sie sind nicht nur fiir zweidimensionale, son-
dern auch fiir eindimensionale Aufgaben anwendbar.

3. In Abhiingigkeit von der Bettungskoeffizienten k , kg konnen die Resonanzkurven von ,,hartem” oder ,,weichem”
Typ (Q > 0) sein.

4. Obwohl keine Diimpfung beriicksichtigt ist, kann die Amplitude der stationiren Losung nicht bis unendlich zu-
nehmen, d. h. die elastisch-plastischen Materialeigenschaften haben die Wirkung einer Dimpfung. Der Resonanzbereich
wird im Vergleich zum Hookeschen Modell geringfiigig verschoben.
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