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1. Einleitung

Wir betrachten das Problem der numerischen Losung der
Konvektions-Diffusions-Gleichung

—€Au + b(x)*vu+tc(x)u = f(x)in & C R2 (1)
u=0 auf 0Q2.

Es gibt eine ganze Reihe von Aufgaben, die zu Rand-
wertproblemen vom Typ (1) fiihren, z. B. die Berech-
nung von Stoff- und Wirmetransport von Grundwasser-
stromungen in geologischem Untergrund, die Berech-
nung von Temperaturfeldern beim MAG- bzw. Alumi-
niumschweifien, die Berechnung des Temperaturfeldes
im Ziehstein beim Drahtziehen.

Betrachtet man bei dem zweiten genannten Problem-
kreis konkret die Berechnung des stationiren Tempera-
turfeldes einer ebenen bewegten Platte mit einer Punkt-
quelle, so geniigt die Temperatur T der Fourier-Kirch-
hoffschen Differentialgleichung

~

92T 92T oT oT _ el
[ — )\xx—— yya—y—z]‘FVxBx Yay pC

dabei sind pc, die Wirmekapazititsdichte, Axo Ayy
Wirmeleitkoeffizienten, v,, Yy, die Geschwindigkeits-
komponenten des Transportes, é; die innere Energieum-
setzung. Die Randbedingungen an der Modelleintritts-
grenze beriicksichtigen die Zufiihrung des Enthalpiestro-

mes gemilB

vxPep (T—ty) = Xiqu. (T—1t,),

dabei ist t, die Temperatur der Platte an der Modell-
grenze, o, ein Wirmeibertragungskoeffizient, die
iibrigen Randbedingungen sind natiirliche (weitere Ein-
zelheiten findet man in [5]). Definiert man eine Peclet-

Zahl Pe (das entspricht e~ 1) gemifs Pe = 3 P Vx L mit

einer fiir die Platte charakteristischen Lange L, so liegt
Pe fiir die in [5] behandelten Probleme in etwa im Be-
reich 50 < Pe < 100.

Es sei h eine charakteristische Linge des Diskretisie-
rungsverfahrens zur Losung von (1). Dann ist bekannt,
daf3, sobald eine lokale Peclet-Zahl h/e einen gewissen
kritischen Wert iiberschreitet, es sowohl nicht méglich
ist, die konvektiven Terme auf der Basis eines vorhande-
nen Poisson-Losers iterativ zu beriicksichtigen, als auch
Standard-Diskretisierungsverfahren direkt auf (1) anzu-
wenden. Bei der Anwendung von Standard-Diskretisie-
rungsverfahren kommt es oft zu unerwiinschten Oszilla-
tionen, und man kann auch Beispiele dafiir angeben, daf
eine lokale Netzverfeinerung in Bereichen von Oszilla-
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tionen nicht notwendig sinnvoll ist, sondern a-priori In-
formationen iiber die Gebiete voraussetzt, die diese Os-
zillationen hervorrufen.

Mit dem Programmsystem T 85 [5] wurde bewiesen, dafs
ein Finites-Element-Verfahren (FEM) vom upwind-Typ
fir die Berechnung stationirer zweidimensionaler Tem-
peraturfelder fiir konvektiv dominante Vorginge unter
Beriicksichtigung thermischer Randbedingungen, Ener-
gieumsetzungen und zu- bzw. abgefiihrter Enthalpie-
strome insbesondere beim MAG-Schweifien geeignet ist.
Nun wurden in den letzten 10 Jahren zahlreiche Vor-
schlige fir upwind-FEM unterbreitet (vgl. die Literatur-
angaben in [7]); Anliegen dieses Artikels ist es, zwei der
im Mittelpunkt der Diskussion stehenden Verfahren vor-
zustellen, und zwar eine hybride upwind-FEM-Technik
und die Stromliniendiffusionsmethode. Im Fall extrem
groBier lokaler Peclet-Zahlen verweisen wir auf die ex-
ponentiell-angepafiten FEM [9].

Wir beschrinken uns hier auf den stationiren Fall; es ist
durchaus méglich, die vorzustellenden Methoden auf in-
stationire Fille einschlieBlich komplizierterer Randbe-
dingungen auszudehnen [1], [4], [10].

2. Fehlerabschitzungen und inverse Isotonie

2 sei ein zweidimensionales Gebiet, konvex und poly-
gonal. Die Daten von (1) seien glatt, zudem sei ¢ = 0,

c—%divb?().

Es sei Ly (£2) die Menge aller Funktionen iiber 2, die
quadratisch integrierbar sind, ausgestattet mit der Norm
1

v, (f v2 dQ)2

Die Menge aller Funktionen aus dem Lo (£2), deren Ab-
leitungen ebenfalls zum L2 (£2) gehbren und die zudem
auf dem Rand von £ verschwinden, bezeichnen wir mit
H (£2) und verwenden die Norm

1

vy = (f19vR2dQ)?
Q

2 werde wie bei der Methode der finiten Elemente iib-
lich, in Dreiecke zerlegt (wir beschrinken uns auf diesen
Fall), die Zerlegung sei regulir in dem Sinne, daf der
kleinste vorkommende Winkel gleichmiBig nach unten
beschrinkt ist. Der Parameter h sei der maximale Durch-
messer aller Dreiecke der Zerlegung. Die Ansatzfunktio- .
nen fiir eine FEM zur Losung von (1) wihlen wir aus der
Menge V), C H (2) wie iiblich. Fijhrt man dann noch
die Abkiirzung



szvwdﬂ = (v, w)

ein, so kann man die normale FEM beschreiben durch:
Gesucht ist ein uy, € V}, mit der Eigenschaft

€(Tup, Y wy) t(bVuy + cup, wy)
= (f, wy) fiir alle w), € V. (2)

Fehlerabschitzungen fiir die FEM sind wohlbekannt, als
Maf fiir den Fehler verwendet man oft die L2- oder
H! Norm von u—uy,, gebriuchlich ist aber auch das we-
sentliche Maximum von u—uy,, das wir hier mit lu—uy, |
bezeichnen. Mit C bezeichnen wir (verschiedene) Kon-
stanten, die von h und € unabhiingig sind.

Im Fall nichtdominanter Konvektion (den wir durch
€ = 1 kennzeichnen) gilt fiir lineare Dreieckelemente
< Ch, lu—uylly < ChZ, lu—y,ll <

Im Fall dominanter Konvektion dagegen kann man Kon-
vergenz der FEM bei linearen Dreieckelementen nur fiir

kleine lokale Peclet-Zahlen mit h/e < 1 beweisen, wobei
Ch, lu—uy lly < Ch2/+/e .
Da man die Bedingung h/e <1 oft nicht realisieren kann,

ist die normale FEM im Fall dominanter Konvektion
nicht geeignet.

lhu—uy, Iy

||u—uh “1

Es gibt einen weiteren Grund, der bei konvektionsdo-
minanten Problemen gegen die normale FEM spricht.
Die Losung von (1) geniigt nimlich einem Maximum-
prinzip. So folgt aus

(eV w1, VW) +(bVw +ewp, w) S(eVwy, Vw)
+(bVwy +cwg, w)

fiir alle nichtnegativen w des H(l) (R2) die Relation
w1 < Wo,

und dies sichert z. B. eine gewisse Vorzeicheninvarianz
von u. Bei der Diskretisierung mit einer normalen FEM
geht im konvektionsdominanten Fall diese Eigenschaft
aber im allgemeinen verloren!

Matrizen A, die solch eine Vorzeicheninvarianz sichern,
heifien invers-isoton (aus Ax; < Axqy folgt fiir die Vek-
toren xj, xg die Relation x; <xj). Eine spezielle Klasse
von invers-isotonen Matrizen sind die M-Matrizen, dies
sind invers-isotone Matrizen mit nichtpositiven AuBer-
diagonalelementen. Im Fall nichtpositiver AufBierdiago-
nalelemente ist nimlich eine Matrix genau dann invers-
isoton, wenn ein positiver Vektor z (ein majorisierendes
Element) existiert mit Az > 0. Leider ist in anderen
Fillen eine so schéne Charakterisierung der inversen Iso-
tonie nicht moglich [3].

Hat man nur ein schwach majorisierendes Element
(z = 0 mit Az > 0), so folgt die inverse Isotonie bei
nichtpositiven AuBerdiagonalelementen, wenn die Ket-
teneigenschaft vorliegt. Diese ist folgendermaBen defi-
niert: N; sei die Indexmenge, gekennzeichnet durch
(Az), = 0, Ny die Indexmenge, gekennzeichnet durch
(Az), > 0 ((Az)y sei die k-te Komponente des Vektors
Az). Dann besitzt A die Ketteneigenschaft, wenn fiir alle
i € Nj endlich viele Indizes iy, iy, .., i, existieren, so

< Ch2 lInhl.

daB die Elemente 2, der Matrix A von Null ver-
schieden sind und i 1o =1, ip é No.

Untersucht man ein Gleichungssystem

Ay = g

mit invers-isotonem A, so ist einmal die eindeutige Los-
barkeit gesichert, zudem folgt aus g < 0 die Relation
y <0, und es existiert eine Konstante C mit

lyl<Clgl (3)

(ly!sei das Maximum der Betriige der Komponenten des
Vektors y). Diese Beziehung erméglicht Stabilititsunter-
suchungen.

3. Hybride upwind-FEM

Wir setzen grundsitzlich in diesem Abschnitt voraus, daf
die Vernetzung vom schwach spitzen Typ sei, unter den
Innenwinkeln aller Dreiecke also keine stumpfen Winkel
auftreten. Bekanntlich diskretisiert dann das klassische
FEM-Verfahren mit linearen Dreieckelementen den Ope-
rator — A so, daf fiir die das diskrete Problem erzeugen-
de Matrix Ay, gilt (Ap);; < O fiir i # j und Ay, sogar M-
Matrix ist.

Die Grundidee der hybriden upwind-FEM besteht nun
darin, die restlichen Terme in Anlehnung an die Integral-
bilanztechnik so zu diskretisieren, daf diese Eigenschaft
der Matrix Ay fiir alle Parameterkonstellationen zwi-
schen € und h nicht zerstért wird.

Zu jedem Knoten P; der Dreieckszerlegung wird zu-
nichst ein duales Gebiet D; konstruiert. D; wird z. B.
begrenzt von den Abschnitten der Mittelsenkrechten der
zu P, benachbarten Dreiecke (man kénnte die Konstruk-
tion auch mit den Seitenhalbierenden durchfiihren). Es
sei A; :{ j | es existiert ein Dreieck, zu dem P; und P;
gehoéren , A, ist also die Indexmenge der _,,_I_)Enachbar-
ten” Knoten. P;; sei der Mittelpunkt von P; P; und T;
die Vereinigung der Pj; enthaltenden geradlinigen Ab-
schnitte vom Rand 8 D; von D;.

Zur speziellen Diskretisierung des Konvektionstermes
gehen wir aus von der Aufspaltung

(b Vuy, wp) = (div(up b), w,) —((divb) up, wy,) .
Der erste Summand wird folgendermafien behandelt:
(le (uh b), Wh) =2 f div (llh b) Wh dx
i D;
~ Z wy (P;) S div(u, b)dx,
i D,
der Gaubsche Integralsatz liefert
(div (up b) wp) = Z wy, (P) 8{) b*v(dD;)u;, doD;
1 .
1
f (b * Vl]) up dFU .
i Fij
Die Anwendung der Integrationsformel

=2Zw(P) Z
i h(')jeA

f(b ¢ Vij) up dl"u
i
- (1=2) uy (B)
43



liefert
(div (up, b), wp)
~ iEWh (Pi)jEEAi (b (Pyj) * vjj) meas(Ty;) (A uy, (P;)

t(1=2y) up (B)) -

Ahnlich wird der zweite Summand der obigen Aufspal-
tung approximiert:

((divb) up, wy) = Z [ (divb) up wy, dx
i D'i
~ Zuy (B) wy () Df divbdx ,
1 .
1
also

((dlvb) uy, W],,)

~ Zup (P wy (Di)jeEAi (b () * vij) meas(Ty) .

Insgesamt lautet die Approximation des Konvektions-
termes

(b vuy, Wh)
~ 12 Wh (Pi)iEEAi (b (Pij) . Vij) meas (Pij) (}‘ij ~Du, P,

(L= uy (B)) -

Wenn wir mit @, die dem Knoten P, zugeordnete Basis-
funktion bezeichnen, so erzeugt diese Approximation
eine Matrix By, deren Element in der k-ten Zeile und 1-
ten Spalte wir berechnen kénnen, indem wir setzen

up 1= ®p, wy, 1 =P . Dann gilt

Bpk = jé; A (b (Pyj) * vj) meas I; (Ay; — 1)

Bk, = (b(Pyy - pp) meas (Typ) (1 —Xgp), wenn 1 € Ay
(Bh)k ,l = 0 sonst.

Mit der Wahl

1, wenn b -»,=0
N =

wird gesichert, dab die Matrix B} nichtpositive Auber-
diagonalelemente besitzt.

Zur Diskretisierung des Absolutgliedes von (1) nutzen
wir eine ,mass lumping”-Technik, die Diskretisierung
erzeugt eine Diagonalmatrix C; mit

0, wenn b(Py) <0

C - .
G 0 firl # k

Fafit man die Werte von up, in den Knoten P, zu einem
Vektor v}, zusammen, so erzeugt die hybride upwind-
Technik das Gleichungssystem

Lhvh = (eAp + By + G)vy = £, . 4
Wesentlich ist nun, da die Matrix L, eine M-Matrix ist.
Dies folgt daraus, dafi die Matrix Ly, nichtpositive AuBer-
diagonalelemente besitzt, die Zeilensummen nichtnega-
tiv sind und Ly, die Ketteneigenschaft besitzt.

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung

{ c (P ) meas Dy fiirl = k

du ou
—€lu +p 3%, +‘laT{2—:f(x1,x2) ©)
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im Einheitsquadrat mit positiven Konstanten p und q.
Wir legen eine Vernetzung vom Friedrichs-Keller-Typ
zugrunde, in einem regelmiBigen Quadratnetz werde
jedes Quadrat in zwei Dreiecke zerlegt durch eine Ge-
rade der Form x5 = x7 +38.

Sei v, der Funktionswert von uy, im Knoten mit den
Koordinaten x; = n * h, xg = mh, ferner E =[e,], , =
—1,0,1 eine Matrix vom Format 3 x 3. Wir schreiben
dann (4) in unserem Spezialfall als Differenzenglei-
chung

z

v,u=—-1,0,1 evuVn+v,m+p = (hnem

und kennzeichnen diesen Neun-Punkte-Differenzenstern
im folgenden durch die Angabe der Matrix E.

Verwendet man zur Konstruktion der dualen Bereiche
Mittelsenkrechten, so erhilt man

<1 . . .
E =¢|-1 4 -1 +h{—-p ptq -
-1 . . —q

(ein * bedeutet eine Null). Das Ergebnis ist also identisch
mit dem iiblichen upwind-Differenzenverfahren. Die hy-
bride upwind-Technik besitzt den Vorteil ihrer Anwend-
barkeit auch bei komplizierterer Geometrie von .

Als niichstes stellt sich die Frage, ob die Losung des dis-
kreten Problems gleichmibig stabil ist in dem Sinne, daf
man fiir die Losung von (4) eine Abschitzung vom Typ
(3) mit von € unabhiingigem C angeben kann. Dies wiire
dann der Fall, wenn man ein majorisierendes Element z
fande mit z > ¢, > 0, Az 2 ¢; > 0 mit von € unabhiingi-
gen Konstanten c,, c;. Ist der Koeffizient des Absolut-
gliedes in (1) c(x) > 0, so ist die gleichmifige Stabilitit
gesichert. In anderen Fillen gelingt es oft, glatte Funk-
tionen z (x) zu finden, so daf z(x) = ¢, > 0 und

—€Azt+tb*Vz+tcz 2 ¢y > 0.

Die Schwierigkeiten in der Konstruktion eines majorisie-
renden Elementes fiir das diskrete Problem bei bekann-
tem majorisierenden Element z (x) fiir das stetige Pro-
blem liegen darin begriindet, daf Lj im allgemeinen
keine konsistente Approximation des urspriinglichen
elliptischen Operators im Sinne der Theorie von Diffe-
renzenverfahren ist. Das liegt aber nicht an der hybriden
upwind-Technik, selbst — A u wird mit deriiblichen FEM-
Technik nur fiir spezielle Dreiecksnetze oder spezielle
Funktionen u konsistent approximiert. Seien etwa
(x; +pj» yi *q;) mit j = 1,.. ., n die kartesischen Koor-
dinaten von P; € A; und

5= — L Pj+1 (Bj+1 = Pj) * Gj+1 (gj+1 — 45)
Pj 9j+1 — 95 Pj+1

I 2

pj—1(Pj—1 — P +qj_1(g_1 — q)
Pj—19;—Pj 9j—1

+

).

Dann approximiert A}, den Operator — A genau dann fiir
beliebige glatte Funktionen u konsistent, wenn

n n 2 2
Zopq =0, Z 8(p;—q) =0 und
i=1 =1
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Auf weniger regelmifBigen Netzen sind diese Beziehun-
gen im allgemeinen nicht erfiillt.

Versteht man unter einer regelmiBigen Vernetzung von
§2 eine Zerlegung, bei der sich je zwei Dreiecke durch
Drehung um 180° oder Verschiebung ineinander iiber-
fiihren lassen, so ist im Fall einer regelmibigen Vernet-
zung die Konsistenz auch der hybriden upwind-Technik
gesichert, und die Existenz eines majorisierenden Ele-
mentes z(x) fiir die Differentialgleichung (1) sichert
dann die gleichmibige Stabilitit. Man kann damit er-
warten, daf im gréfiten Teil des Gebietes (Grenzschicht-
bereiche sind natiirlich ausgeschlossen) die Losung sta-
bil von erster Ordnung approximiert wird.

Tatsiichlich kann man Konvergenzresultate in der
Il I-Norm unter Ausnutzung der inversen Isotonie des
diskreten Problems beweisen. Wihrend in [1] die Abhin-
gigkeit der vorkommenden Konstanten vom Parameter €
nicht diskutiert wird, findet man prizisere Aussagen in
dieser Richtung in [6].

Im eindimensionalen Fall entspricht bei der angegebe-
nen Parameterwahl fiir die A das Verfahren dem iibli-
chen upwind-Differenzenverfahren. Die getroffenen Aus-
sagen iiber die stabile Approximierbarkeit der Lésung
von der Ordnung Eins sind dann wohlbekannt. Im zwei-
dimensionalen Fall werden in [1] an fiinf Beispielen ver-
schiedene Varianten dieser upwind-Technik getestet.
Ein Beispiel ist die Randwertaufgabe

mit= (x,y) | 0<x<I und 0<y< —\/2——§- und sol-
chen Randbedingungen, daf
[ y
Yy_1
exp ()

ex (i—l) J
P(g Ls

u(x,y) = ——— —_—
1
exp(:_ -1 [ exp (g) -1

die Randwertaufgabe 16st; fiir € wird € = %, 11_6 ) —315 ; 6—14-_
gewihlt. .

Das Gebiet wird in (mp))? kongruente Rechtecke zerlegt,
diese jeweils in zwei Dreiecke, es sei mp = 4,8,16. Es
zeigt sich, daf der Fehler llu — uy, | unabhingig von den
oben angegebenen e-Werten in der GroBenordnung von
10-! liegt, was bei der hier vorliegenden groben Vernet-
zung durchaus die theoretischen Aussagen bestitigt.

4. Die Methode der Stromliniendiffusion

Schon seit einigen Jahren bekannt ist der Vorschlag, eine
normale FEM zu stabilisieren durch die Verwendung von
Testfunktionen, die von den Ansatzfunktionen verschie-
den sind (Petrov-Galerkin-FEM). Zunichst wurden als
Testfunktionen polynomiale Storungen der Ansatzfunk-
tionen verwendet. Die Methode der Stromliniendiffusion
basiert auf Testfunktionen vom Typ

wh t ﬂb'th mit wp € Vh'

B ist ein spiter geeignet zu wihlender Parameter. Wihlt
man in der Gleichung (2) eine Testfunktion von diesem
Typ, so ist aber fiir die iiblicherweise benutzten Ansatz-
funktionen, die nur stetig sind beim Ubergang von einem
Element zum anderen, das in der Gleichung (2) auftre-
tende Integral

S{VUh Vb Tw,)dQ

nicht erklirt. Wie immer bei nichtkonformen Methoden
hilft man sich, indem man zunichst nicht erklirte Inte-
grale auf geeignete Weise durch die Summe von Integra-
len iiber die Elemente ersetzt. Die Methode der Strom-
liniendiffusion ist letztlich gekennzeichnet durch:
Gesucht ist ein up, € V}, mit

€(Vu,,Vwy)—€ ?(V“hfﬁbvwh)T
+(quh +cuh,wh+Bbth) (6)
= (f, wp t Bth) fiir alle Wh € Vh .

Dabei ist die Summation iiber alle Dreiecke der Zerle-
gung zu erstrecken und

(Auh,bVWh)T ='_If:(Allh) (bVWh) dT .

Die folgende Tabelle kennzeichnet die Grofenordnung
der auftretenden Terme:

Terme: Summand GroBenordnung
1) €(Vup, Vwy) 0(€)

@ ¢ Z(Auy BbFwn 0 (% )

(3) (3% up, W) 0 (h)

(4) (b Vuy, BbVwp,) 0(B)

(5) (cup, wpy) 0 (h?)

(6) (cup, BbVwy) 0 (Bh)

(7 (f, wp) 0(h2)

8) (f, BVwy,) 0(Bh)

Allein diese Angaben lassen es sinnvoll erscheinen, § pro-

portional zu h zu wihlen. Eine theoretische Fehleranaly-

se [4] fiihrt in der Tat zu

g - B*h, wenn € < h
- 0 , wenn € > h

)

Wir nehmen nun an, wir wiirden im Fall € < h bei der
Wahl von B gemif (7) lineare (oder bilineare im Fall
einer Rechtecksvernetzung) Ansatzfunktion -wihlen.
Dann ist der zweite Summand identisch Null, und die
wesentliche Abweichung der Methode der Stromlinien-
diffusion gegeniiber der iiblichen FEM besteht darin, daf
folgende Ersetzung des Konvektionstermes realisiert
wird:

bV up, ,wy): = (bVuy, wy) + 65 h(bVuy,b Vwy).
®

Schreibt man in dieser Beziehung
f* h(bVuy,bVwp) = *h(Vu,,bTbow,) (9
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(bTb ist die Matrix des dynamischen Produkts bTb), so
erkennt man die enge Beziehung der Methode der Strom-
liniendiffusion mit der Methode der kiinstlichen Diffu-
sion in Stromrichtung [ 2].

Bei dieser Methode wird ein lokales Koordinatensystem
(s, n) parallel und senkrecht zum Geschwindigkeitsvek-

tor b eingefiihrt, nach der Transformation die kiinstli-
che Diffusion gemifs
k" 0
1
k ! = , k' = —
sn O 0 2
eingefiihrt und dann zuriicktransformiert und die iibliche
FEM-Technik angewandt. Dies entspricht einer Erset-
zung des Diffusionstermes gemif

o Iblh

(Vup, 9Wh) 1 = (Yup, g wh) + b 12
(10)

Ein Vergleich von (8), (9) und (10) zeigt, da bei ent-
sprechender Abstimmung von o* und §* die Zusatz-
terme iibereinstimmen.

Wir betrachten als Beispiel wieder die Gleichung (5) bei
der gleichen Zerlegung von {2 wie oben. Die Methode der
Stromliniendiffusion mit linearen Dreieckelementen lie-
fert

— h —-p*t2p ptq
E=€¢|-1 4 1|+ 3 —2p+q . 2p—q
-1 - —(p*q) p—2q

pa—q®>  —pq
+8*h | pg—p? 2(p®+q®—pq pq—p?)
-pq  pq—q?
Im Fall bilinearer Ansatzfunktionen ergibt sich
( N
-1 -1 -1 f—ptq 4q ptq
E = 3 —1 8 —1(+—|—-4p . 4p
(-1 -1 -1 -p—q —4q p—gq
{ 3
#h ~p?—q®+3pq 2p?—4q! —p?-q®-3pq
+ e _4p2+2q2 8P2+8q2 -4p2'+2q2
| —P?—a®-3pq 2p?—4q> —p2—q%+3pq)

k'
— (vup, bTbywy)

Leider kann man den Parameter * nicht so wihlen, daf
M-Matrizen entstehen.

Bei gewissen Glattheitsvoraussetzungen an die Lésung
kann man [4] bei der Verwendung von Polynomen k-ten
Grades als Ansatzfunktionen bei einer Dreieckszerlegung
den Fehler abschitzen zu (e <h)

lu—up 1y < C* hk*1/2

lu—up l; < C* Bk*1/2/¢

b+ (u—uy)llg <C*hk.

Die Abschitzung fiir den Fehler der Ableitung in Strom-
richtung besitzt die optimal erreichbare Ordnung. Bei
einer regelmiBigen Vernetzung vom Friedrichs-Keller-

Typ und linearen Dreieckelementen (k=1) lift sich die
erste Abschitzung verbessern zu

lu—upllg < C* b2,
46

Die Konstanten C* in diesen Abschitzungen sind aber
nicht von € unabhiingig, sondern besitzen mit von € und
h unabhiingigen Konstanten C die Form

C* = Clulg,q , dabeiist

ak+1 u 2

Ill Ik+1 = f z ( ) dQ2
a'lx, 0'2x,

Q 11+12=k+1

durchaus von € abhiingig.

Wesentlich ist aber, daB es méglich ist, den Fehler in be-
stimmten Teilgebieten so abzuschitzen, daBf nur Integra-
le iiber gewisse andere Teilgebiete auftreten. Dies zeigt,
dab in Nichtgrenzschichtbereichen C* unabhingig von e
ist und somit in diesen Bereichen die Methode der
Stromliniendiffusion auch fiir extrem groBe lokale Pec-
letzahlen gute Ergebnisse liefert. In den Grenzschichtbe-
reichen muf man in solchen Fillen auf exponentiell an-
gepafite Methoden zuriickgreifen.

In [4] wird an verschiedenen Testbeispielen die nume-
rische Konvergenzrate des Verfahrens untersucht. Im
stationdren Fall wird dazu betrachtet

—eAu +(1.1_y)g_: +(x—0.1)%$+ll=f

mit € = 10— 0 + f wird so gewihlt, da fiir u, = x3 +y3 gilt
du, du,

d-y) — —-0.1)— + =f.

(L1-y) 32+ =00 52 + u,

Das Gebiet Q wird begrenzt von x=0.2 mit 0Sy<1,
y=0 mit 0.2<x<I1, y=1 mit 0.2<x<0.661 438,
x=1 mit 0<y<0.25 und dem Kreisbogen um (0.0,
0.25), der (1.0, 0.25) und (0.661 438,1) verbindet.
Die Randbedingungen werden gewihlt zu

x3+y3  fiirx=0.2mit 0<y<1undy=0mit
u :{ 0.2<xx1

0 auf dem iibrigen Teil des Randes

Bei dieser Wahl verhilt sich u fiir € = 0 im wesentlichen
wie u,, deshalb wird die Giite der Approximation an der
Differenz u, — u;, gemessen.
Das Gebiet wird mit einer Ausgangsschrittweite von

h= % in Dreiecke zerlegt, am krummlinigen Teil des Ran-

des wird wie iiblich modifiziert. Es wird g = 8* h gewihlt
mit .

B 1 Ibl | + |b2 |
2 b2
Das normale FEM-Verfahren (8* = 0) zeigt fiir h = %, %,

2—2, 32 keinerlei Anzeichen der Konvergenz, dagegen er-
hilt man fiir das Stromliniendiffusionsverfahren die Kon-
vergenzraten 0.48, 0.49, 0.51 in der Norm L2 (Q), 2.4,
2.2, 2.0 in der Norm des 1.2 (Q2) und 1.1, 1.0, 1.0 in der

Norm IIb * V (u, — u},) "Lz(ﬂ') (2'ccQ).

Dies entspricht den theoretischen Konvergenzraten.
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