TECHNISCHE MECHANIK 7(1986) Heft 2
Manuskripteingang: 9. 8.1985

Zur Theorie der Struktur homogener isotroper Turbulenz

W. Szablewski

In der vorliegenden zweiten Mitteilung wird iiber erzielte
Fortschritte zur Thematik Skalare Spektren und skalare
Korrelationen zusammenfassend und in Erginzung be-
richtet.

Auf Anwendungen, wie sie sich z. B. fiir Mischungspro-
zesse ergeben, wird hier nicht eingegangen.

Die vorliegende Theorie setzt die Existenz eines Trig-
heits-Konvektionsunterbereiches voraus. Damit tritt ne-
ben der universellen Konstante a des k—3/3.Gesetzes im
Trigheitsunterbereich, die wir wie bisher gleich 1,6 an-
nehmen (vgl. erste Mitteilung  * )), als weiteres empiri-
sches Element der Theorie die universelle Konstante
a@ des k=3/3.Gesetzes im Trigheits-Konvektionsunter-
bereich auf (Abschnitt IA b).

Es ergeben sich zum Feld der Geschwindigkeitsschwan-
kungen ( * ) analoge Strukturen des Feldes der skalaren
Schwankungen. Als fundamentaler Unterschied zum
Verhalten der Geschwindigkeitsschwankungen ist jedoch
hier zu konstatieren, daf der Grad des zeitlichen Ab-
klingens der skalaren Schwankungen von der Art ihrer
Erzeugung abhiingt (Abschn. I Ab).

I. Skalare Spektren

A. Dreidimensionales Spektrum

Frequenzanalyse von turbulenten Stromungen mit
einem Temperaturgradienten oder einem Gradienten
.der Konzentration eines Stoffes — z. B. in der Atmo-
sphire und ozeanischen Gewissern; ferner in der chemi-
schen Verfahrenstechnik — ergibt ein kontinuierliches
Spektrum der im quadratischen Mittel genommenen
Temperatur- oder Konzentrationsschwankungen der
Masseneinheit

02 = [ O(k)dk
° k [m—1] Wellenzahl.
¢2 = [ I(kdk
o

Wir beziehen uns im folgenden auf skalare Schwankun-
gen in abklingender homogener und isotroper Turbu-
lenz (z. B. im turbulenten Nachlauf hinter einem beheiz-
ten Gitter).

Aus der Gleichung des Wirme- bzw. Stofftransports in
inkompressibler Stromung
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(Nocy Tempyeraturleitfﬁhigkeit, D Diffusionskoeffizient)
gewinnt man iiber die Zweipunktkorrelation der Tempe-

turschwankungen mittels Fourieranalyse fiir das Spek-
trum O (k) iiber der Wellenzahl k die Gleichung

0k _aFk) 5 A o
ot "~ 03k 2pcp k2® k), @)
integriert

0 fkcakcik— Foy—2 0 Mok @
3 femk - —Fw -2k fiRemik. @

Das zweite Glied der rechten Seite beschreibt die Dimp-
fung der turbulenten Temperaturschwankungen im Wel-
lenzahlenbereich < k durch die molekulare Warmeleitung
des Mediums; wihrend — F (k), Transformierte der nicht-
linearen Glieder der Konvektion, symbolisch den skala-
ren Transfer in den Wellenzahlenbereich > k bezeichnet.
Das Problem der Konzentrationsschwankungen ist for-
mal identisch mit dem der Temperaturschwankungen,
so daB wir uns auf diese beschrinken konnen.

Da die Dimpfung der Temperaturschwankungen letzt-
lich aus der Warmeleitung resultiert
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(_g—t@* = €@ skalare Dissipation),

haben wir fiir F (k) die Randbedingung lim F(k) = 0.
‘ k—>oo
a) Triagheits-Konvektionsunterbereich
Bei groBier Pecletscher Zahl
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(Rexk Reynoldszahl, Pr = p—:\l Prandtzahl;

bei Konzentrationsschwankungen statt Pr die Schmidt-
zahl v/D)

der Turbulenzelemente ist der Einfluf der molekularen
Wirmeleitung (Diffusion) als vernachlissighar und das
lokale Abklingen der Temperaturschwankungen im we-
sentlichen als durch den skalaren Transfer in den Wellen-
zahlenbereich > k bedingt anzusehen. Wir kénnen dem-
nach bei grobem Pey ) (kg Wellenzahl der groben Wirbel)
im Spektrum einen Konvektionsbereich (convective
range) mit vernachlissigbarem Einfluf der Diffusion ab-
grenzen gegen einen Diffusionsbereich (diffusive range)
mit merkbarem Einfluf der Diffusion.



Bei hinreichend grofem Pey, wird es dann — vgl. die
analoge Betrachtung hinsichtlich des Spektrums der Tur-
bulenzenergie in ( * IAa ) — im Konvektionsbereich
einen an den Diffusionsbereich angrenzenden Unterbe-
reich (convective subrange) geben, fiir welchen

1. Unabhiingigkeit von den &ufieren Bedingungen bzw.

den groben Wirbeln kg angenommen werden kann;

2. der skalare Transfer hier

k oo
F(k) = — gf S @(k)dk*—g—t J ©k)dk=eg (3)

gesetzt werden kann.

Wir nehmen des weiteren hinreichend groBes Regq bzw.
die Existenz eines Trigheitsunterbereiches mit dem
Spektrum

E(k)~ae2/3 k=5/3 (vgl.(*IAa)) )

(€ Dissipation der Turbulenzenergie) an.

In diesem Trigheits-Konvektionsunterbereich ist dann
die Spektralfunktion © (k) als durch €, €@ und die Wel-
lenzahl k determiniert anzusehen.

Es folgt dimensionsanalytisch gemi6

O(k) [T2m], e[m2s—3], eg[T2s~1], k[m—!]

nach Obuchow [1] und Corrsin[2]

O(k) ~ a@e@e_llak‘s/3 ®)
bzw.
Ok)=age@e1/3k=5/3 fir k > o (6)

im Trigheits-Konvektionsunterbereich.

Dieses Spektralgesetz ist durch zahlreiche Messungen be-
stitigt worden und stellt einen sicheren Bestandteil der
Theorie homogener isotroper Turbulenz dar.

Die dimensionslose empirische Konstante ag ist als uni-
verselle Konstante anzusehen. Bisher durchgefiihrte Mes-
sungen des eindimensionalen Spektrums im Tragheits-
unterbereich

nach (*(36))Ej1(k;) =g 62/3kl—5/3

o 18 NG

und ‘des eindimensionalen Spektrums im Trigheits-Kon-
vektionsunterbereich

nach (40) @ (k) = a@; ege=1/3 k°/3

@y _3 (8)

mit (E 5
ergaben jedoch bisher, bedingt durch die unsichere Er-

mittlung von € und €@, unterschiedliche Werte fiir

@ 6 %

T« 11 o

Es erhielten im Nachlauf einer Gitterstromung:

Gibson u. Schwarz [3a] ag, = 0,35, ¢ = 0,44;
’ a@/q = 0,435

in der Atmosphiire:

Gibson et al. [3b] a@, = 1,15, =0,69;

aQ/a = 0,91
Boston u. Burling [3c] 0,81, 0,51; 087
Williams u. Paulson [3d] 0,50, 0,54; 0,505

im Ozean-

Grant et al. [3e] 0@, = 031, = 0,33;

a@/a = 0,50
Wir legen den folgenden numerischen Ausfiihrungen pro-
visorisch den Wert
w0=2a ©)
zugrunde.
Als wichtige Folgerung [4] ergibt sich aus (5) mit F(k) ~
€@ nach (3) und e ~ a=3/2 E(k)3/2 k5/2 nach (4)
F(k)~ag la 12 E(k)}/20 (k) k®/2 (10)

im Trigheits-Konvektionsunterbereich.

Formulierung (10) fiir den skalaren Transfer wurde be-
reits im Jahre 1961 von Corrsin [5] als hypothetischer
Ansatz vorgeschlagen. Er findet hier nunmehr gegeniiber
anderen hypothetischen Ansitzen (z. B. Pao [6]) eine
Bestitigung.

b) Universeller Bereich

Im an den Trigheits-Konvektionsunterbereich anschlie-
Benden Zihigkeits-Diffusionsbereich (viscous diffusive
range) treten als weitere physikalische Einflufigrofen
die kinematische Zihigkeit v und die Temperaturleit-
fahigkeit >\/pcp und damit neben 1/k die weiteren deter-
minierenden Lingen (v3/¢)!1/4 und

(()\/pcp)3/e)l /4 = (V3/e)1 [4pp—3/4

auf.
Dimensionsanalytisch erhilt man dann
— vgl. die analoge Betrachtung in { * [A} ) — bei Fort-

setzung von (5) in den Zihigkeits-Diffusionsbereich und
damit fiir den ,,universellen” Bereich k > kg

G(k) = a@e@e“1/3k_5/3g(k v3/4/,1 /4)

mit der bei der Dimensionsanalysis unbestimmt bleiben-
den Funktion g, wobei die Abhingigkeit von Pr in
g(k 3/4/€1 /%) eingeschlossen ist.

Fiihren wir dimensionslose GroBen

k=k@3/e)l /4, 6(K) = O(k)e@ ! (e3/v5)L/4 11)
ein, so

6(k)=agk -5/ g(k). (12)

Entspr. fiir den skalaren Transfer nach (10) und mit
E(k) = E(k) (#5¢)-1/4

F(K) (= F®)/eg)

=agl o V2 E(K)/2 0(k) k512 g (K). 13)

61



Fir & ( i:) nimmt Gleichung (1) unter Beachtung von
o | s deer™® &k
ot " o d
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dk _ 11 de ~
(@ =~ 3z q¢ k nach(11))

zunichst die Form an

v1/2¢l/4 { d(ee/e3/4) ~
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Beriicksichtigt man die Relation
(%(11))

v 1 1_1 (ev)l/2
ARC IR

so erhilt man [4]

(M2 L 050 8(R) + o 4600)

(15)

Es folgt dann fiir den universellen Bereich

mit (v/e)!/2 =2 at

de
2 at~l ~g = const. ,

€@ dt
also ein Potenzgesetz.
e@~t—(m*1), (16)
bei Nullsetzen der Integrationskonstante

02 ~m 17)

Damit ergibt sich schlieBlich fiir den universellen Bereich
k > kg des skalaren Spektrums die Gleichung

{ (~2m + 1) 6(k) + k de(k)}
dk
(18)

Es zeigt sich hier theoretisch ein fundamentaler Unter-
schied im Verhalten der skalaren Schwankungen gegen-
iiber den Geschwindigkeitsschwankungen: wihrend sich
bei Existenz eines universellen Bereichs nach ( * (12) )
fiir den Grad des zeitlichen Abklingens der Geschwindig-
keitsschwankungen u’ v’/2 ~ t~1 ergibt, bleibt hier der
Grad des zeitlichen Abklingens der skalaren Schwankun-
gen unbestimmt. Neuere Meldungen haben ergeben, dak
das zeitliche Abklingen der skalaren Schwankungen
bzw. der Exponent m von der Art ihrer Erzeugung ab-
hiingt. Lin u. Lin [7] erhielten durch progressives Heizen
ihrer experimentellen Anordnung (Gitter aus Kanilen
mit Heizelementen) ein progressives Anwachsen des Ex-
ponenten m, das von m = 0,8 bis 3,0 reichte. Warhaft
und Lumley [8] erhielten mittels eines stromabwirts
vom Gitter angebrachten beheizten Netzes feiner Drihte
(»mandoline™) lediglich durch Anderung der Netzweite
und Anderung des Abstandes vom Gitter Anderungen
des Exponenten m von m = 1,29 bis 3.20.

Die definitive mathematische Formulierung des skalaren
Transfers im universellen Bereich steht wie die des Ener-
gietransfers noch aus und stellt ein Hauptproblem der
Forschung dar.

Eine Aussage ist jedoch — wie im universellen Bereich
des Spektrums der Turbulenzenergie, vgl. ( * IAb ) —
fiir die Asymptote k- o moglich. Hier ist mit Pey - 0
in der Bilanz der aus den nichtlinearen Konvektionsglie-
dern resultierende Transfer gegeniiber der skalaren Dissi-
pation als vernachlissigbar anzusehen. Es folgt dann aus

(18).

B(K)~R2m-1 o~(1/pp) k*/a

bzw. | (19)
B(R)~K2m-1 ~(1/pr) V3]5 Rep k2.
Wire

~dF/dk

—> v fiir k— oo

@) K 6(K)
so miifite 0 < yg < 1 sein und man erhielte

¢) Trigheits-Konvektionsbereich k > kg [4]

Im Trigheits-Konvektionsbereich k > kg ergibt Dimen-
sionsanalysis auch unabhingig von der Existenz eines
Trigheits-Konvektionsunterbereiches

F (k) = ogla~1/2 E()/2 O(k) K3/2; 21)

denn O(k) [T2m] und F(k) [T2s~1] bedingen einander,
und im Traghelts-Konvektlonsberelch k > kg stehen nur
noch die Linge 1/k und E (k) [m3s~2] zur Verfiigung.
Entsprechend hatte sich in  * (6)) fiir den Energictrans-
fer im Trigheitsbereich k > kg

S(k) =a3/2 E(k)3/2k5/2

ergeben.
Fir S(k) ~ ¢, F(k) = eg erhilt man dann wieder die
Spektralgesetze (4) und (5).



Der Ermittlung des skalaren Spektrums im genannten
Bereich legen wir Gleichung (18) zugrunde, die hier lau-
tet "

o a S, 46(k)] | dF(k) -
a{(l 2m)8(k)+k ~= } T @
wobei nach (13)

F(K)=egla-12E(K)1/2 6(k) k5/2;
Randbedingung ist nach (6) 8(k) = ag k—5/3 fiir k— o,
Wir erhalten dann zuniichst
d6(k)
6 (k)
_(2m-1)a -ag~la12(d)40) (E(k)1/2 el a5

ak +ag 12 E(K)1/2i5/2

bzw.

In8(k) = —In(ak +ag~la~ 12 E(k)/2K'5/2)

+2m:1[~ d k —— . (23)
ak + ae-—l a—1/2 E( k)l /12 r5/2

Hier filhren wir das Ahnlichkeitsgesetz ( * (29) ) des
Spektrums der Turbulenzenergie im Trigheitsbereich
k > kg ein:

Vx

k*(= iM_3/2)= m 9

0<x<1) (24)

Ex(=E(K)M5/2/g) =v/x (1 -x)5/2 ;

wobei
2 (ev)l/2

M = 2aa = 2a+/5/3 Re)\“1 =ga -

Das ergibt
a;=aM3/2k*=aM3/2 \/—*X ,
(1 -x)3/2

E(K)1/285/2 = ol/2M5/2EL 21 §/2

25
=al/2M5/2 x3/2 @5
(1-x)>/2

und

- dk 3/2
ak=miz 22 dx=M2 142x 4y
x Vx (1-x)3/2

Damit dann
~ ~ 1-x)3/2
ln@(k)=ln——(——5)——+1¥1+2x dx, 26)
Vx (1 + Ax) x + Ax2
woA=22_ _.1.
a9

Elementare Integration liefert
1+2x 2

= 3-1Din( + Ax),
-/x+Ax2dx lnx+(A )in(l + Ax)
womit wir 9
8(K)=const. L= miag X

Vvx (1 + Ax) @7

erhalten.

Zu fordern ist, dab fiir x> 1 (K = %) nach (6)

8(k)=agk ~5/3 =agM~3/2(1 _x)5/2, (28)

Erfiillung dieser Randbedingung ergibt dann schlieSlich

fir
ke =k M3/2, @, (ky) = O(K)M5/2/ag (29)
das Ahnlichkeitsgesetz des skalaren Spektrums im Trig-

heits-Konvektionsbereich k > kg in der Parameterdar-
stellung

kg = Vx
* (1 —x)"”2 ’
2
—1/21+tA 1-m(%-1)
Ou(ky) =(1 - x)5/2xm 2 (I‘ﬁﬁ) B - (30)
o}
ag=2fd
Al ——-1g E, (K,
—lg 5, (K.)
8
Sl
~ K%
-3 -
_ 4}
- 5_
-1 . £.> ’ 1l I é lg K,
Bid1

Khnlichkeitsprofile des dreidimensionalen Spektrums der Turbu-
lenzenergie und der dreidimensionalen Spektren skalarer Schwan-
kungen im Trigheits-Konvektionsbereich k > kg
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Den nachfolgenden numerischen Ausfiihrungen legen
wir, wie in (9) bemerkt, provisorisch

a

_g = _2_ bzw. A =
a 3 —
zugrunde:

G

In Bild 1 haben wir die entsprechenden spektralen Ver-
teilungen fiir m = 1, 3/2 und 5/2 sowie E (k4) nach (24)
aufgetragen. Auffallend ist die weite Erstreckung des
quasi —5/3-Bereiches des skalaren Spektrums bei m=1.

Als charakteristisches Merkmal des verschiedenartigen

zeitlichen Abklingens von ©2 ergibt sich theoretisch,
daB — bei gleichem homogenen isotropen Turbulenz-
feld — das Maximum (peak) des skalaren Spektrums fir

l+2x'

stirkeres zeitliches Abklingen von ©°2 (groferes m) bei '

groBierer Wellenzahl k gelegen ist bzw. daf das Turbu-
lenzelement des Maximums von O(k) ein kleineres Lin-
genmaB (length scale) besitzt.

Dieser Sachverhalt wird — wie wir noch sehen werden —
durch die oben zitierten Messungen von Warhaft u.
Lumley [8] bestitigt.

Firr 6,
erhalten wir [9] aus (31) mit

doe,
(Tx—-—Oblxo 41+

zunichst

x01/2
A=)’

k*max@

)5/2 X0m -1/2

Osmax = (1—x0 33)

1+2xy°
Damit ergibt sich dann der in Bild 2 und 3 dargestellte

Verlauf von @, 5 und kyp,x@, in Abhiingigkeit vom
Exponenten m.

ag = (Zhlx, =16

(P

ax('kv) und seine Lage im Wellenzahlenbereich k

(5—m—+/21 —6m+9m?2) (32)

19 Ky max [

a5+

Blld2

Kym 6, in Abhingigkeit vom Exponenten m
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Bid 3
©,max in Abhingigkeit vom Exponenten m

Von Interesse ist in diesem Zusammenhang auch die Be-
stimmung von E . (k) und seiner Wellenzahl k.-
Aus dem Ahnlichkeitsgesetz (24) erhdlt man — vgl.
(*TAc) —

KmaxE, = 0,5367, Eypax =0,2588.

*max

Diese Werte haben wir in den Bildern 2 und 3 eingetra-
gen. Demnach wiire

Kemax®, < KemaxE, = 0,537 fiir etwa m <1,26. (34)

Es sei angemerkt, daB diese Konstellation eine von Yeh,
Van Atta [10] durchgefiihrte Messung einer beheizten
Gitterstrtbmung (Re) = 35,2) bereits bei m = 1,29 auf-
weist.

Nach (29) haben wir die Formeln
k =k, M3/2 = k(23 /5/3)3/2a3/2 Re}\'3/2

(ev)3/ 4

2 (35)
= k*(°3—a)3/2 (u’—f)3_/2— ’

6(k) = 84,a0g M—5/2

= 04(2V/573) 3 2aga5/2Re’(?

5/2 (“’2)5/2
(ev)5/4 :

9 (36)
=Oxag(30)”
mit (11) dann

€

2 .\3/2
k—k*(ga) (ﬁl’ )3/2 )

CH)

O(k) = 8,09 <§a>‘.5’2 (o M (38)

In Bild 4 haben wir die sich nach (37), (33) und den ex-
perimentellen Daten des Turbulenzfeldes ergebenden
Werte k,, ., @ in Abhingigkeit von m mit den von War-
haft und Lumley [8] experimentell ermittelten vergli-
chen.
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- Warhaft, Lumley
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dg=(2B)% , oL <16
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Bild 4

0zt - Warhaft, Lumley
: . Theorie
_e'gk%t: g =(%h)x, =16
6" (U el |
o1+
o— '
1 2 3 m
Bild 5
ax '
in Abhiingigkeit vom Exponenten m
o2 (u—2)3/ 2

Weiter erhilt Bild 5 den Verlauf der sich nach (38) und
(33) ergebenden Dimensionslosen

9max € eﬂnax

o (G
02 ®@2)32 @2 '3

€

in Abhiingigkeit von m. (Dabei wurde, wie mehrfach be-
merkt, a@ = (2/3)a gesetzt.)

Es zeigt sich in Ubereinstimmung mit der Messung, daf
ein stirkeres zeitliches Abklingen von ©'2 sich nicht
nur in einem kleineren LingenmaBi des Turbulenzele-

mentes von O(k)y ax, sondern auch in einem kleineren
O(k)m ax manifestiert.

Theorie und Experiment ergeben qualitativ denselben
Verlauf. Die quantitativen Unterschiede, die sich in
miBiigen Grenzen halten, sind in Anbetracht der klei-

nen Reynoldsschen Zahl Re) = 45,14 der Messung —
die vorliegende Theorie setzt relativ grobes Re) bzw. die
Existenz eines Trigheits-Konvektionsunterbereiches mit
©(k) ~ k=5/3 voraus — von vornherein zu erwarten ge-
wesen.

Das trifft auch fiir den Verglelch (Bild 6) der dreidimen-

slonalen Spektren O( k) nach (35), (36) und (30) bei
= 1,29 und 3,2 mit den von Warhaft und Lumley [8]

aus ihren Messungen gewonnenen dreidimensionalen

Spektren (entnommen einem Diagramm in [8]) zu.

Warhaft, Lumiey

om=129

LIC) Recist o2

Theorie
oL=(Ph)t, - 16

Q5+

-z

Bild 6
Dreidimensionale skalare Spektren bei m = 1,29 und 3,2

B. Eindimensionales Spektrum
Gemessen wird das eindimensionale Spektrum €y (k)

—_— (=}
€2 = [ 8 (k)dk.
o
Eindimensionales Spektrum ©;(k;) ‘und dreidimensio-
nales Spektrum ©(k) stehen in der Relation

o0 e(k)

01 (ky) = dk. 39)

Fiir den Triighelts-Konvektionsunterbereich ergibt (5)

(k) = agege™ k573

€ (k1) = a@Ie@e—1/3 ky =% mitag, = %ae. (40)
Setzen wir in (39) das Ahnlichkeitsgesetz (30), (31) des
dreidimensionalen Spektrums ein, so erhalten wir [4] das
Ahnlichkeitsgesetz des eindimensionalen Spektrums im
Trigheits-Konvektionsbereich k> kg:

Aus
o O,k

Oy (ky) = [ LT
k*l *
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folgt mit

dke 11 1+2x

T CixTox i 0<x<)

1
eﬂ(xl):g S (-x)3/2xm - 3124y,
x1

dazu tritt g 1)
Vvx

k*l = ‘1—3_ .
(1-x1)3/2

4

Wir erhalten dann z. B. fir m = 1, 3/2 und 5/2 die Ver-,
teilungen

3 5. X1
m=1: Ouy(x)=3 {V"l(l_xl) (-z*3)
1—
+%arctg\/ XIXI} ’

D O (x)) = —<1 —x)%2,

IUI le

m:

w1 (x1) ——(1 -x)*? -3 > (-x)l;

die wir in Bild 7 aufgetragen haben.
Bild 8 enthilt einen Vergleich des theoretischen Spek-
trums

2 € .
kl =k*1 (§a)3/2'("?§')‘m )

2 .-5/2,53 -2
8y (k) =8y (32) **(2)* e 2eg

lg k,,

Bild 7
Ahnlichkeitsprofile der eindimensionalen Spektren skalarer
Schwankungen im Triigheits-Konvektionsbereich k > kg
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© Re, =451 m=1hi
lgs, (ki -Nar;:ﬂ, lum.‘le—y
Theorie
-a} xg=(2)x, a=i6
-5+
_6_
-2} ¥ $
1 2 3 g K,

Bild 8

Eindimensionales Spektrum der skalaren Schwankungen bei
m = 1,41 und Re), = 45,1

nach (37), (38) mit dem von Warhaft und Lumley [8] ge-
messenen eindimensionalen Spektrum hinter einem be-
heizten Gitter bei m = 1,41 und Re) =45,1.

II. Korrelationen von skalaren Schwankungen
Fiir die skalare Zweipunktkorrelation zweiter Ordnung

Re(r) =0'(¢) ©(g +#%)
bzw. die Korrelationsfunktion
90 )

f@(r) = éﬁ

u (O)u (r)

(Analogon zu f(r) = , U parallel zu %) erhilt

man bekanntlich aus den Navier-Stokesschen Gleichun-
gen die Gleichung

LCEINO)
267 @%)/2 22 (g() + 282 12 (rzaf@(’)»
(42)
in der mit der Korrelation
02 (w2)'/2 kg(r) = ©°(0) u’(0) O°(r) |
(Analogon zu (u2)3/2 k(r) = w2(O)u'(r) , w parallel

zu &) die Zweipunktkorrelation dritter Ordnung

R,.e() =0"(¢) u; (¢) © (g*#)

auftritt (Das in (42) unterstrichene Glied resultiert aus
den nichtlinearen Konvektionsgliedern der Navier—
Stokesschen Gleichungen). Nahe verwandt den skalaren
Korrelationen Rg(r) und R;g(r) sind die Strukturfunk-

tionen



be() = (6') — €'0))? = 26°2(1 - fg(r)),
dg(r) = (8'(r) — 8°0))? + (u'(r) — u’0)) 43)
= 40 (O)'(0) O°(r) = 402 (W) /2 kg(r) ;

die Analoga zu den Strukturfunktionen (vgl. (* B ))

b(r) = (w(r) —u'(0))% = 2u2 (1 — (),

3 — 449
4®) = @O - wO) =6 @232 k)
darstellen.
Fiir bg(r) lautet die zu (42) analoge Gleichung
1 obg(r)
2 oar

11 Al obe(r)
Tz N a5 ) @9

(e@ skalare Dissipation).

A. Die Strukturfunktion bg(r)
a) Trigheitskonvektionsunterbereich

Das mittlere Quadrat der relativen Temperatur iiber
der Strecke r bzw. die Struktur bg(r) wird bei groe-
rer Pécletscher Zahl Pe,

\/F(? r
v O‘/pcp)

durch die Konvektion, bei kleinerem Pe, durch die
Diffusion (Wirmeleitung) gesteuert.

Wir konnen demnach — vgl. die analoge Betrachtung
in (¥*IIAa) — im Bereich der skalaren Korrelation mit
der Breite rog einen Konvektionsbereich abgrenzen ge-
gen einen Diffusionsbereich, in welchem der Einfluk der
Diffusion zu beriicksichtigen ist. Mit wachsender Péeclet-
scher Zahl Per . wird dabei der Diffusionsbereich im-

mer mehr eingeengt. Multiplizieren wir Gl. (45) mit r2
und integrieren iiber r, so erhilt man mit

Pe, = = Re, Pr (46)

lm 2200 @7)
>0 Ot .
die bekannte Relation

do()~ — eor +2 icp ab;’(') . fire~0.  (48)
Bei vernachlissigbarem EinfluB der Diffusion

demnach de(r) ~ -- %— €@r firr~0. (49

Fiir hinreichend grofies Rey und Pey, 0 wird es dann
nach Kolmogorov im Trigheits-Konvektionsbereich
einen an den Diffusionsbereich angrenzenden Trigheits-
Konvektionsunterbereich r < rq, rog geben, der als un-
abhiingig- von den duBeren Bedingungen angesehen wer-
den kann und in welchem aufier den Variablen r bzw.
b(r) (vgl. (51)) und b@(r) nur noch die Parameter € und
€@ auftreten. Es folgt dimensionsanalytisch (Obuchow
[1] und Corrsin [2]) das 2/3-Gesetz

be(r) = Coege 13 23 firr > 0 (50)

im Triigheits-Konvektionsunterbereich; die dimensions-
lose empirische Konstante Cg ist dabei als universelle
Konstante anzusehen.

Analog gilt nach (* (54))
b(r) = C €2/3 213

(C dimensionslose empirische Konstante von universel-
lem Charakter) im Trigheitsunterbereich.

Eliminiert man'in (49) mit Hilfe von (50) und (51) den
Parameter €@ und die Variable r, so erhilt man fiir

dg(r) auch

de(r) = — g\/l_ s

im Triigheits-Konvektionsunterbereich.

fiirr—>0 (51)

b 2(@r) be(r) firr > 0 (52)

b) Universeller Bereich r < rg, rog

Im Zihigkeits-Diffusionsbereich treten (vgl. (*IIAb))
neben r als weitere determinierende Lingen

@3/e)l/4 und ((x/,,cp)3/e)1/4 auf.

Dimensionsanalytisch erhilt man bei Fortsetzung von
(50) und (51) in den Zihigkeits-Diffusionsbereich und
damit fiir den sog. universellen Bereich r <rp, g

be=Coe@ e~1/3 pg (rel/4/v3/4)

b =Ce2/3 213 prel 14/531%)

mit den bei der Dimensionsanalysis unbestimmt blei-
benden Funktionen ¢g und ¢.

Fiihren wir dimensionslose GroBen

~ ~ qi9 ~ €/v 1/2

r =r(e/,®)!/4;b=b(er) 12, bg=bg (_GGZ— (53)
ein, so haben wir demnach im universellen Bereich
bo(r)=Cor2B va), b(r)=Cr2lBe(r). (54

Entspr. nach (52)

3 1/4
To®) (= do 21T

2 1 1 M~ o~ '
37T oo b2(r) b o(r) v1g(r)- (55)
Fiir das Friihstadium gilt dabei nach ( # 1))

1v 1 d
€13 2 bzw.£:—4a(e3/v)l/2

_JFTR _1=1(eu)1/2
und nach (17)
eg ~t~(m*1)

Tranifomieren wir Gl. (45) auf die Variablen :, b [2)
und d @, so nimmt diese unter Beachtung von

1 dbg
€@ ot

~ ~ db,
=—(2ambg@+ar S)
r r
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im universellen Bereich die Form an [11]

~ 7 dh
“1rambert £
dr

(2db@)

r r2 dr dr

~pr . 11 d
(r2de)-p-

1
~e
r2

). (56)

[
Q—,Q-

ad

Die definitive mathematische Formulierung von E@(?)
in Abhiingigkeit von den Variablen T, g(?) und b @(?)
steht nogll aus und stellt — entsprechend dem skalaren
Transfer F (k) — ein Hauptproblem dar.

Eine Aussage ist jedoch fiir r > 0 — vgl. (* IAb) — még-
* lich. Hier ist mit Re, = 0 die aus den nichtlinearen Kon-
vektionsgliedern resultierende Korrelation dritter Ord-
nung als vernachlissigbar anzusehen.

Es ergibt sich bekanntlich
be(r) = %’ r2 firr~> 0 (57)

im universellen Bereich.

¢) Trigheits-Konvektionsbereich r < ry, g [11]
Fir dg(r) gibt Dimensionsanalysis hier auch unabhiingig
von der Existenz eines Unterbereiches

2
do) = -5 ——

3 \/Z:’ C@
denn nach Definition (43), (44) bedingen dg und bg,
b einander.

b1 /2(r) be(r); (58)

Setzt man in (58) fiir den Triigheits-Konvektionsunter-.

bereich nach (50), (51)
bg ~ Cg eg e-1/3 213 p~Ce2/3 r2/3,
so folgt wieder (49) dg(t) ~ — 5 cgr.

Setzen wir (58) in Gl. (56) ein, so erhalten wir fiir den
genannten Bereich die Gleichung

~

—1+a mb +£ ——
(mbo+y —2)

L1 1 4 T2p12h). (59)

_.3/2 ';z(l)slz €

I'x = a '(;Tz)—3/2— T
~ 1 b ~ _1e be
b*=ab=7 — ,b*@=ab@ =5 — — 60
3 w2 3 w2 €0 (60)
ein, so resultiert die vom Parameter a freie Gleichung
*
—1+mb¥*g+ il dbe
2 e 61
= _l_l_._l__ld (rzb*llzb*) ( )
3 \/E Ce l'-x- * e

Es folgt mit b* = F (ry) nach ( * (66) ), daf im Trigheits-
Konvektionsbereich r <rg, rog ein Ahnlichkeitsgese tz

68

b*g = Fg(rs, m) (62)

existent ist.

Eine entsprechende Aussage gilt nach (43) dann auch fiir
die Korrelationsfunktion fg(r); und zwar haben wir zu-
nichst

bg -1
TR

Nach Definition (60) sowie mit E ~ 1/t nach ( * (13)
und ©’2 ~ 1/t™ nach (17) erhalten wir

3/2)u? €0
Damit dann schlieBlich
1
- - fofnm) L. (©3)

Anhand der im nachfolgenden Abschnitt B erfolgten
numerischen Ermittlung (Tabelle 1) des Ahnlichkeitsge-
setzes

fo(tenm)  (rex = (20)3/2ry)

im Trigheits-Konvektionsbereich r < rg, rog haben wir

1 be
fir m = 1 die Verteilung von b¥*g (= ——) iiber ry

in Bild 9 aufgetragen.

Fir die universelle Konstante Cg des 2/3-Gesetzes er-
gibt sich (vgl. (83))

C
29 - 1607 (64)

Wir geben noch die Asymmetrie (skewness)
_ @) —v'(©0) (0'() — ©°(9))? __de
@ () —w'(0)? 12 () - 6°(0))?

Wi;' erhalten fiir den Trigheits-Konvektionsunterbereich
nach (52) mit (64) und

g 1315  (vgl.(*(75))
2 1 1 1 -
Sez—gfé— = 0362 3/2, (66)

in
_ 55
=g, %3 a@ nach (7) und (8)

1
\/&T \/_
Die Relationen (43) und (44) ergeben
_V2 @2 k@ (rxs)
VI TG (L—f0Exa))
Grenzwert

lim  o3/2 Sg = 0,362 nach (87).

Tex >0

(67)

Se = — 0,0828

a3/28g (68)

b1/2b9(

65)



lg b =19 (1-§ (ry)

Khnlichkeitsprofil der Strukturfunktion b*@(= 5 bg/ €3

im Trigheits-Konvektionsbereich r <r0, 0@

Tabelle 1 Tabelle 2
Tan fQ(res) . 7Y —a3/2k9(r**)
m=1 m=1,5 m=1 m=1,5

0,002 0,9868 0,002 0,0004 0,0006
0,005 0,9762 0,9653 0,0050 0,0010 0,0015
0,010 0,9628 0,9456 0,010 0,0020 0,0029
0,050 0,8957 0,8493 0,050 0,0091 0,0130
0,10 . 0,8393 0,7715 0,10 0,0168 0,0236
0,50 0,5952 0,4663 0,50 0,0576 0,0714
1,0 0,4349 0,2947 1,0 0,0810 0,0902
1,5 0,3331 9,1989 1,5 0.0896 0,0913
2,0 0,2621 0,1380 2,0 0,0905 0,0852
2,5 0,2102 0,0995 2,5 0,0872 0,0762
3,0 0,1710 0,0724 3.0 0,0817 0,0665
3,5 0,1408 0,0533 3,5 0,0752 0,0572
4,0 0,1171 0,0397 4,0 0,0683 0,0486
4,5 0,0982 0,0218 : 4,5 0,0616 0,0410
5,0 0,0831 0,0225 5,0 0,0552 0,0344
5,5 0,0709 0,0171 5,5 0,0492 0,0288
6,0 0,0609 0,0130 6,0 0,0438 0,0240
6,5 0,0526 0,0100 6,5 0,0388 0,0199
7,0 0,0457 0,0077 7,0 0,0344 0,0165
7,5 0,0400 0,0059 7,5 0,0305 0,0187
8,0 0,0352 0,0046 8,0 0,0270 0,0113
8,5 0,0311 0,0036 8,5 0,0239 0,0093
9,0 0,0276 0,0028 9,0 0,0211 0,0077
9,5 0,0247 0,0022 9,5 0,0187 0,0063

10,0 0,0221 0,0012 10,0 0,0166 0,0052

15 0,0090 0,00015 15 0,0054 0,0007

20 0,0047 0,0000¢ 20 0,0021 0,0001

25 0,0028 25 0,0010 0,0000y

30 0,0018 30 0,0005

Fir m = 1 erhalten wir mit o3/2 kg(rx) (Tabelle 2), bzw. r nimmt die Asymmetrie ab und strebt dem Wert

fe(rxx) (Tabelle 1) und f(ryx) (Tabelle in ( #) ) die in Null zu.
Bild 10 aufgetragene Verteilung. Mit wachsendem ry.
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-x* S (r,,)
03
oL l
4 021
«%5,(r.,)

03

02

Ag=(25)a
m=1

01 -

0 . . -

Bild 10 5 0
Verlauf der Asymmetric Sgbeim =1

B. Die skalaren Korrelationsfunktionen fg(r)
und kg(r)
a) Die skalare Korrelationsfunktion zweiter Ordnung
fo(n
Wir ermitteln den Verlauf von fg(r) anhand der bekann-
ten Relation
[ o) ke g
fo) = ~— ‘ ;
- O(k)dk
o

in dimensionslosen GroBen (11)

s Y (i:) sinkr
QP —

[ 8(®dk

o
Setzen wir hier das Ahnlichkeitsgesetz (31) des skalaren
Spektrums im Trigheits-Konvektionsbereich k> kg
ein, so erhalten wir mit

_ Vx

~~
r

(69)

8y = O(K)M5/2/ag

- 3 L2
= (1—x)5/2x™1/2 oz beico =3¢

und

1+2x 1

~ 1
=M3/2 = -
dk =M a x)5/2 dx

2 Vx

1/2
M=2qa= %a (ell_
u’2

(70)

70

-1

das Ahnlichkeitsgesetz der Korrelationsfunktion fg(r)
im Trigheits-Korrelationsbereich r < rg, rog

m 1. Vx
fg(r**) - l.—_); £ sin [l'-x-* (_f—-xSm ]
o 3 (71)
(1-x312x 2 g
in der Ahnlichkeitsvariablen
2 €
- 3/12.. —(“N3/2 79

nach (70) und (60).

Die numerische Auswertung fiir m = 1 und m = 3/2 (Ta-
belle 1) ergibt den in Bild 11 wiedergegebenen Verlauf
von f@(rgx). Demnach besitzt — wie unmittelbar auch
aus (71) ersichtlich — die skalare Korrelation bei gréBe-

rem m eine kleinere Breite (Integrallinge | fg(rex)dres).
o

Zusammenfassend ist nach der Theorie festzustellen, daf

ein stirkeres zeitliches Abklingen von ©’2 sich in einer
kleineren Integrallinge der skalaren Korrelation manife-
stiert, verbunden mit einer kleineren lokalen Linge des
Turbulenzelementes des Maximums des dreidimensiona-
len skalaren Spektrums (vgl. Abschnitt A, c) und gerin-
gerer Intensitit desselben.

Zum Vergleich haben wir in Bild 11 noch die longitu-
dinale Korrelationsfunktion f(rx«) (Tabelle in (*)) ein-
getragen. Es zeigt sich, daB — in Ubereinstimmung mit
einer Messung bei m = 1,29 (vgl. Bild 12) — f@(ry.) bei
m = 1 im Vergleich zu f(ry4) zunichst langsamer iiber
ry« abfillt, um dann jedoch fiir groBere ryy schneller
abzufallen; wihrend bei m = 3/2 die Korrelationsfunk-
tion f@(r««) permanent schwicher ist als f(r.).

Die erforderlichen Daten fiir einen Vergleich mit der
Theorie enthilt eine Messung von Yeh; Van Atta [10]



ag=(%)*
1
05-
0 8 0 nae(4)% drver
Bild 11
Khnlichkeitsprofile der Korrelationsfunktionen f(r) und fgr)
im Trigheits-Konvektionsbereich r <rg, rog
:9((2 ! xg=(F3)
& =16 Rex= 352
1,0 4
o £, (r) TTYeh m=129 —— i
¢ f°r) (W Van Atta ——— TheOrie m=i
0,51
’ Ut/ m, (=75%)
Bild 12

Experimentelles (m = 1,29) und theoretisches (m = 1) Profil
von fg(r)

hinter einem beheizten Gitter, wobei m = 1,29 betrug.
Die Messung wurde allerdings bei der relativ kleinen Rey-
noldsschen Zahl Re) = 35,2 durchgefiihrt, wihrend die
Theorie relativ groBes Re) bzw. die Existenz eines
—5/3-Gesetzes des skalaren Spektrums voraussetzt. Dem-

gemih sind Abweichungen der Theorie vom Experiment
von vornherein zu erwarten. Mit « = 1,6 und den in [10]
mitgeteilten Daten

€ = 0,045 m2s—3, (u'2)!/2 =0,08725 ms~!

ergibt sich nach (72)
Ty = 75,63 r bzw. Ty = 3,02 l'/Mo

(Mo = 0,04 m Maschenweite des Gitters).

Der in Bild 12 wiedergegebene Vergleich (Theorie m = 1)
zeigt in Anbetracht der Gegebenheiten eine befriedigen-
de Ubereinstimmung.

b) Die skalare Korrelationsfunktion dritter Ordnung
k() [11] -

1. Zur Ermittlung des Verlaufs von k@(r) leiten wir zu-

niichst die Integralrelation ab, die k@(r) in Beziehung

zum skalaren Transfer F (k) in der Gleichung (1) des ska-

laren Spektrums

90(k) _ 9F(k) A2
& ok 2 pe X Ok
setzt.

Multiplizieren wir hier mit sin kr/kr und integrieren iiber
k, so erhalten wir bei Anwendung der Relation (69)
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62 ig) = | X e(kydk
o
zuniichst
302 fo(r) _ _ smkr F® .
) ok
72
_ X Zsinkr o 2
sy I e KO dk.

Der Vergleich mit der Gl. (42) der skalaren Korrela-
tion ©°2 fg(r)

_(@’2fe(r)) 2972 (u’2)1/2 a ('21(9(1'))

ergibt dann

_ > sinkr 9F (k)
ke ok

o

dk

73
-202 @2tz 1 2 2 >
=287 @2 5 2 Pigm).

Multiplizieren wir hier mit r2/2 und integrieren iiber r,

- so folgt
02 (w2)1/2 2 kg(r)

ar(k) l
k3

=-3 Ly sin (kr) —krcos(kr)] dk

und damit schlieBlich

ke (ru)ot ¥2
-ko(r Y 32

——— ——

0,1 1

005-

[sin(kr) —krcos(kr)]dk

- 5 (74)
J E(k)dk)y!/2

in dimensionslosen Groﬁen (11) und (13)
11 f°° oF (k) 1

~ 2%
ke(r) = ———
[ 8@k - (5 ! B2

o

n(k r ) —kr cos(k r )]dk

(75)

2. Neben das Ahnlichkeitsgesetz (31) des skalaren Spek-
trums im Trigheits-Konvektionsbereich k> ko tritt
hier das Ahnlichkeitsgesetz (* (29)) des Spektrums der
Turbulenzenergie im Trigheitsbereich k > kg

Ex(ks) (= E (k) M3/2/a) =v/x (1 - x)%/2,
Vx (76)
k*z(l__';)'aW 0<x<1).

Fiir den skalaren Transfer F(E) haben wir nach (13) mit
(70) und (76)

F(® = ag 1o V2 BRE@H26() =125 1 (77)
. 2
bei ag = -3-(! , bzw.

~

dF(
dx

dF

aM® 4k =

d

Z
E

dx

=1

- 3
(1+2x)2
Damit erhalten wir dann das Ahnlichkeitsgesetz der

Korrelationsfunktion kg(r) im Trigheits-Konvektionsbe-
reich r <rg, rog

x™ (m+1 +2mx)dx.

Bid 13
Ahnlichkeitsprofile der Korrelationsfunktionen k(r) und k@gr)
im Trigheits-Konvektionsbereich r <rg, g
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° ° ®
o
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Bild 14

Experimentelle Profile b(r) und bgy(r)

3 2kg(rss) = _( )3/2 m —“(';1;2)';" - 1a—x)3
: Vx
sin[rex ————71
(- x)3/2 — c08 [rys ——\/—-;—-] dx. (78)
v (1—x)3/2
[T** —‘*’—(3‘“]
(1-x)3/2

Die berechneten Funktionen a3/2kg(ry) fiir m = 1 und
m = 3/2 (Tabelle 2) haben wir in Bild 13 aufgetragen; da-
zu zum Vergleich die longitudinale Korrelationsfunktion
o3/2k(ry) (Tabelle in (*)).

Vorliegende Messungen zeigen ein stark unterschiedli-
ches Bild. Der in Bild 14 wiedergegebenen Messung von
Kistler et. al. [12] kann man ein kg_ .. ~ 0,048 entneh-
men, wihrend eine von Yeh, Van Attax[lﬂ] durchgefiihr-
te Messung k@, ., * 0,08 anzeigt. Der erstere Wert
steht in guter Lberemstlmmung mit dem sich fiir @ = 1,6
ergebenden theoretischen Wert kg, = 0,045; doch ist
aus den Bildern 12 und 13 ersichtlich, daf die experi-
mentell erhaltene Korrelationsfunktion k@(r) hier we-
sentlich schneller iiber r abfillt als die theoretischen.

C. Grenzwerte fiir ry & ~ 0 im Trigheits-Konvek-
tionshereichr < rg,rog

Transformieren wir in (71) bzw. in

in|rysV x —x)3/2
1_f®(r**):f1(1-8[ \/—/(1 ) ])dx

fiir m;l
0 [reev/x/(1—x)3/2]
A (79)
auf die Variable
5/2
_ g3z dx_2 Vx(d-9°
y = raa Vx/(1=0)°%, dy rxx 1+2x ’
80
2 °°\/;(1—x)5/2 sin y
1 —fe(res) = x| T5ox 1- - ) dy.
Beschrinken wir uns auf den Bereich
e’ <y2 (y>0), (80)
so erhalten wir mit
2/3 2/3
1/3 Fxx ~ Fygx ~
1—x=x1/ 273 273 (x=1) (81)

sin 'y

2 > 1
1"f®(r**)“§r**2/3 f ys—/3(1° ) dy

:%1’**2/3 S smy dy fiir rex =~ 0
° y
bzw.
lim (1—fg(rs«))= l.**2/3 f
r**—’o ° (82)
=1 3 P(1/3)re2l3
Das ergibt dann nach (63) und (72)
lim b*g=1—fg(rxx) = %F (1/3)ary2/3
Tex0
=Cgrs2/3 firm=1, (83)
C
also _Q = él" 1/3) = 1,607 607 .

Wenn m = 3/2, so erhalten wir, wie hier nur angemerkt
sei, erwartungsgemib wieder (83).

Fiir b* = Cry2/3 hatte sich in { * (75))

€. 271“(1/3) 1,315 (84)

ergeben.

Es folgt damit fiir die universellen Konstanten Cg und
C die Relation

Ce (3/5) T (1/3) 11

T T @it L 89)
fiir die Strukturfunktionen
b*g = % b*  beirg~0 (86)
und fiir die Asymmetrie (65)
so--2 L L. 6 L

VG Co 11 C3/2
bzw. ’ 87)

6 1

B2y L
50 11 515972

= 0,362 beiryy ~ 0.

Dabei war, wie mehrfach bemerkt, ag = (2/3)a ange-u

nommen worden.
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