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Theoretische Ableitung und Bewertung unterschiedlicher
quasi-eindimensionaler Modelle fiir die statische Strukturanalyse

diinnwandiger komplexer Konstruktionen
J. Altenbach und M. Zwicke

1. Einleitung

Charakteristisch fiir die immer breiter zur Anwendung kommende Leichtbauweise sind diinnwandige, oft vielfach aus-
gesteifte Bauformen. Ein leistungsfihiges Verfahren zur Berechnung der Verformungen und Spannungen fiir solche
Konstruktionen ist die Finite-Elemente-Methode (FEM). Auf Grund der komplizierten Geometrie ist jedoch eine sehr
feine Diskretisierung notwendig, und der Aufwand fiir eine vollstindige Strukturanalyse ist relativ hoch.

Fiir die Projektierung und den optimalen Entwurf komplexer Konstruktionen reicht oft eine globale Analyse des Trag-
verhaltens aus. Dazu bieten sich fiir typische Konstruktionen, z. B. des Briicken- oder des Schiffbaus (Bild 1), eindimen-
sionale, stabférmige Berechnungsmodelle an. Fiir ausgewihlte Belastungsfille konnen bereits die klassischen Stabmo-
delle von Bernoulli und Vlasov aussagekriftige Ergebnisse liefern. Es hat sich allerdings gezeigt, daf das Verhalten allge-
meiner diinnwandiger Konstruktionen durch derartig einfache Modelle oft nicht richtig erfait werden kann und daf ins-
besondere die Beriicksichtigung der Querschnittsdeformationen und der Schubverzerrungen die Aussagequalitit eines
Stabmodelle entscheidend verbessert. Deshalb sind im Verlaufe der letzten Jahre viele Anstrengungen unternommen
worden, die Einfliisse der Schubverzerrungen und der Querschnittsdeformationen auf die Spannungen und Verformun-
gen genauer zu analysieren (z. B. [2]. [4] bis [8], [10] bis [15]). Im Ergebnis dieser Forschungen entstand eine Vielzahl
verallgemeinerter Modelle fiir dunnwandige Stiibe.

Im vorliegenden Beitrag wird gezeigt, daf3, ausgehend von der Theorie linearer prismatischer Schalen, ein iibersichtlicher
deduktiver Zugang zu unterschiedlichen verallgemeinerten linearen Stabmodellen gefunden werden kann. Damit ist eine
bessere Einordnung der in der Literatur auf sehr verschiedene Weise abgeleiteten verallgemeinerten Modelle diinnwandi-
ger Stibe moglich. Die Ableitungen werden auf statische Beanspruchungen beschriinkt. Die Erweiterung auf eine dyna-
mische Strukturanalyse ist einer folgenden Arbeit vorbehalten.
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Bild 1:
Typische Querschnittsformen diinnwandiger versteifter Konstruk-
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b) Querschnitt eines Containerschiffes

2. Eindimensionales Berechnungsmodell fiir dinnwandige prismatische Schalen

Fiir die folgenden Ableitungen gelten alle Voraussetzungen der linearen Elastizitdtstheorie AuBerdem wird homogenes
und isotropes Matenal mit dem Elastizitatsmodul E und der Querkontraktionszahl v vorausgesetzt.

Geometrisch besteht eine prismatische Schale (vielfach auch als Faltwerk bezeichnet) aus diinnwandigen ebenen recht-
eckigen Schalenstreifen, welche an ihren in Lingsrichtung verlaufenden Seitenkanten biegesteif oder gelenkig mitein-
ander verbunden sind. Zur Beschreibung solcher Stabschalen werden globale und lokale kartesische Koordinaten be-
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nutzt (Bild 2). Die x- und die y-Achse sind frei wiihlbare Querschnittsachsen. Bei praktischen Problemstellungen erweist
es sich auch zum besseren Vergleich mit klassischen Stabmodellen meist als sinnvoll, dafiir die Hauptachsen des Quer-
schnittes zu benutzen. Die z-Koordinate verliuft senkrecht zur x- und y-Achse. Die z-Achse wird deshalb im weiteren
als Stablingsachse bezeichnet. Fiir jeden Schalenstreifen i spannen die Koordinate z und die entlang der Profilmittel-
linie verlaufende Profilkoordinate s; die Schalenmittelfliche (SMF); auf. Die dazugehérige Flichennormale wird mit n;
bezeichnet. Analog zu den lokalen Koordinaten werden fiir die i-te SMF auch lokale Verschiebungen

U =y (zs)
vi = v (%)
Wi = Wi (%)
definiert (Bild 2).

__ Schalenstreifen
™~

7

Bild 2:
Definition der Koordinatensysteme und der Verschiebungen fiir
einen ausgewihlten Querschnitt

Auf Grund der Diinnwandigkeit kann entsprechend der Bernoulli-Hypothese fiir die Deformationen angenommen wer-
den, daB die Flichennormalen der SMF bei Plattenverformungen der SMF erhalten bleiben, d. h.:
’an = ‘st = 0
Da auberdem die einzelnen Streifen eben sind, wird im Rahmen einer linearen Theorie der ebene Scheibenspannungszu-
stand mit dem Biegespannungszustand der Kirchhoffschen Plattentheorie superponiert. Das elastische Potential der
Stabschale ergibt sich damit als Summe der Potentiale der einzelnen Streifen
1 d 3

H—E[l f 1 [Et[ ,+ . ’+ o+ ’).]+Gt[.+ ,]2+E_:,tl [(.-+ 9\2 21 . Lh) .39
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| &
— 2[pi * pgivi + Pniwi]] dsdz + | { — [ayi; * Q% + apiwi] 220

—'[qzi“i *qsiVY; + qniwi] |z=] } dSi ] (1)
Dabei gilt
,_ 0 . 0
( ) —a_z ) ( ) a—Sl
= E E
E =—0U ; G =—"_
1-»2 2(1+v)

Als Belastungen wurden die in Koordinatenrichtung wirkenden, statischen Fliachenlasten
Pzi = Pui (%)

Psi = Psi (28)

Pni = Pni (2, si)

sowie an den Riindern z = 0 und z = | die Linienlasten

Bi = Gai (5)

9si = 9si (%)

9ni = 9ni (%)
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einbezogen. Treten konzentrierte Lasten auf, so sind die Integrale im Stieltjesschen Sinne zu verstehen.
Durch geeignete Produktansitze fiir die Verschiebungen

u (2, 8) = U. (2) o (s
i (2, 3) (2;) i (@) ¢ (%)

i) = B Vi i) @

wi(z, ;) = (fk') Vi(@) Ex(s) “ : —
Bild 3: 4 -
Elementarer Querrahmen S, S3 e

mit den verallgemeinerten Koordinaten ¢; (s), ¥ (s) und & (s) und den verallgemeinerten Verschiebungen Uj(z) und
Vi (2) wird die Aufgabe auf ein eindimensionales Modell reduziert. Die Qualitit des eindimensionalen Modells wird ent-
scheidend durch die verallgemeinerten Koordinaten bestimmt. Sie legen die moglichen Deformationszustinde des Ge-
samtquerschnittes in Abhingigkeit von der Profilkoordinate s fest. Dabei ist die Profilkoordinate s als Gesamtheit aller
Profilkoordinaten s; zu verstehen. Die verallgemeinerten Koordinaten lassen sich anschaulich durch die Deformationen
eines sogenannten elementaren Querrahmens (Bild 3) deuten und schriinken dessen Verformungskinematik auf die Sum-
me endlich vieler linear unabhiingiger Teilzustinde ein.

Im Bild 4 sind die wesentlichsten Verformungszustinde fiir den sehr einfachen elementaren Querrahmen eines einzelli-
gen Kastentragers zur Veranschaulichung grafisch dargestellt.

Das Einsetzen des Produktansatzes (2) in das Potential (1) liefert mit 81T = 0 nach den Regeln der Variationsrechnung
ein Differentialgleichungssystem fiir die verallgemeinerten Verschiebungen U; (z) und Vy (z). Mit Hilfe der Vektoren
und Matrizen

f_T = (§p1,§02, [ TECIRI (pj, ) QT:(UI’U2’U3""’Uj’ )

T = Uy Vi) VI = (V) Vo Vg VL)
ET = (Elv E2a E3a ey Ek’ )

B d; dj
f, = g) J o Pai gds r, = (§) J i gds
d; dj
fo = Z J pg Vdy rg= Z [ qq Vds
(i) o (i) o
dj dj
.fn = (Z_) S Pni édsi Tn = Z J 9ni édsi
i) o (i) o
d. d
A =2 [ geTydy B=32 [ ¢gydy
(i) o (i) o -=
di o di .o
C =2 [ gyTydy D=2 [ i ydy
(i) o (i) o -
dj . dj
H =2 0 §yThd R=2 5 yyTdy
(i) o (i) o -
dj .. . t3 di ... t3
=3 T 1 ds S =3 T ! gs
@5 nns SRR A
dj .. t-3 dj l:-3
T =3 T 1 gs N=23 T ! ds
T THJ Ent ST n

lassen sich die Differentialgleichungen (3) und die dazugehorigen Randbedingungen (4) fiir die Rinder z = Qund z =1
iibersichtlich in Matrizenform schreiben.

54



N Ny

Z — Bild 4:
?3 \ ‘/’,/ Darstellung einfachster verallgemeinerter K oordinaten fiir die
/ Berechnung eines einzelligen rechteckigen Kastentrigers

A %' v, €, L
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glp 2 2 (G*’b)dzz

— E@” + GB_U + GE_Y’ —VEQY’ _ fz
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sVT (ENV” + vEQTYV) -0
SUT (BAU + 4EDY + 1 :o




(Die positiven Vorzeichen in den Randbedingungen (4) gelten fiir den Rand z = 0 und die negativen fiir z = 1.)

Das elastische Potential (1) enthilt alle Anteile der klassischen linearen Scheiben- und der Kirchhoffschen Plattentheo-
rie, d. h., Vereinfachungen des Berechnungsmodells folgen somit nur noch aus der Einschrinkung der Querschnittsde-
formationen bedingt durch die Auswahl der verallgemeinerten Koordinaten. Mit zunehmender Anzahl der voneinander
linear unabhingigen verallgemeinerten Koordinaten konvergiert die Losung gegen die exakte Scheiben-/Plattenlosung.
Fiir bestimmte Aufgabenklassen konnen aber bereits im elastischen Potential (1) Vereinfachungen vorgenommen wer-
den, ohne die Aussagequalitit des Modells wesentlich zu verschlechtern. Deshalb werden im weiteren die Moglichkeiten
solcher Modellvereinfachungen untersucht. Gleichzeitig wird eine systematische Einordnung unterschiedlicher verallge-
meinerter Stabmodelle vorgenommen.

3.  Vom Schalen- zum Stabmodell
3.1. Querdehnungen der SMF

Einen geringen Einfluf auf die zu berechnenden Spannungen haben die Querdehnungen €, der SMF. Wirksam werden
sie vor allem dann, wenn sie konstruktiv behindert sind, wie z. B. bei der Biegung von Stabschalen mit geschlossenem
Profil (Bild 5).

AuBierdem fiihrt die Vernachlissigung der Querdehnungen im allgemeinen dazu, daf deutlich weniger Deformationszu-
stinde des Querrahmens, d. h. verallgemeinerte Koordinaten, in die Produktansitze (2) einbezogen werden miissen. Der

Verzicht auf verallgemeinerte Koordinaten, die Querdehnungen der SMF widerspiegeln, entspricht der Annahme, daf
die Querdehnungen vollstindig behindert sind. '

€ = 0 (%)

)

1’,5’55 ‘?’Grga

Bild 5:

a) Profildeformation auf Grund der behinderten Querdehnungen
bei der Biegung eines dreifach geschlossenen Querschnittes

b) Verallgemeinerte Koordinaten zur Beriicksichtigung der Quer-
dehnungen beim einzelligen Kastentriger

Damit entfallen in den Gln. (3) und (4) die mit den Matrizen D und H verbundenen Anteile.
Entsprechend folgt fiir die Lingsmembranspannungen
o, " Eu’ (6a)

In den klassischen Stabmodellen wird der ,.Ersatzmodul” E nur fiir die Biegung breiter Querschnitte zur niherungswei-
sen Beriicksichtigung des Effektes der verhinderten Querkontraktion angewandt. In vielen Fillen ist es realistischer, den
Elastizititsmodul E, d. h.

g, - Eu’ (6b)
zugrunde zu legen.
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Mit den Annahmen (5) und (6b) folgt aus dem Potential (1)

~ EAU” + GBU + GCV’ -1,
_ _ _ Q)
_ GETH,"’ EI_“_Y”” + VE(_)_‘_,” + VEQTX”
~ GRV” - 4GTV" + ESV =g+,
e ]

3VT ©CTU - ENV™ —»EQTY" + GRV'

+46TV t[l's"".'u]) =0
VT (ENV” + vEQTY) =0 ®)
SUT BAU * 1,) - 0

Das vereinfachte Differentialgleichungssystem (7) findet man in Arbeiten von Kollbrunner, Hajdin (8] (Kap. VI) und
Moller [10].

Benutzt man die Gl. (6a), dann steht in den Gln. (7) und (8) vor der Matrix A der Faktor E. In der Literatur wird
hiufiger von der Annahme (6b) Gebrauch gemacht. Die meisten Autoren setzen aber auch eine Querkontraktionszahl
v = 0 voraus (z. B. [15]), und dann sind E und E identisch. In dieser Arbeit werden die Annahmen (5) und (6b) getrof-
fen.

3.2. Schubverzerrungen der SMF

Die niichste bedeutende Modellvereinfachung beruht auf der Annahme, daB keine Schubverzerrungen in der SMF auf-

treten.
Togi = Wt v; =0
Damit werden die verallgemeinerten Verschiebungen U; von Vy abhingig, und mit p; = 1 sowie

o = Vi
U = -V

folgt aus dem Potential (1) das Differentialgleichungssystem.

Eé_}_,”” + E‘Mnn + VE_Q__Y”

+ vEQTY™ — 4GTV" + ESV RTINS ©)
GYT (—EA__V’“ _ E_Nl"” _ VEQTY,
+4GTV’ + £, £{rg+r,]) =0
' _ _ (10)
5V'T AV™ + ENV" + »EQTV %1,) -0

Die Gln. (9) und (10) liefern aber nur fiir Stibe mit offenem Querschnitt realistische Ergebnisse. Eine ausfihrliche Dar-
stellung dieser Theorie ist bei Kollbrunner, Hajdin in [8] (Kap. V) zu finden.

Die Vernachlissigung der Schubverzerrungen der SMF wirkt sich jedoch bei einem nicht unerheblichen Teil praktischer
Aufgabenstellungen ungiinstig aus. Besonders gilt dies fiir die Torsion geschlossener Querschnitte. Aufierdem sei darauf
hingewiesen, daB es im allgemeinen nicht ausreicht, die sich aus der klassischen Torsionstheorie von St. Venant bzw.
Bredt ergebenden Schubspannungen (auch als die priméren bezeichnet) zu beriicksichtigen. Es sollten auch die durch
Wolbbehinderungen hervorgerufenen Schubspannungen, d. h. die sekundiren oder Wélbschubspannungen, einbezogen
werden [7]. Weiterhin ist es fiir kurze Stabschalen zu empfeblen, die Schubverzerrungen der SMF nicht zu vernachlssi-
gen. Verursacht durch den Querkraftschub iiben sie einen spiirbaren Einflufs auf die Verschiebungen aus (Bild 6).

Damit kann grundsitzlich eine Unterscheidung der verallgemeinerten Stabmodelle in solche mit und solche ohne Be-
riicksichtigung der Schubverzerrungen der SMF vorgenommen werden. Da aber die weiteren Modellvereinfachungen fiir
beide Varianten gleichermaien méglich sind, werden sie im folgenden parallel betrachtet.
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Bild 6:
Ty;});sche Beispiele fiir das Auftreten von Schubverzerrungen der
SM
M a) Wolbkrafttorsion offener Profile (sekundire Schubspannungen)
T b) Torsion geschlossener Querschnitte (priméire und Wélbschub-
spannungen)
c¢) Querkraftbiegung kurzer prismatischer Schalen

3.3. Lingskrimmungen der SMF

Bei der Anwendung des Bernoulli-Stabmodells fir diinnwandige Profile werden im allgemeinen die Flichentrigheits-
momente nidherungsweise ermittelt. Ubertriigt man dies auf die Stabschalenmodelle, dann ist es identisch mit einer
Vernachlissigung der Lingshiegemamente und des Einflusses der Lingskrimmungen auf die Querbiegemomente in den
Schalenstreifen. Die Auswirkung dieser Vereinfachung lift sich durch einen Vergleich des niherungsweise und des
exakt berechneten Flichentrigheitsmomentes abschitzen. Z. B. ergibt sich fiir einen typischen Plattenbalkenquer-
schnitt (Bild 7) eine relativ grofie Differenz von 4 %. Aus diesem Grund ist fiir dickwandige Querschnitte diese Verein-
fachung nur begrenzt anwendbar.

Die Vernachlssigung der Lingskriimmungen fiihrt in den Gleichungen (7) und (8) auf

-E&J”+G_B_U+Gg’ =1,
. (11) N N N|
~ GCTU’ - GRY” - 46TV" + ESV - £+, @ & g
8VI (GCTU + GRV’ + 46TV’ # [r, +r,]) =0
- -~ - - -7 12) .
Bild 7:
6[_JT (EAU’£r,) =0 Plattenbalkenquerschnitt

Fiir die praktische Umsetzung ist es vorteilhaft, daff die Matrizen Q und N entfallen und sich damit die Ordnung des
Differentialgleichungssystems verringert. :

Ohne Schubverzerrungen der SMF ergibt sich folgendes Berechnungsmodell:

EAV”™” _ 4GTV” + ESV | = f +f, + £, (13)
VT (~EAV™ +4GTV*+ £, * [r, + r,]) =0

- (14)
sV BAV” 7 r,) =0

Die Gln. (13) und (14) entsprechen im wesentlichen den Modellvorstellungen von Schardt [11], der allerdings nur offe-
ne unverzweigte Querschnitte betrachtet. Eine Erweiterung fiir beliebige Querschnitte mit niherungsweiser Einbezie-
hung der Schubverzerrungen hat Sedlacek [13] vorgenommen.

Ein besonders fiir die FEM geeignetes Berechnungsmodell erhilt man, wenn im elastischen Potential (1) nur die Lings-
kriimmungen vernachlissigt werden.
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— EAU” + GBU + GCV’ — »EDV” = f (15)

vEDTU* — GCTU” — GRV” — 4GTV”

+ ES_V + Eﬂ = £+ £,
8YT (GCTU + GRV' + 4GTV" # [r,+r,]) = 0
~ B (16)
5UT @AU" + vEDV * r,) - 0

3.4. Verdrillung der Schalenstreifen

Die Differentialgleichungen (13) und (14) vereinfachen sich noch weiter, wenn auch auf den Drillwiderstand der Scha-
lenstreifen verzichtet wird, d. h.

GT = 0

Es verbleibt das Berechnungsmodell

EAV™ + ESV = f +i + £ (17)

5V'T BAV" 7 1r,) = 0

Die GIn. (17) und (18) sind identisch mit der Theorie steifknotiger Faltwerke von Gruber bzw. der von Vlasov ent-
wickelten halbmomentenfreien Schalentheorie ohne Beriicksichtigung der Schubverzerrungen [14] (Kap. XIIT). Mit Aus-
nahme kurzer Stabschalen (1:d < 5:1) ist dieses Modell fiir Torsionsbelastungen weniger geeignet. Eine Verdrillung
offener Profile lift sich nur dann erfassen, wenn die Verwdlbung behindert ist.

Eine groBere Verbreitung hat die halbmomentenfreie Schalentheorie von Vlasov mit Beriicksichtigung der Schubver-
zerrungen in der SMF [14] (Kap. XIV) gefunden. Das Modell geht durch Vernachlissigung des Drillwiderstandes der
Schalenstreifen aus den Gln. (11) und (12) hervor.

~ FAU” + GBU + GCV’ - f,
_ (19)
~ 6CTU — GRV” + EsV = f,+1,
5V (GCTU + GRY" # [r, +1,]) =0
(20)
SUT (BAU’ £ 1,) = 0

Diese Differentialgleichungen werden relativ hiufig zur Berechnung von Kastentrdgern benutzt. Dafiir sind z. B. die im
Bild 4 angegebenen verallgemeinerten Koordinaten geeignet. Die Bedeutung dieses verallgemeinerten Stabmodells be-
ruht darauf, daf mit vergleichsweise einfachen Mitteln die Profilkonturdeformation zugelassen ist und die dabei wir-
kende Querbiegesteifigkeit beriicksichtigt wird.

3.5. Gelenkfaltwerk

Fiir besonders diinnwandige Konstruktionen und solche, bei denen die Kantenverbindungen nicht ausreichend biege-
steif sind, ist es sinnvoll, auch die Querbiegesteifigkeit zu vernachlissigen. Dann werden zwar Profilkonturdeformatio-
nen in die Rechnung einbezogen, aber die Querkrimmungen der Schalenstreifen bleiben unberiicksichtigt.

Das entsprechende Differentialgleichungssystem ohne Schubverzerrungen beinhaltet dann nur noch das Gleichgewicht
in Stablingsrichtung.
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GY,T (E&]” F Ez) = 0

Mit den Schubverzerrungen der SMF ergibt sich das Berechnungsmodell

~EAU” + GBU + GCV’ - 1,
(23)
~GCTU" ~ GRV” - f, v —
sVT (GCTU + GRV' # 1) =0 I % |
(24)
suT (AU £ 1,) =0 J ._...w
Bild 8:

Verallgemeinerte Koordinaten fiir die Verschiebung des Quer-
schnittes in seiner Ebene bei Anwendung der Gelenkfaltwerk-
theorie
Obw?hl Verschiebungen w; normal zur SMF auftreten, entfallen hier die verallgemeinerten Koordinaten ., da auch die
Matrizen Q, S, T und N in den Gln. (21) bis (24) nicht mehr enthalten sind. Damit gestaltet sich die Ermittlung bzw. die
Ausw?hl der verallgemeinerten Koordinaten wesentlich einfacher (vgl. Bild 8 mit Bild 4).
Fj iir die Am.vendung der Modellvorstellung des Gelenkfaltwerkes ist mindestens an einer Stelle die Profilkonturdeforma-
tion zu behindern. Dies kann mit Rand- oder Ubergangsbedingungen erfolgen.

3.6. Starre Querschnittskontur

Bisher wurden schrittweise Vereinfachungen des allgemein formulierten elastischen Potentials und des dazugehorigen
Differentialgleichungssystems vorgenommen. Mit den Gln. (21) und (22) sind diese Méglichkeiten erschopft. Doch die
Qualitit der zu erwartenden Losung wird wesentlich durch die Auswahl der verallgemeinerten Koordinaten bestimmt.
So kann das Modell weiter vereinfacht werden, indem fiir die Verschiebungen des Querschnittes in seiner Ebene nur die
drei Starrkorperbewegungen als veraligemeinerte Koordinaten benutzt werden. (Fiir das Beispiel im Bild 4 wird dann
auf Y, und £, verzichtet.) Dies ist gleichbedeutend mit der in allen klassischen Stabmodellen gemachten Vorausset-
zung, daB die Gestalt (d. h. die Kontur) des Querschnittes auch fiir den verformten Stab erhalten bleibt.

Cbernimmt man fiir die Verschiebungen in Lingsrichtung ebenfalls die Annahmen der herkmmlichen Stabtheorien, so
werden fiir ¢; nur die drei restlichen Starrkérperbewegungen und die Einheitsverwdlbung angesetzt. Damit hat das Mo-
dell den Verschiebungsfreiheitsgrad 7 und lautet mit Beriicksichtigung des Drillwiderstandes und der Schubverzerrungen
der SMF in der hier gewihlten Schreibweise.

—EAU” + GBU + GCV’ = f,
Bl T (25)
~GCTU’ — GRV ™ 4GTV™ = £+ 1y
§VT (GCTU + GRV’ + 4GTV" £ [r, +r,)) =0 :
(26)
BI_JT (Eé_l..]’ * Ez) =0

Setzt man darin nur die Verdrehung des Querschnittes um das Drillzentrum und die Emnheitsverwdlbung an, dann ver-
bleiben die Gleichungen, mit denen Heilig den Schubverformungseinflufs auf die Wolbkrafttorsion bei offenen und ge-
schlossenen Profilen untersucht hat [6], [7].

Fiir die Berechnung von Stiben mit offenem Querschnitt werden vorteilhaft die Schubverzerrungen der SMF ausge-
schlossen.
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EAV™ — 4GTV" S fthtf, @

8VT(—EAV™ + 4GTV' + f, * [r, + o)) = 0

azq’]‘ (EA__V” F l_'z) =0

Darin sind dann auch die vier Gleichungen des Stabmodells von Bornscheuer [5] bzw. Vlasov [15] enthalten.

3.7. Mittragende Breite

Unabhiingig davon, welches der hier abgeleiteten Modelle angewandt wird, ist es bei der Biegung diinnwandiger Stibe
sinnvoll, auch den Effekt der mittragenden Breite wenigstens niherungsweise zu beriicksichtigen. Ubereinstimmend mit
Schroeder [12] werden dann zusitzlich quadratische Verwdlbungen (Léngsverschiebungen der jeweiligen Gurte) zuge-
lassen (Bild 9). Prinzipiell konnen dafiir noch weitere hohergradige verallgemeinerte Koordinaten ¢; verwendet werden.

s Y6

Bild 9:

/ Verallgemeinerte Koordinaten fiir die Lingsverschicbungen, spe-
ziell zur niherungsweisen Einbeziehung des Effektes der mittra-
genden Breite

3.8. Starrer Querschnitt

Wenn fiir die verallgemeinerten Koordinaten nur die sechs Starrkdrperbewegungen des Querschnittes zugelassen werden,
dann liefern die Gleichungen (25) und (26) das Timoshenko-Stabmodell.
Ganz analog ist das Bernoulli-Stabmodell in den Gln. (27) und (28) enthalten.

4. Numerisches Beispiel

Das Ziel bei der Anwendung verallgemeinerter Stabmodelle fiir praktische Aufgaben besteht natiirlich darin, mit mog-
lichst wenig Aufwand ein der Realitit sehr nahe kommendes Ergebnis zu erhalten. Dafiir muf man zwangsliufig ent-
scheiden, welche charakteristischen Verformungen beriicksichtigt bzw. vernachlissigt werden.

Ein einfaches Beispiel soll die Modellfindung erleichtern. Es wird ein gabelgelagerter zweizelliger Kastentriger unter-
sucht, der in Feldmitte durch eine exzentrisch angreifende Kraft belastet ist (Bild 10).

r | Tr

LF ot
L | i
z 1 d d
{
-
F- 10 KN Querschnitt
[ =15000 mm
d= 1000 mm

t = 150 mm

Bild 10:
Numerisches Beispiel: Geometrie, Belastung und |.agerung eines
zweizelligen Kastentrigers
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Zur Auswertung wird die Verteilung der Lingsnormalspannungen im unteren Gurt in Feldmitte (Lastangriffsstelle) her-
angezogen. Die 10 unterschiedlichen zur Lésung benutzten Modelle und die damit erzielten Ergebnisse sind in Tabelle 1
angegeben (vgl. auch Bild 11).

Als ,quasiexakte™ Vergleichslosung wurde eine FEM-Lésung mit Semiloofschalenelementen [16] berechnet. Dazu wur-
de unter Ausnutzung der Symmetrie der halbe Triiger mit 140 rechteckigen Semiloofelementen (Elementfreiheitsgrad
32) diskretisiert.

Sedlacek [13] hat eine analytische Losung des modifizierten Differentialgleichungssystems (13) fiir dieses’Beispiel vor-
genommen. Dabei sind bereits zwei mégliche Zustiinde der Profilkonturdeformation einbezogen. Da Sedlacek fiir dieses
Beispiel die Schubverzerrungen vernachlissigt, weichen die Ergebnisse von der ,,quasiexakten’” Losung ab.

Moller [10] 16st die Differentialgleichungen (7) mit dem Differenzenverfahren. Da nur die Behinderung der Querdeh-
nungen und der Effekt der mittragenden Breite unberiicksichtigt sind, stellen diese Ergebnisse bereits eine relativ ge-
naue Losung dar.

Zur Bewertung der unterschiedlichen Modelle wurden im Rahmen der eigenen Forschungsarbeiten mit Hilfe des Pro-
grammsystems Cosar [16] unter Verwendung eindimensionaler finiter Elemente 7 weitere FEM-Lésungen mit unter-
schiedlichen Berechnungsmodellen ermittelt. Dabei erfolgt die Diskretisierung in Lingsrichtung einheitlich jeweils fiir
eine Symmetriehilfte mit 8 quadratischen isoparametrischen Elementen. Die verwendeten Differentialgleichungen und
die Anzahl der variierten verallgemeinerten Verschiebungen sind in Tabelle 1 angegeben. Die Auswahl der verallgemei-
nerten Koordinaten wurde so vorgenommen, daf beliebige Belastungsfille berechnet werden konnen. Es wurden des-
halb auch die verallgemeinerten Verschiebungen, die durch die konkrete Belastung nicht angeregt werden, mit aufge-
fiihrt.

Tabelle 1:
Ergebnisse des numerischen Beispiels

Lfd. Modell Differential- ~Anzahl der ver- Lingsnormalspannungen (Ncm™2) im
Nr. gleichungs-  allgemeinerten unteren Gurt in Feldmitte
system Verschiebungen 0,  op gc1 Oca op Og
Bernoulli-Stab 27) 2 10,00 1000 10,00 10,00 1000 10,00

2 Wolbkrafttorsion mit ~ (25) 9 10,99 10,33 966 966 963 9,60
Schubverzerrung
(lin. Verwolbung)

3  Gelenkfaltwerk mit (23) 11 24,77 16,67 8,57 8,57 3,15 -228
Schubverzerrung
(lin. Verwolbung)

4  Gelenkfaltwerk mit (23) 18 26,25 15,33 9,08 9,08 3,33 =221
Schubverzerrung
(quadr. Verw6lbung)

5  Sedlacek [13] (13) g} 1732 1261 790 790 7,14 6,38
halbmomentenfreie (11) 17 1405 1144 883 883 841 800
Vlasov-Schale (lin. .

Verwolbung mit
Drillsteifigkeit)

7 Maller [10] ) 71) 1417 1143 869 869 838 8,07

8 halbmomentenfreie (11) 24 15,39 1023 9,36 9,36 8,49 8,12
Vlasov-Schale (quadr.

Verwolbung mit
Drillsteifigkeit)
9  halbmomentenfreie (15) 38 15,54 10,13 9,69 932 849 8,19
Vlasov-Schale (quadr.
Verwdlbung mit Quer-
dehnungen und Drill-
steifigkeit)
10 ,quasiexakte” Schei- 3) - 1542 10,14 935 920 846 8,11
ben-/Plattenlésung

1) Die verallgemeinerten Koordinaten sind speziell fiir diesen Lastfall ausgewihit.
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~
ST BERNOULLI-Stab
L7 — - — VLASOV-Stab
———— Gelenkfaltwerk
————— SEDLACEK [13]

Schalenmodell

Bild 11:

Darstellung der mit unterschiedlichen Modellen berechneten
Spannungen und Verschiebungen

a) Lingsnormalspannungen im unteren Gurt

b) Verschiebungen in der Querschnitisebene in Feldmitte

Die beiden ersten Rechnungen (Tabelle 1) entsprechen den klassischen Stabmodellen. Das reale Verhalten wird nur re-
lativ schlecht widergespiegelt. Auch die Theorie der Wolbkrafttorsion mit Schubverformungseinfluf bewirkt bei einer
als starr angenommenen Querschnittskontur nur eine geringe Ergebnisverbesserung.

Eine Abschitzung der durch die Profilkonturdeformation maximal méglichen Spannungsumverteilungen erfolgt durch
die Idealisierung zum Gelenkfaltwerk. Im Vergleich zu den klassischen Modellen sind die Spannungen im linken Steg
auf mehr als das Doppelte angewachsen. Bild 11 zeigt die damit verbundene starke Querschnittsdeformation. Bei der
Anwendung der halbmomentenfreien Schalentheorie sinkt der Fehler in den Spannungen bereits auf 10 %. Es wird
deutlich, dab die Beriicksichtigung der Querbiegesteifigkeit eine neue Qualitit bedeutet.

Erstaunlich ist, wie sich bei diesem Querschnitt der Effekt der mittragenden Breite auswirkt. So betriigt in der Rech-
nung Nr. 8 der Fehler fiir die maximale Spannung nur noch 1 %.

Dagegen fiihrt die Einbeziehung der Querdehnungen in Rechnung Nr. 9 nur zu einer geringfiigigen Erh6hung der Gurt-
spannungen. (Die Querkontraktionszahl wurde mit » = 0,3 angenommen.) Ebenso machte sich die Vernachlissigung der
Léngskrimmungen der SMF nur wenig bemerkbar, wie der Vergleich von Rechnung Nr. 9 mit der ,,quasiexakten”

Losung zeigt. In der Realitit bewirken die Lingskrimmungen natiirlich, daf die Lingsnormalspannungen nicht konstant
iiber die Wanddicke verteilt sind.

5. SchluBfolgerungen

Bei der Entwicklung eines leistungsfihigen Verfahrens zur Spannungs- und Verformungsanalyse diinnwandiger Stabscha-
len ist eine universelle Einsatzmoglichkeit anzustreben. Deshalb sollten sowohl die Schubverzerrungen der SMF als auch_
die Plattendrillsteifigkeit der Schalenstreifen beriicksichtigt werden. Durch eigene Beispielrechnungen konnte nachge-
wiesen werden, dafi das Berechnungsmodell dann gleichermafen fiir offene und geschlossene Querschnitte geeignet ist.
Das vorgestellte Beispiel verdeutlicht, da die Behinderungen der Querdehnungen und die Lingskrimmungen vernach-
lissigt werden konnen. Demzufolge bietet sich das Differentialgleichungssystem (11), (12) an. Mit Hilfe spezieller ver-
allgemeinerter Koordinaten kann der Effekt der mittragenden Breite niherungsweise beriicksichtigt werden.

Fiir Stibe mit mehrfach verzweigten oder mehrfach geschlossenen Querschnitten ist eine durchgiingige computerge-
stiitzte Losung anzustreben. Einen effektiven Losungsweg erhilt man durch automatische Definition der verallgemei-
nerten Koordinaten mit anschlieBender Ermittlung der daraus resultierenden Koeffizientenmatrizen und numerischer
Losung des Differentialgleichungssystems.

Fiir die Losung des Differentialgleichungssystems hat Méller [10] erfolgreich das Differenzenverfahren angewandt.

Wenn die Langskrimmungen der SMF vernachlissigt werden, dann entfallen im elastischen Potential die zweiten Ablei-
tungen der verallgemeinerten Verschiebungen. Es kann dann unmittelbar ein von Landgraf [9] entwickelter Losungs-
algorithmus benutzt werden. Dabei wird das eindimensionale Variationsproblem auf ein kanonisches Differentialglei-
chungssystem zuriickgefiihrt und mit Hilfe von Ubertragungsmatrizen gelost.

Natiirlich bietet sich auch die Finite-Elemente-Methode zur Lésung des Variationsproblems an. Entsprechende eindi-
mensionale Elemente auf der Grundlage einer verallgemeinerten halbmomentenfreien Schalentheorie von Vlasov wur-
den von Altenbach, Kissing u. a. in [1] bis [3] vorgestellt. Dieser Losungsweg ermoglicht die Erweiterung der Element-
kataloge universeller FEM-Programmsysteme und eine besonders effektive Analyse komplexer Strukturen. B
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