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Holm Altenbach
0. Einleitung

Bei der Beurteilung des Deformations- und Spannungs-
zustandes ist die Einbeziehung allgemeinerer Werkstoff-
eigenschaften von zunehmender Bedeutung. Dabei neh-
men Polymerwerkstoffé eine besondere Stellung ein, da
einerseits ihre Eigenschaften einen breiten Einsatz auch
als Konstruktionswerkstoffe zulassen und andererseits
auf dem Gebiet der mathematischen Beschreibung der
Materialeigenschaften von Polymerwerkstoffen in den
letzten Jahren grofie Fortschritte erzielt wurden. Fiir
diese Werkstoffklasse kann vielfach ein viskoelastisches
Materialgesetz angenommen werden. Mit Hilfe des
Korrespondenzprinzips wurden zahlreiche Probleme
(Balken, Scheiben, Platten, Schalen) gelost. Im vorlie-
genden Beitrag wird eine direkt formulierte Biegetheorie
fiir dickere und mehrschichtige viskoelastische Platten
diskutiert.
Die grundlegenden Arbeiten zur viskoelastischen Platten-
biegung bei Beschrinkung auf das homogene, linear-
viskoelastische Materialgesetz erschienen in den 50er
und 60er Jahren. Stellvertretend dafiir soll hier nur [1]
genannt werden. Ausgangspunkt der Analyse war immer
die Kirchhoffsche Plattentheorie und das Alfreysche
Theorem (Korrespondenzprinzip).
Nachfolgend wird die Aufgabenstellung wie folgt erwei-
tert:
— Beriicksichtigung der Querschubdeformation,
— Zulassung von stetigen oder sprunghaften Anderun-
gen der Materialeigenschaften iiber die Plattendicke.
Diese Erweiterung der Aufgabenstellung ist notwendig,
da z. B. Schichtkonstruktionen heute typisch fiir viele
technische Anwendungen sind. Dabei zeigen bereits
elastische Rechnungen den fiir Schichtplatten wesentli-
chen EinfluB der Querschubdeformation auf das G esamt-
verhalten der Konstruktion fiir den Fall, daB die Schicht-
eigenschaften starke Unterschiede aufzeigen.
Im Unterschied zu den meisten anderen Autoren wird
hier von einer direkt formulierten Plattentheorie ausge-
gangen [2], [3]. Dabei muB zunichst eine Identifikation
der Materialparameter fiir die Platte erfolgen. Die Durch-
biegungen werden fiir die allseitig gelenkig gelagerte Plat-
te bei quasistatischer Belastung ermittelt. Fiir Sonder-
fille (einschichtige Platte, Sandwich-Platte) werden Ab-
schitzungen fiir den EinfluB der Querschubdeformatio-
nen diskutiert.
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1. Konstitutive Gleichungen fiir viskoelastische
Materialien

Fiir das isotrope, linear-viskoelastische Kontinuum kann
man die konstitutiven Gleichungen beispielsweise als
lineare Differentialgleichungen angeben [4]

Psj (x1,x2,2,t) = Q €5 (x1,X2,2,t)

,j=1,2,3) (1.1
Maii (x1,x2,2,t) = N€jj (x1,x2,2,t). @ ) D)

Dabei sind ojj, €;; die Komponenten des Spannungs-
bzw. des Deformationstensors, s;j, ¢jj die Komponenten
der entsprechenden Deviatoren, P, Q, M, N Differential-
operatoren der Zeitkoordinaten t, xj, x3, z orthogo-
nale Koordinaten. Es gelte die Einsteinsche Summations-
konvention.

Die Differentialoperatoren haben im hier betrachteten
Fall folgende spezielle Form

p l;o ab 0 go ab
Thoo Pab Y Ty T o
(1.2)
M, b No b
M=2 my 9 = np 9

“h° N z ~“h°’
b=0  atb b=0  otP

wobei die Koeffizienten pp, qp, myp, np die mechanisch-
physikalischen Eigenschaften des Materials charakterisie-
ren. Diese werden im Rahmen dieser Arbeit als tempera-
turunabhiingige Konstante betrachtet. Sie konnen sich
jedoch mit der Koordinate z dndern. Die Koordinate z
verlduft in Richtung der Normalen zur Platte. Die Funk-
tionen py, (z), qp(z), mp(z) und ny (z) seien stetig bzw.
abschnittsweise konstant. Um die Aufgabenstellung auf
die entkoppelte Plattenbiegung zu reduzieren, werden
sie als symmetrisch zur Plattenmittelfliche (z=0) voraus-
gesetzt.

Nach Einfiihrung der Laplace-Transformation

fe) = fmf(t) exp(—st)dt (1.3)

la6t sich (1.1) in folgendes Gleichungssystem iiberfiihren

P (z,8) 8j (x1,x2,2,8) = Q(z,s) &j (x1,x2,2,8) , (14
M(z8) 3ii (x1,x2.2:8) = N(2:8) &; (x1,x2,2.5) . '

Hier ist s die Variable des Bildraums und P(z,s), Q(z,s),
M(z,s), N(z,s) sind Polynome von s, deren Koeffizienten
von z abhingen. Um den Rechenaufwand zu verringern,
sollen die Anfangsbedingungen gleich Null sein.



2. Grundgleichungen fiir isotrope viskoelastische
Platten

Entsprechend [2], [3] wird fiir die Platte ein zweidimen-
sionales deformierbares Kontinuum als Modell angenom-
men. Dieses soll den Freiheitsgrad 3 haben, d. h. die Be-
wegungen der Punkte auf der Fliche werden durch die
Durchbiegungen w und die Verdrehwinkel g, (@=1,2)
gekennzeichnet. Dann beschreiben folgende Gleichun-
gen das elastische Verhalten isotroper Platten bei geome-
trischer Linearitit [3]:

— geometrische Beziehungen

Ta = Wa¥ Voo @1)
Hog = leggl™™,

— Gleichgewichtsgleichungen

fau * 420, @.2)
Maﬂ,a— Fo= 0,

— konstitutive Gleichungen

Fo = 'Y

Mag = Capys iys: ¢

Ci111 = G222 =D, G915 =Coy9; =H,
Ci122 =C9211 =D -H.

Hierbei entsprechen 7, kag den Querschubdeformatio-
nen und dem symmetrischen Anteil der Biege- und Drill-
deformationen, F,, den Querkriften und den Biege-
und Drillmomenten, q der dufieren Flichenlast, I, D, H
der Querschub-, der Biege- und der Drillsteifigkeit. Alle
Variablen (mit Ausnahme der Steifigkeiten) sind Funk-
tionen der die Plattenmittelfliche beschreibenden Koor-
dinaten x4, (.)q sind die Ableitungen nach diesen
Koordinaten.

Beim Aufstellen der Gln. (2.1) bis (2.3) wurde beriick-
sichtigt, daB nur isotropes, nichtpolares Material be-
trachtet wird, d. h., daB der Spannungstensor symme-
trisch ist

— @4)
Unter Beachtung der in der Plattentheorie iiblichen Zu-
sammenhinge zwischen Querkriften, Momenten und
Spannungstensorkomponenten [5]

Fo = (g3 ), Mag = (0qg2) (2.5)
mit hj2
AN=f () 26)

und h als Plattendicke folgt, da auch der Momenten-
tensor symmetrisch ist, und es lieBe sich nachweisen,
daB damit in die konstitutiven Gleichungen (2.3) nur die
symmetrischen Anteile der Biege- und Drilldeformatio-
nen eingehen.

Ausgehend von den Erfahrungen der dreidimensionalen
Viskoelastizititstheorie [4] wird bei der Formulierung
der Gleichungen fiir die Biegetheorie viskoelastischer
Platten wie folgt vorgegangen. Alle Variablen (mit Aus-
nahme der Steifigkeiten) seien zusitzlich Funktionen

der Zeit t. Fiir den Fall quasistatischer Belastungen und
Anfangsbedingungen gleich Null kann man mit Hilfe der
Laplace-Transformation aus (2.1) bis (2.3) folgendes

. System erhalten

Yo(X1,X2:8) = W(x]1,X3:8) o * PalX1:X2:5),
fap(xy %2.8) = [Po (%1 x2.8) gIY™
Fo(x1,%2.8) a * q(x1,%2.8) =0,

Mog(x1 vxz»s);ﬁ —Fo(x1,%9,8) =0, @D
Fo(x1.%,8) = T'(8) Ta(x1 %:8),

M g8(x1,%2,8) = Cagys () Fys (X1 ,X2,9),

C1111®) =Ca222(s) =D(s), Cy 21 2(8) = C21 21 (5) =H),
C1122(5) =Ca211(s) =D(e) — H(e)-

Das System (2.7) enthilt die Materialkonstanten I'(s),
Capys(5)- Ihre konkrete Form ist noch zu bestimmen.

Die hier angefiihrten Gleichungen sind mathematisch,
mechanisch und thermodynamisch widerspruchsfrei. Auf
den Beweis dafiir wird hier verzichtet und auf die Arbei-
ten [6], [7] verwiesen.

3. Identifikation der Materialparameter fiir die
Platte

Im Falle der Ermittlung der Materialparameter bei linear-
elastischen Platten werden Losungen von Randwertauf-
gaben fiir den elastischen quaderformigen Korper, dessen
eine Ausdehnung kleiner ist als die beiden anderen, und
die elastische Platte nach der zweidimensionalen, direkt
formulierten Theorie gegeniibergestellt. Fiir orthotropes,
elastisches Material mit sich iiber die Dicke @ndernden
Eigenschaften sind die Losungen in [8] beschrieben. Fiir
isotropes Material gehen diese Losungen in folgende
Werte iiber (G(z), K(z) sind die iiber die Plattendicke
verinderlichen Schub- bzw. Kompressionsmoduln):

D - 4(¢ %@ K@+ GC@)2? ,

3K(z) + 4G(z) ’
H = 2(G(z) 22), (3.1)
r=aH/2,

wobei Ag die kleinste positive Wurzel der folgenden
Sturm-Liouvilleschen Aufgabe ist

2 16() o V@) + X3 G(z) Vea) =0,

(32)
z=*h/2 :g—:’—@—) =0. :

Im Falle viskoelastischer Platten kann analog vorgegan-
gen werden. Dazu sind die in [8] enthaltenen Losungen
aus dem Originalraum in den Bildraum zu transformie-
ren, und es ist das Materialgesetz (1.4) statt des Hooke-
schen Gesetzes anzuwenden. Die Materialwerte fiir die
viskoelastische Platte sind

D(s) = (Q(z,s) 2N(z,8)P(z,8) + M(z,8)Q(z.5)
P(z;s) N(z,3)P(z,5) + 2M(z,8)Q(z,5)

HE) = ¢ ?,E:;; 22), , (3.3)
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z2),




) = M) He)/ 2,

wobei Ag(s) wieder die kleinste positive Wurzel einer
Sturm-Liouvelleschen Aufgabe ist

[%g;":% aaz V(z,s)] +Nz)(s) Q(Z,s) V(z,s) =0, (34‘

z=1h/2 :B;V(z,s)=0.

Anmerkung: Fir die Materialwerte D, H bzw. D(s),
H(s) konnen’ geschlossene Ausdriicke erhalten werden.
Fiir " bzw. I'(s) ist dies nur in Sonderfillen (z. B. ein-

schichtige Platten) méglich. Allgemein sind die Aufgaben
(3.2) bzw. (3.4) numerisch zu l6sen.

4. Sonderfille fiir das viskoelastische Material-
gesetz

4.1. Beriicksichtigung des ersten Axioms der Rheologie

ErfahrungsgemiB verhalten sich fast alle Materialien bei
hydrostatischem Druck rein-elastisch (erstes Axiom der
Rheologie [9]). Damit gilt

M(z,8) = 1, N(z,) = 3K(z). (4.1)
Folglich vereinfacht sich der Ausdruck fiir D (s)

_(zs) K@P(s) + Qe
D(s) =< sz :) 3K(z)£(z z)+2022’3 .

Alle anderen Formeln behalten ihre Giiltigkeit.

4.2. Kelvin-Voigt-Material

Fiir dieses Material gilt [10]

Q(z,8) =2(G(2) + n(z)s), P(zs) =1, 4.2)
wobei 7(z) der iiber die Plattendicke veridnderliche Vis-

kosititsparameter ist. Mit (4.2) erhilt man statt (3.3)
und (3.4)

D) = 4 CO1@ICKD 6@ rn@)s) Lo,

3K(2)+4(G(2) +n(z)s )
H(s) = 2 ((G(z) +n(z)s) 22 ),
NORRHORIOYRA - (43)

2 (G 1e)e) - V(5 N ENG @) @)V (2:5) =0,
z=th/2 :iV(z,s)=0.

Fiir den Fal] daB 1(z) Null wird, gehen die Gleichungen
(4.3) in die Beziehungen fiir das elastische Material (3.1),
(3.2) iiber. Wenn G () und 1(2) zueinander proportional
sind, d. h.

n(z) =€ G(z) (44)
gilt, so wird u. a. )\g(s) zur Konstanten.

4.3. Maxwell-Material

In diesem Falle gilt [10]
P(zs) =s + —(l , Q(z:8) = 2G(2)s. (4.5)

Mit (4.5) erhilt man aus (3.3), (3.4)

G(z
G KOE T4 Gl

D) = 47 n(z) 2)
s+8® 3¢, G@) :
= ) 3K(z)(s + o) ) + 4G(2)s

H(s) = 2 <G(2zz) 22), (4.6)
ae)

I =@ HE) /2,

a G(z)s 0 G(z)s

3 G 0@ V(29)+ A3 0@ V(zs) =0,
) @
z=%h/2 : —a—z-\—f(z,s)=0.

Die Gleichungen (4.6) gehen fiir n(z) > « in die Glei-
chungen (3.1), (32) iiber.

4.4. Weitere Materialien

Weitere Modelle viskoelastischer Materialien lassen sich
z. B. durch die Kombination von Feder- und Dampfer-

‘modellen bilden. Entsprechende Beispiele sind in [4],

[9] bis [11] enthalten.

5. Quasistatische Biegung von viskoelastischen
Platten

5.1. Aligemeine Gleichungen

Als ‘einfaches Beispiel zur Illustration der Theorie soll
die Biegeaufgabe fiir die Rechteckplatte (0 < x; < a,
0 < xg < b) mit allseitiger gelenkiger Lagerung an den
Rindern x; = 0,a, x9=0,b dienen. Die Materialeigen-
schaften sind symmetrisch zur Plattenmittelfliche. Die
entsprechende elastische Losung ist in [3] angegeben.
Die quasistatische Biegeaufgabe fiir die viskoelastische
Platte wird auf der Grundlage des Korrespondenzprin-
zips gelost. Dazu wird zuniichst proportionale Belastung
vorausgesetzt

q* (x,%g,t) = q (x7,x2) f(t). (5.1)

Damit geniigt es, in der elastischen Losung die Durch-
biegungen durch die Abbildung der viskoelastischen
Durchbiegungen sowie I', D durch I'(s), D(s) zu er-
setzen. Dabei erhilt man u

W (x1,%9.8) = WK (x1,x5.8) + WT (x1,%p,9) (52)

mit -

WK (x).,x,)= DEs; A O\zqinnz)z sin Ay, X) singy X,
(5.3)

WY ()= 1O dme  sinAgxy singxs .

2 2
I (S) Rm +yn

In (5.2), (5.3) entspricht WK der transformierten Lo-
sung nach der Kirchhoffschen Plattentheorie, und W T
ist der entsprechende Korrekturterm durch Beriicksich-
tigung der Querschubdeformation. Weiterhin bedeuten
in (5.3)



4 ab . .
Gmn = ;5 J S q(x1.xp) sinky xq sinpyxp dxy dxp
Ap =mm/a,u, =nm/bymn=1,2,...

Um die Originale WK, WT zu ermitteln, kann wie folgt
vorgegangen werden [11]. Zunichst wird die elastische
Liosung ebenfalls der Laplace-Transformation unterzo-
gen. Fir den Fall, daBi gleiche Belastungen, gleiche
Randbedingungen und gleiche Geometrie fiir die elasti-
sche und die viskoelastische Platte gelten, erhilt man
folgenden Zusammenhang

wk (x1,%9,8) =s R(s) wk (x1:X9,8) »

_ 5.4
wT (x7,X9,8) =8 S(s) wl (x1X9,8) , 54

R(s) =D /sD(s), I'(s) =T'/sT(s) .

Dabei sind wK, wT die transformierten elastischen Lo-
sungen.

Bei Anwendung des Faltungssatzes und unter der Vor-
aussetzung, daf die Belastung die Form einer Heaviside-
schen Sprungfunktion hat, geht (5.2) in folgende einfa-
che Beziehung iiber

W (x xp,t) = R(t) wh (x1.x0)+S() WY (x1,%5)  (5.5)
mit wE, wg als statische Durchbiegungen. Zur Abschit-
zung des Einflusses des Korrekturterms werden in dieser
Arbeit die Durchbiegungen in der Mitte einer quadrati-
schen Platte unter sinusférmiger Belastung betrachtet.
Fiir diesen Fall vereinfachen sich die Ausdriicke fiir die

statischen Durchbiegungen w!;‘, w’g wesentlich, und man
erhilt statt (5.5)

W(a/2,a/2,t) = R(t)(qpat/4n4D) + S(t)(qga?/2m2)

bzw.

W= (47'D/qga*) W(a/2,0/2,t) =R(t) + (D72/2a2T)S(t) (5.6)

mit gy = konst. Nach [3] wird fiir die einschichtige (ho-
mogene) Platte

D =2Gh3 /12(1 —»), T'= n2Gh/12.

Damit ergibt sich
(Dn2/2a2T) = h2/a2(1 —v) ~0(h%/a?), 0<v<0,5,

d. h. fiir diinne Platten (h? < a2) wird dieser Term klein.
Fiir inhomogene Platten nimmt der Faktor (m2D/2a2T")
unterschiedlichste Werte an [3], wobei in Abhingigkeit
von den Steifigkeitsparametern und der Querschnitts-
geometrie der Faktor auch die GroSenordnung 1 aufwei-
sen kann.

5.2. Die einschichtige Platte aus Kelvin-Voigt-Material

R(v)= + = —
Fiir diesen Fall sind G, K, n iiber den Plattenquerschnitt ® 3K+4C‘( K T (BK+G)K

konstant. Damit erhilt man nach (3.1) und (4.3)
D =h? G(3K+G) / 3(3K+4G), T =n2Gh /12, (5.7)

D(s) = h3 (G +ns) (BK+G +1s)/ 33K+ 4G +ms)),  (5.8)
I'(s) =m2(G+ns)h / 12.

Mit den Ausdriicken (5.7), (5.8) ergeben sich entspre-
chend (5.4)

R(t) = 1—(3K+G) exp(t/7) / (3K +4G)
—36 exp(—(3K+G)t/Gr) / (3K+4G) ,

S(t) = 1— exp(—t/7),
wobei T =7/ G ist.
Durch unmittelbares Einsetzen von (5.9), (5.10) in
(5.6) kann man erkennen, daB der Einfluf des Korrek-
turterms auf die Durchbiegungen im Falle diinner Plat-
ten gering ist. Auf Bild 1 ist daher nur die entsprechen-
de Losung der Kirchhoffschen Theorie eingezeichnet.
Diese fillt vollstindig mit der in [1] ahgegebenen Lo-
sung zusammen. In der Tabelle 1 sind die Fehler, die
bei der Vernachlissigung des Korrekturturms entstehen,
aufgefiihrt. Im Rahmen technischer Theorien sind Feh-
ler von < 2 % als vernachlissigbar anzusehen.

(5.9)

(5.10)

w, statische KIRCHAOFF-LOsung (elastisch)
viskoelastische KIRCHHOFF-LOsung
T= n/G, v =0,25

I
1
! MAXWELL ' - Platte !
1

 fatlestung 8=5T

| Entlastung t,=2T

__________________________________

1

Bild 1
Viskoelastische Durchbiegungen fiir Platten aus kelvin-\ oigt-
Material bzw. Maxwell-Material

5.3. Die einschichtige Platte aus Maxwell-Material

Fiir diesen Fall gelten die gleichen Voraussetzungen wie
im vorhergehenden Fall. Die Gleichungen (5.7) dndern
sich nicht, und nach (4.6) gilt

3K
K (3K+G)s )
D) = 1 QS_L_____,P(S)=’1'—295—111. (5.11)
3 s+;.§§+(3K+4G)s S+T—

Damit erhilt man fiir R(t), S(t)
3K+G K+G t G2

S(t) =1 +T£ . (5.13)
Das Maxwell-Modell hat offensichtlich fiir groBe t-Werte
Anwendungsgrenzen, da dabei der Bereich der geometri-
schen Linearitit verlassen wird. Im zulissigen Zeitbe-
reich ist der Korrekturterm vernachlissigbar klein. Auf
Bild 1 ist folglich nur die Kirchhoffsche Lésung darge-
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exp(—3Kt/(3K+G)r)), (5.12)



Tabelle 1:

Fehler, die béi der Vernachlissigung des Korrekturterms entstehen

¢ Kelvin-Voigt-Material Maxwell-Material
T W W
—'w; A 8% —‘v—s A 8(%
BELASTUNG
0,00 0,00 1 0,01 1,33
0,50 0,58 0,005 091 1,36 0,02 1,47
1,00 0,75 0,008 0,12 1,70 0,03 1,57
3,00 0,96 0,012 1,31 3,06 0,05 1,74
5,00 0,995 0,013 1,33 4,40 0,08 1,82
10,00 1 0,013 1,33 773 0,15 1,90
ENTLASTUNG t; =27
2,00 0,91 0,011 1,27 1,39 0,03 1,92
3,00 0,21 0,004 1,99 1,36 0,03 1,96
5,00 0,028 0,000 2,00 1,34 0,03 1,99
7,00 0,003 0,000 2,00 1,33 0,03 1,99
_ W
6% =100 A/ w

stellt. Diese fillt vollstindig mit der aus der Literatur | ]
bekannten Losung zusammen. In der Tabelle 1 sind die
entsprechenden Fehler angefiihrt.

5.4. Sandwich-Platten

AbschlieBend sollen dreischichtige Platten aus viskoela-
stischen Materialien untersucht werden. Die Dreischicht-
Platte (Sandwich-Platte) besteht aus einer mittleren
Schicht der Dicke H und zwei AuBenschichten, die je-
weils die Dicke t; haben. Vereinbarungsgemif soll
2ty < H sein. Die hier gewihlten geometrischen Bezie-
hungen fallen somit mit den in [12] enthaltenen zusam-
men. Wenn Gy, K; Schubmodul bzw. Kompressionsmo-
dul der AuBenschichten, G, Kg entsprechend fiir die
mittlere Schicht sind, so erhilt man unter der Voraus-
setzung harter (steifer) Aufienschichten und einer wei-
chen Fiillschicht (G1 > Gg, K] > Kg) folgende Ersatz-
steifigkeiten fiir die elastische Sandwich-Platte [3]

D =[2G, (3K; +G1 )y H2/(3K1 +4G1)], ' =GgH. (5.14)
Die Formeln (5.14) wurden unter der Voraussetzung ge-
wonnen, daf 0(Gg/Gy) < 0(2t;/H) ist, wobei 0( . . .)
die GroBenordnung einer bestimmten GroBe kennzeich-
net. Bei technischen Anwendungen ist diese Relation
hiufig erfiillt. Damit fallen die Gleichungen (5.14) voll-
stindig mit den in [12] angegebenen Steifigkeiten zu-
sammen. Sollte die Relation nicht erfiillt sein, so mufb
die Querschubsteifigkeit I' numerisch ermittelt werden.
Fiir die Sandwich-Platte aus viskoclastischem Material
wird von der gleichen Geometrie ausgegangen. Die
AubBienschichten sollen rein-elastisch sein, die Fiill-
schicht soll aus inkompressiblem viskoelastischen Ma-
terial bestehen. Mit 1 werden die Materialkennwerte
der AubBenschichten bezeichnet, mit 2 die der Fiill-
schicht.
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Zunichst wird das Kelvin-Voigt-Materialgesetz voraus-
gesetzt. Die getroffenen Annahmen fiihren in diesem
Fall auf n; = O (rein-elastische Aufienschichten) und
Kg — = (inkompressibles Fiillmaterial). Damit erhilt
man aus (4.3)

H3 G1(3K1 +6G1) bty

D(s) = g—(GZ tngst 3K, +4G; IT) (5.15)
Mit Gg < Gy wird aus (5.15)
D(s) = (ngsH3 + 3D) / 3. (5.16)
AuBerdem ist I'(s) wie folgt zu ermitteln

H3 ot
I'(s) = lﬁ(S) i (ngs+ Gy —H—) , (5.17)
2 v 207 :
ACORRHONCORI (5.18)
2=t (5 +y) 1 2 V(@9 =0, (5.19)

z=*H/2 : V(z,) |+=\_/(z,s)|—

V(2.5

av Z,8
Gy tngs)—5-—| =G )

|_= 1732

B

Die Sturm-Liouvillesche Aufgabe (5.18) bei den Rand-
und Stetigkeitsbedingungen (5.19) soll hier niherungs-
weise gelost werden. Bei einer dem elastischen Fall ana-
logen Vorgehensweise erhilt man fiir A (s)

(5.20)



Damit ergibt sich I'(s) entsprechend (5.17)

1 1
I(s) =GoH1y79 (3 + E) G+ ;2—), (5.21)
wobei

™1 = N2 H/thGl’ T9 =n2/G’2

ist. Unter den getroffenen Vereinbarungen ist zu erwar-
ten, daBf 7y < 7y ist. Fiir R(t), S(t) erhilt man abschlie-
Bend folgende Niherungsausdriicke

R(t)=1—exp(—3Dt/n, H3) =1—exp(—(3K; +G;)t/3K, +4G1)7y)

(5.22)

S(t)=1-rgexp(~t/7)/(Tg—7{ )+ Ty exp(~t/11)/(Tg—T1)
(5.23)

Die dreischichtige Platte aus Kelvin-Voigt-Material weist
typische Merkmale der gewihlten Materialklasse auf. Bei
t = 0 geht die Losung gegen 0, bei t > o gegen 1. Aus
(5.6) ist zu erkennen, daf fiir bestimmte Materialkenn-
werte der EinfluB der Querschubdeformationen auf die
viskoelastischen Durchbiegungen wesentlich sein kann.
Im Falle des Maxwellschen Materialgesetzes ist in den
Ausdriicken (4.6) n; — o° (rein-elastische AuBenschich-
ten) und Ky > oo (inkompressibles Fiillmaterial) zu set-
zen. Fiir den Fall, da G, > G, ist, erhilt man

D(s) = D. (5.24)

Der zweite Plattenparameter ist aus folgenden Gleichun-
gen zu bestimmen

() = A2 Gyt H2 /2, (5.25)
2 _ _

%f V(z8) + A3(s) V(z) = 0, (5.26)

z=:(g+t1):%ﬂ=o, (5.27)

z=+H/2: V(z,s)' = V(z,s) | )
+ _

_ Gas a\_f(z,s)
az l+ - s+ 92_ az |_
M2

Die Niherungslésung der Differentialgleichung (5.26) bei
den Rand- und Stetigkeitsbedingungen (5.27) lautet
2Ggs
200 =272 .
A50) ——+G—§— . (5.28)
(s g )

Damit erhilt man

1 1
S(S) = g + —2
T2S

bzw. nach der Riicktransformation
St)=1+-_+. (5.29)
T2

Auch in diesem Fall kann der Einfluf der Querschubde-
formationen wesentlich werden. Durch unmittelbares
Einsetzen in (5.6) kann man feststellen, daf die fiir das
~ Maxwellsche Material typischen Eigenschaften erhalten
bleiben (z. B. erhiilt man fiir t = 0 die elastische Losung).
Fiir groBe t-Werte gelten die gleichen Einschrinkungen
wie fiir einschichtige Platten (s. Abschnitt 5.3).

Anmerkung: Fiir die kritischen Diskussionen zum Inhalt
des Artikels mochte sich der Autor bei Herrn Prof.
W. Palmow (PI Leningrad, Lehrstuhl Mechanik und
Steuerungsprozesse) bedanken. Weiterhin gilt der Dank
Herrn H. Kogel (TU Dresden, WB Fertigungsprozefge-
staltung), der freundlicherweise die numerischen Bei-
spiele rechnete.
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